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Соттеп-Ьа"Ыопе8 Ма"ЬЬета"Ысае ц*п1уег81"Ьа"Ыз СагоНпае 

11,4 (1970) 

ВАРИАНТЫ ТЕОРЕМЫ РАДОНА-НИКОДИМА 

И.В. ШРАГИН, Тамбов 

Настоящая статья является развитием недавно опубликова

нной работы Г. П. Тол с то ва [ 1 ] . Леммы 1 и 2 и теоремы 1 и а 

о которых будет идти речь б е е ссылок, - это предложения из 

[ 1 ] (теоремы настоящей статьи будем обозначать греческими 

буквами). 

Мы будем пользоваться терминологией теории меры, у п о 

требляемой в [ 2 ] . В то же время мы сохраняем основные о б о з н а 

чения из [ 1 ] . 

Условимся в одном обозначении. Пусть 5 * класс мно

жеств» а Е - множество» Тогда символ 5.- обозначает класс 

множеств ив 5 , содержащихся в Е , т . е . 5 **{Х&& Ф.ЗЁСЕ}. 

Как это часто принято, будем предполагать (в отличие от 

1--0), что счетно-аддитивная функция множества является по 

определению и конечно-аддитивной. 

§ 1 

Одна из важнейших теорем теории меры и интеграла, тео

рема Радона-Никодима, формулируется следующим образом [23. 

Пусть С Хф ,К. (А*) - пространство с вполне в'-конеч

ной мерой. Если 0 -конечная обобщенная мера Т , заданная 

на К , абсолютно непрерывна относительно (и. , то на Х0 

существует так»я конечная измеримая функция, т* , чтс 
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(1) $(Х) а /У<*<«, 

для любого измеримого множества X . Такая функция единст

венная в том смысле, что если 

&(Х) ** /фйссс 

для всякого измеримого X , то 4 ж ф. [(и,] . 

Г.П. Толстов показал (теорема 1 ) , что если обобщенна» 

мера У , заданная на К > конечна, то в теореме Радона-

Никодима можно не требовать, чтобы Х0 С К , ** достаточно 

предполагать, что ( Х0 . К , (^) - пространство с & -ко

нечной мерой* Дело в том (лемма &), что конечная обобщенная 

мера сосредоточена на некотором измеримом множестве Л ( т . е . 

если X с X \ А и Ж е К , т о Ф (X) « 0 ) . Это позволяет 

применить теорему Радона-Никодима к пространству с мерой 

( Л , К* .(Ь^) *- затем полученную функцию -Р доопределить 

нул ем на X \ Л . 

Можно пойти несколько дальше и предположить & -конеч

ность меры не у каждого измеримого множества, а лишь у того, 

на котором сосредоточена У . Это условие, как показывает 

следующая, теорема <*> у является в определенном смысле и не

обходимым для выполнения (I) 1. 

Теорема оС . Пусть (ЭСа 1 К , (А> ) - пространство с ме

рой, а Т - конечная вещественная функция, определенная 

на К . Для того, чтобы при любом X € К выполнялось 

( 1 ) , где т* - конечная функция на Х0 9 необходимо и до

статочно, чтобы 7 была ече*но~аддитивной, абсолютно не

прерывной относительно (а и сосредоточенной на некотором 

измеримом множестве А 6 -конечной меры» 
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До касательство. Пусть при любом 'X € Л выполняется 

( 1 ) . Тогда ясно, что & счетно-аддитивна и абсолютно не

прерывна. Согласно лемме 2 & сосредоточена на некотором 

множестве В е К . Пусть Л • <л е В . ^Гх) Ф (5 1 - Оче

видно, & сосредоточена и на Л > Так как *Р интегри

руема и, следовательно, измерима на В , то Л е К .Далее, 

А = ^А 4 где А , - * * е Л : 1тЧ*>1 2 "1Г* | е X , 

т,** 4,2,... .При етом 

Следовательно, А -множество б" -конечной меры. 

Доказательство достаточности не приводим, так как оно 

по сути совпадает с доказательством теоремы 1. Кроме того, 

как мы увидим (§ 4) , "достаточная" часть теоремы ос явля

ется, частным случаем теоремы </", которая не зависит от тео

ремы ос . 

Замечание 1. Функция -р , получаемая в "достаточной" 

части теоремы ое- измерима на Х0 . В то же время, функция 

•р данная в "необходимой" части, будучи интегрируемой на 

каждом % б К , может быть неизмеримой на 360 (например, 

такова функция, тождественно равная единице на Х0 , где 

( # 0 , К ? ( « , ) - пространство с мерой из упражнения 3, § 1?Г23). 

Заметим, однако, что если X € К и X с # в

 ч А , где Л -

измеримое множество, на котором сосредоточена Т то, как 

следует из (!>„ +Ч#) » 0 почт* всюду на X . 

§ г 

В статье [ 1 ] Г.П. Толстое поставил выдачу об интеграль

ном представлении функции множества, заданной не на всем 

& -кольце К измеримых множеств, а на каком-либо более 
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узком классе. Эта задача решается в теореме 2, в которой 

равенство (1) устанавливается для конечной функции 9*} оп

ределенной на правильном кольце оС (кольцо Ы с К на

зывается правильным С1.], если иа условий X с X а. X , 

X в К , следует, что X* в Л )• При этом предполагает

ся, что мера (1и & -конечна на К 1 а функция У счетно-

аддитивна (это требование пропущено в формулировке теоремы 

2 ) , абсолютно непрерывна ( т . е . если X € Л и (л,Х ж 0 1 

то Т(Х ) » 0 ) и сосредоточена на некотором множестве Ле 

6 б'СвО^где &(оС) - б' -кольцо, состоящее ив всевозмож

ных счетных объединений множеств не «С (ясно, что &(&) с 

С К )• Заметим, что построенная при доказательстве теоремы 

2 функция т" измерима на # 0 . 

Покажем, что условия; теоремы 2 являются в определенном 

смысле необходимыми. Действительно, пусть СЗГ0 , К 7 ^ ) - про

странство с мерой, «б - правильное кольцо, -I7 - конечная 

функция, измеримая на Х0 и интегрируемая на каждом X е об , 

Очевидно, функция. {Г определяемая на X равенством ( 1 ) , 

конечна, счетно-аддитивна, абсолютно непрерывна и сосредото

чена на измеримом множестве А ** { х ; $ (х) Ф 0 } . Далее, 

легко проверить, что если множество X ие К имеет б -

конечную меру, то X 6. С С «-€) ; а если Х с Л и X € 

йбгОС)9то & имеет 6"-конечную меру. Следовательно, Ае 

€б(сС) тогда и только тогда, когда Л имеет б -конечную» 

меру. 

Объединяя ети соображениях с теоремой 2, мы получаем 

следующее предложение. 

Теорема /3 . Пусть С # 0 7 К , < а . ) - пространство с б ' -

конечной мерой, У - конечная функцшц определенна» на 

660 



аршвяльнои кольце я, . для того, чтооы при любом х е X, 

выполнялось ( 1 ) | где $ - конечная функция, измеримая на 

Х0 9 необходимо и достаточно, чтобы функция & была счет

но-аддитивной, абсолютно непрерывной и сосредоточенной на 

некотором множестве Л € 6*(*€) • 

В § 4 будет показано, что вместо б (Л) едесь можно 

писать К (для "необходимой" части это и так ясно)* Одна

ко, по существу это не будет обобщением, так как на сосредо

точенности 7 на Л е К н остальных условий "достаточной" 

части теоремы /I следует сосредоточенность & на некото

ром С е 6*(Х) (см. ниже замечание 3 ) . 

§ 3 

Здесь мы усилим теорему 2 в направлении освобождения от 

б* -конечности меры* С этой целью мы используем условия ти

па условий Окстоби [ 2 ] , § 31, упр. 10* 

Следующая теорема является основным результатом статьи* 

Теорема Г̂ • Пусть (Ж0 7 К ? (О, ) - пространство с мерой, 

•б - правильное кольцо, «Э - подкласс & -кольца К , со

стоящий ив попарно непересекающихся множеств конечной меры, 

причем каждое ЗГ ив »€ покрыто конечным или счетным чис

лом множеств ие 2 . Пусть на об определена конечная, счет

но-аддитивная и абсолютно непрерывная функция У . Тогда на 
/Х0 существует такая конечная функция г1 , и8меримая на 

каждом У € 2) 9 «то для любого ЗЕ е *С имеет место ( 1 ) . 

Доказательство. Боэьмем произвольное У с 2) ш рас

смотрим б"-кольцо & (оС) . Так как мера (<с конечна 

на 6Г С * О у , то она сосредоточена на некотором 2. € 

с &(*С)^ (лемма 1 ) . Тогда и 7 9 будучи абсолютно непре-
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рывной, также сосредоточена (в пределах У ) на В . Сле

довательно, согласно теореме 2, на У существует такая, ко

нечная измеримая функция I , что для любого X е & имеет 

место (1, 

Проведя это построение для каждого У © Я) и доопре

делив ^ на Х0 \ 1̂  «25 нулем, мы получим конечную функцию 

•Р , определенную) на всем Х0 и измеримую на каждом У е <2>. 

Если X *> *С , то существуют множества У^ € 2> в конечном 

или счетном числе, которые покрывают X . Тогда 

Г С # ) « 2 РСХп У ) » 2 / **<«,*./*<*<« . . 

Приведем еще одно доказательство теоремы у , ы е исполь

зующее теорему 2 и основанное на одном из вариантов разложе

ния Жордана (кстати, по этой схеме можно доказать и теорему 

2). 

По-прежнему зафиксируем У 6. 2) и рассмотрим функцию 

У на правильном кольце ХС . Тогд&$'(Х)'яЗ''1"(Х)-&(Х) 
У 

для любого X 6 «€ ? где $"* - положительное, & Т* oт-
рицательное изменение функции 9* Е3],стр.159-161. 

Распространим У* и §"~ по аддитивности на бЧ^Оу . 

А именно» если .л; € (Г «̂б ) у ; то ЗС* (-/«ЯГ̂  1 где множества 

Л^ в «бу ? лг ж 4, 2.? * # # ; и попарно не пересекаются. Пола-

гаем У- (ЗС) -в 2 У " (&лъ ) • Нетрудно убедиться в коррект

ности «того распространения, а также в том, что рассматрива

емые на &(Х)у функции Ф и ф~ являются ^-конеч

ными мерами, абсолютно непрерывными относительно (<1> ш со

средоточенными на указанном выше множестве 2 -

На основании теоремы Радона-Никодима существуют такие 

измеримые на 2 конечные функции +** ж ?~ у что для любого 
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У+1Х)- /*+4(ц., 7~СХ) ~ /хГ<±(ь . 

Положив ^ . - г - Р * - ^ " * и доопределив -9 на У 4 2 

нулем, мы получим измеримую на У конечную функцию, для 

которой выполняется (1) при любом 3? е *С> • Доказа

тельство завершается жем же рассуждением, что и при первом 

способе* 

Замечание 2» Можно несколько ослабить условия теоремы 

у 9 заменив условие о покрытии X с «6 требованием, что

бы для любого X е «6 существовали такие У^ б 2 в ко

нечном или счетном числе, что (ь СХ \ О У^ ) т 0 . В этом 

случае, так как мера ^и , вообще говоря, не является полной, 

то функция $ может оказаться неизмеримой на каком-либо 

X е & . Однако, утверждение теоремы у сохраняется, если 

интеграл в ( 1 ) понимать как интеграл от измеримой на X функ

ции •(* совпадающей с •Р на X Л ^ У ^ и равной нулю 

на X \ и У ^ (см. [4],стр. 12»). 

§ 4 

Здесь мы выведем из теоремы у ряд следствий. 

Теорема сГ . Пусть ( Хс , К , (А> ) - простран ство с ме

рой, а 7 - конечная, счетно-аддитивная и абсолютно непре

рывная функция, определенная на правильном кольце *С с К 

и сосредоточенная на некоторм измеримом множестве Л (Г -

конечной меры. Тогда существует такая конечная функция *Р , 

измеримая на &0 , что для любого Ж е «б имеет место (!)• 

- 663 -



Доказательство, Пусть Л ш {^ у^ } где множества 

У^ , /п ш 49 2, ... 9 попарно не пересекаются и имеют ко

нечные меры. Тогда для пространства с мерой (Л7 К* , (С ) 

м функции Т 9 рассматриваемой на вС- ? выполнены все ус

ловия теоремы & ' 

Поэтому на Л существует такая конечная функция т* , изме

римая на каждом У^ и, следовательно, измеримая на Л , 

что (1) имеет место для любого X С сС^, . Доопределив -Р 

на Жв \ Л нулем, мы получим функцию, измеримую на Х0 7 

для которой (1) имеет место для любого X в *6 • 

Замечание 3. В условиях теоремы сГ функция & сосре

доточена на некотором множестве С е б0 С Ж.) , которое яв

ляется также множеством б0 -конечной меры. Действительно, 

как видно из доказательства теоремы / , в пределах каждого 

У функция 7 сосредоточена на некотором 2 ^ € 6> С*6) . 
'т> 

Положив С » и 2 ^ , мы видим, что С имеет <Г- конечную ме

ру, С е €ГС*С) и $* сосредоточена на С • 

Рассмотрим некоторые частные случаи теоремы сГ • 

1) Если лс 6* -конечна на К . то, естественно, можно 

опустить требование, чтобы Л имело & -конечную меру (со

хранив только измеримость Л )• Фактически, несмотря на ка

жущуюся больщую, общность, этот случай совпадает с теоремой 

2, как это следует из замечания 3» 

2} Если (О. конечна или вполне 6* -конечна на К , то 

можно вообще опустить требование о сосредоточенности & • 

Действительно, если лс конечна, то согласно лемме 1, она 

сосредоточена на некотором А е К . В силу абсолютной не

прерывности, и 7 сосредоточена на Л . Таким образом ус

ловия теоремы сГ выполнены» Если /и, вполне 6 -конечна, 
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то роль Л играет само X . 

3 ) Если кольцо вС совпадает с К , то теорема сГ 

превращается в "достаточную" часть теоремы ос 

§ 5 

В заключение рассмотрим один пример, иллюстрируящий 

теорему *у , Возьмем пространство с мерой, рассмотренное 

в СИЗ» § 3 1 , у п р . 8 . А именно, Х0 - несчетное множество; 

К - класс тех его подмножеств, которые либо сами конеч

ны или счетны, либо имеют конечные или счетные дополнения:; 

/и,Х » т, } если X состоит из т. точек, и &сХ ж со для. 

бесконечного X € X . Пусть О, состоит из всех конечных 

подмножеств, а 3) - и з всех одноточечных подмножеств прост

ранства Х0 . Для X е *6 положим Т(Х) т {сХ . Очевид

но, все условия теоремы у выполнены (заметим, что мера 

здесь не 6* -конечна). В то же время теорема сГ здесь непри

менима, поскольку $* не сосредоточена ни на каком множест

ве 6 -конечной меры. 
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