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СоттбП"Ьа!10пе8 МаШета-Ьгсае Цп1Уегв1"Ьа1;18 СагоНпае 

12,3 (1971) 

НЕОБХОДИМОЕ И ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ ПРЕДСТАВИМОСТИ КОНСТРУК­

ТИВНЫХ ФУНКЦИЙ В ВИДЕ СУММЫ СИНГУЛЯРНОЙ И АБСОЛЮТНО НЕПРЕ­

РЫВНОЙ ФУНКЦИИ 

О. ДЕМУТ, Прага 

В классической математике всякая функция* ограниченной 

вариации представима в виде суммы сингулярной и абсолютно 

непрерывной функции Ш . В настоящей работе показано, как 

дело обстоит в конструктивной математике» 

В следующем мм пользуемся определениями и обозначени­

ями из I?] и. [ 8 ] . 

Замечание 1. Пусть др функция, ее (ср), а ф» абсо­

лютно непрерывная на 0 д 4 функция. Тогда ос ( - <р) 

и по теореме 6.8 и8 [31 для любой полигональной функции Ф 

выполнено Зи, Уал, (м>,<р +• &*} 0 д 4) # Для всякого РЧ <* 

функция ^ — Ль^ абсолютно непрерывна на О А А и, сле­

довательно, существуют последовательности полигональных 

функций 4 5 ^ } ^ и кда 4 ^ * * . и * * ^ ! л такие, что 

Последовательность {АА,„ I, сходится к вариации функции 
чЬ ПЪ 

AMS, Primary 02E99 Ref.2. 2.644.2 

Secondary 26A30, 26A45 
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У + д/ - Н^ на О Д 4 . Таким образ ом, верно 

ее ( у + }-) . 

Замечание 2. Пусть 4> 5 -множество, образован­

ное последовательностью сегментов { Я ^ ! ^ • Тогда, по 

определению, ряд 21 IН I сходится, к мере <& и, 

следовательно, ддж всяких КДЧ ^ м ^ - О ^ ^ ^ ' ^ ^ ' / , 

сходится ряд 

(П> 2 С.та^Слп^СЭ/п.СН^),^), | ) -^а^С^^СЗлСЛ Л ) ,^ ) ,р )-

Пусть и, сумма етого ряда. Для всякого М ^ существует 

5 -множество ^^ мери меньшей чем и- + -тг , Мш ко­

торого выполнено У х С х е | А ^ Л -< * ^ э X € 4 ^ ) . 

Итак, если м> < I | д ^ 1 , то согласно доказатель­

ству теорем» 2.4 на [,41 Зог (%<<&<% & п (пг € $)) . 

Существует алгорифм У < ̂  > такой, что для вся­

ких КДЧ | и ^ ? 0 6 ^ < ^ -г ^ , верно 

!V <%> (§ А ц) л >> <#> ( $ А ч ) является сум­

мой ряда (1) . 

Заметим, что 1> < ^ > ( 0 д 4 ) - мера «̂  и 

У * ^ х С 0 . 6 , х < / у - < ж . - 6 4 э V < ^ > С х д ^ ) + 

• * < # > ( ^ А * ) - * < ^ > С * А Ж > * | * Д * | ) . 

Замечание 3» Части 16), 2 - 4) деммм 3 ив 1В} верни 

ддя любой функции ""Р такой, что оо С*Р) . 

Действительно, пусть V ы <иг ВД.Ц Часть 16} непо­

средственно следует ив Ух* С\ х~ *У I ** (%-* пг)+ -*• 

• ( * - 4г)~ Д * - <Г ш (X - * г ) * - ( ж - ж 1 ~ Л 

А ^ й ^ Э ( % - 1 Г ) + ^ (#-4*Г>+ & С*-4<Г)~.* (ж-ог) ' ) ) ; ; 
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В доказательстве части 4) не используется предпо­

ложение 

(2> 1 ш # / ф -

В части II а) доказательства леммы выведена бее ис­

пользования (2) формула (8) из [В] • Ввиду того, что ©то 

доказательство можно повторить для произвольного сегмен­

та, содержащегося в О А 4 , верно (5) из С8.] » Анало­

гично доказывается, остаток части 2) и часть 3) . 

Обозначение# Пусть I функция, ос С{ ) , ь ^ КДЧ, 

О 4 у л Мы обозначим ^</V,§'Ф^~V4'<^,<V> + V'~<^,-<I^>, 

^}фУ+<1,0>-Г+<^*>> и ^< 2^ |#V-<.I,0>-V-'<.{,-1^> # 

Лемма 1» Пусть I функция, о с С ! ) , а ,14,, V и ж. 

КДЧ, 0 <-. пг . Тогда. 

1) «ьСУ+<:*, .*,>) 44 осСУ~<*,*б » , 

V* <У+ <{,м,>,х> « У + < * + У ~ < * , * , > , ^ + *>_-

=- V** < 1,тии> Со,, -о- + %>)> + Л ^ в , 

V* <У~ <{,**>, оо > ш Г ~ < 4 ~ V + < ^ , * , > , , * - * > . -

-ш V" <^, /т*** С>и,, л*~!й)> + 4и 

У " < У + < *,.«,>, ос> ~ У~<{ +у~<*,*.>,*, + *>* 

* V" < .?, /т-о* (и,, и. ч- -с) > - V" < * , м, > , 

V-<у-<^,м,>,»> - У + < 1 - У + <1,м.>,*.-*,>-

У + <+, /»-..>.- Ы, и. -*)>- V* < * , ^ > / 
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2> * ( ^ , ) * . о с с ^ ^ . ) & оса^^) , 

У*<<«.*, о> - « „ , „ , У< *<-„<» - *<г,чг, , 

и, следовательно, У»Х^ ( 1^,* (^)- -^^ (* ) ' --* ̂  \п^-х\)'9 

3) функции 4 ^ § , *<ЛщПгЬ и * ^ < г > абсолют­

но непрерывны на О Д 4 $ 

4) функция -? абсолютно непрерывна на О Д 1 тог­

да и только тогда, когда 

(4) ( У П * , ^ > ( 0 д 4 ) ^ > 0)Д (У<*Г^>С0А4)^> 0) -, 

5), если последовательности КДЧ *(У+<^, л^ > (0& 4)1^ 

и 4V Ч ^ - лг> СО ^ А)\^ сходятся, то существуют неубы­

вающие неотрицательные функции ^ - и -С,..? такие, что 

функция { - ^ г 4
 -*• <- - абсолютно непрерывна на 

{4"5 \"-д 

О Л 4 1 выполнено о с ( € < + } - € < - 5 ) , <Х> ( 2 < + ? ) , еС С * ^ ) 

ш 

**<У<*<^х>- <и,+Аы & У « 4 . „ * >» ^ + * . | ж 1 ) , 
Докаэательство» В следующем ( # ) обозначает ссылку на 

лемму 3 иэ Св] и замечание 3. 

I ) Согласно ( * > из еС С$) следу е т 

о с ( * - У + < - | , ^ » Л * , ( * + У ~ < * , ^ » и ввиду 
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{ » НО) 4- М/ш +V + <^,4А,>-^V"<^,м,> и замечании 

1 верно !)•• 

Ц ) На основании I ) получаем еС С.6 +• V~<^, —ЛГ» у 

(6) У + < * + Г Ч * , - / * - > , • * - > - V+<^7<1^> 

и, следовательно, ос С .Е- * ) , Иа | « 4: С 0 ) +• 

+ У^< .1, 0 > - ^ < { ? 0 > следует ( 3 ) . Согласно -Л, С * ) 

и (6) верно 

ш У+< г |.4. у-<|,-/1Г>, 0 > - У+<.€+* V-<±7-1^>71^> -* 

- у + < * , 0> - У+<:Е,аг> * - ^ ^ • 

Аналогично можно доказать У"< -Ег^* , 0 > — -6^ ̂  • 

Отсюда мы ввиду оо С 1 , - ) и 1) получаем ос С . 2 ^ - )& 

А < * с - < а , * * > • 

Пусть .х и ф, КДЧ, 0 -6 /х --С /^ & 4 , Тогда со­

гласно ( Ж ) и 1) 

V+<^,0>СуД/у,)-/^^. С^-x)-^СV+<^,0>СлА/^) -

- гг,0#-л))4" ^ У+<^^<^,0>,/гг>Схд^) « 

- * V + < ^ , ^ > С ^ д ^ ) , У + <^4г>Слд^)^у- , "<^0>Схд/^> 

и, следовательно, 0 -^ ^ ^ ^ ^ " " С̂4 чг!^1*' ~ ^ С^-«Х/ # 

Аналогично выполнено 0 4в ^ ,̂* ^ ) — ̂ #* ̂ С^с) --= V* С^- »Х/ # 

Таким образом, мы доказали Е). Часть 3)/ утверждения лем­

мы, непосредственно следует из 2) и теоремы из [В] . 

III) а! Если ^ абсолютно непрерывна, то согласно 
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теореме ив Ы} и ( ж ) верно (4) . 

б) Пусть верно (4) . Тогда мы ввиду 3) и того, что 

для всякого НЧ пп выполнено 

** V+<^,<п,>(0д4) + V'<^,-т,>С^А4) , 

сразу получаем, что й абсолютно непрерывна. 

IV) Согласно (ж) <У4'^,т>}/Г1 и <V•<^,-^>^^ 

невоврастающие последовательности неубывающих неотрица^ 

тельных функций. Пусть сходятся последовательности КД;Ч 

<У+<^*ь>С0&4)}п, ш *У~<±,-т,>С0д4)1п - ^отди 

существуют неубывадощие неотрицательные функции I- . и. 

| такие, что (5) . Ввиду ( ж ) для любого НИ пг Функ-

ции V+<^,/^г> - йк^ * ^ < ^ , - / а > - * < > ш | являом--* 

ся неубывающими и, следовательно, если -Те. 55 л В-

система. РЧ, то 

^ - ^ + € , . , - ^ , 4 ^ 3 ? ; , ) - У С У + < ^ Л > - * < + , -

- С ^ < ± , - « и > - - < _ , > , <е1г1ш0)ЛСУ*<€,л>С0АА)-

- ^ < + $

т -*<.>, со»)+ 

+ ( Г " < . ? , - л > С 0 д Ч ) - ̂ _ , С 1 ) - ^ _ Э С 0 ) ) ) . 

Таким образом, ив 3) и (5) следует абсолютная непрерыв­

ность функции I - й<+^ + -<-? и с°гл*»сно замеча­

ние 1) верно л, С *>.+. - ^<_» > * 

Ввиду 1) для всякого № /П/ выполнено 

У + < У + < * , 0 > , Л > « Ч+<й,т.>,Г+<У-<±,0>,<п>> ш 

-У"< _,-/«,>, У - < У + < . , 0 > , - / я > » У - < у - < _ , 0 > , - / п > = О 
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и, следовательно, С У**"^1, О » ^ * т й{+%> 

СГ+< .?,0>^- О, ( У - < - , 0 » < + , - ^_, (7-<-% <>»<_, - 0 . 

Отсюда мы по выше доказанному получаем ее (&{+<} > ^ 

А ос ( - ! < в } > . 

Согласно (ж ) и -*) Аля всякого НЧ пь и КДЧ ̂  вы­

полнено 

У<У+< * , / » > , ж > - ГЧГЧ_•,/«.>,_> > + 

+ У<У+<1,п>, ж> - Г+<*,/тги-*Сл.,/л + ж ) > + \ _ + 

+ V ~ < ^ , /тл» (/п.,/п. + ж>> - V-<-.,/п. > -

- У+< _̂ /гпо~> С/п.,/п, + х > > + ^ _ - ^ + *Ъл*а* </»,/»+») + 

+ V+<-?,тгл*^С/п.,/п.+я^>> + 1? - - Ч * - V + < ^ , / п , > * 

«г У+<.?,/». >+,•-, ,+• 2 . ^+<*,.гги1*6гь/№+г)>^+<-1,/г|,>) 

и, следовательно, 

1 У < * < + , , ; г > - * < + . - Л-,ж |1 --1У<У+<--,/гг>,ж> -

- V + <^,/п.>-^^^ ) { С I I + 2. С У + < _ . , Л Х >-*<.,.,) -̂  

^ 2.IV+<^,/т-г*^(л,/п.+ з ; )>-V+<{ ,т .>I+2 .СV+<^ ,/п.>-

- _^)*-2.С7+<*,/тЛ«С/я,,/гг+г)>-^+,)+4.СУ+<_-,/п.>--<+>), 

Отсюда мы сразу получаем Уж ( У<..< + э , Я. > *» 1 < + , + .*г.(а;| ) . 

Ввиду доказанного м С У " < . т , 0 > ) . . = ±,. верно 

также Уж СУ<1<_, , ж > -г _ < } + .#„.ж| ) . 

Определения. 1) Пусть у функция, Ь ш т. НЧ, а 

^ 5 -множество. Тогда мы посредством С (др, * , ^ , /П ) 
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4 
обозначим: мера & меньше чем • - ̂  и выполнено 

У*^С.х« 0 А 1 & -1 ( х * ?) & 1<#~* I < ^ => 

2.) Функцию Ф назовем сингулярной, если д> -

функция, ограниченной вариации на О А 4 и для любо­

го НЧ ^ существуют НЧ /Я* и 5 -множество <$г такие, 

что 1Сф,1, $*9 л , ) -

Замечание 4, Если д% * <Р% сингулярные функции 

в. Ф — ф функция ограниченной вариации на О А 4 -

то по замечанию, 1 из №1 % ~ Ф% сингулярная функция. 

Лемма 2, Если ?̂ сингулярная функция, то 

1) для почти всех КДЧ .* из О д ^ верно 

7>(09ф9х) * 

2) выполнено ос С<р ) и для любой абсолютно непре­

рывной функции ф- верно <к.( ар + <}*) ш V<у + %>9 0> ж 

ш V<<у9 0> + V<^^9 0> , В частности, 

(7) V* СУ<<?,*> ш V<<у,0>+ Ль{^) . 

Доказательство, а) Часть 1) утверждения непосред­

ственно следует из определения сингулярной функции и за­

мечания 1 из ГбЗ • 

б> Пусть /иг и х *№> а , т НЧ, %*я, С<иг9<р, 0А 4 ) &с 

А. \х\ < /Ш . 

Существуют 5 -множество ^ и НЧ /тг и ^ такие, 

ЧTO cc <t, 6/m,< ,2f'» ) * длa ^ # 
Д Ä Л ^ - t t . &ffí> 

BЫПOJГ 

нeнo 

m ñir -. -L 
б/иг 

<. Wc>, 
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Тогда . 5 ,><5?><-=-• А ~ ) - »<?>(0А4)< -Тбт. 

*-, следовательно, согласно теореме 1.3 из С3.1 существу­

ют дизъюнктные возрастающие системы Ш 2> и Й такие, 
ч*о ^ содержит не больше чем /п-# тг—аЬт, ^ и в ы ~ 

О 0 о 

полнено 

1 

*иша>а»<?>с±=*-А±>* \) л. 

Согласно замечанию 2 мы получаем 

X 1*1.-1 ^ 2 1ус4-)-9>С-Ь-)-* . 
1еЗ> «Ч *еЗ> ^ «ч ж *Ч 

• ^ - ^ ) ' + Ч ? а > - б ^ * ^ - ^ , 9 ' Ч ; " 9 ' < ' ^ ' ' 
^19С^)-^-^)1--,^1 У с-1)- 9 с-Ь-Ъ -

и, следовательно! по (81 

«ги«|4<^л.•с43*-"> • 
С другой стороны, для любой В-системт РЧ ^ С ^ Ц д 

верно 

Итак, Уеци (<иг + 1x19 ф - Л ^ , 0 А 4 ) • 

Мы доказали ее (ф) и для любого КДЧ % -

У<су9х > ( 0 д 4 ) . г У < 9 , 0 > ( 0 д ^ ) + | % | . Но тогда 
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ввиду Vx<ц>(Оё:X<*ц,& 4эУ<ф,&>(*&у,)*У<д>90>(хд/у)4-

+ \%,\ * (П1 ~ X )) и теоремы 6.8 из [31 верно 

У < у , * > « У<у,0> + Л ^ . 

Из доказанного нами (7) следует по замечани» 1 оста­

ток 2 ) . 

Теорема 1» Функция др является сингулярной тогда и 

только тогда, когда ос (ф) -«• 

(9) У*СУ<ф;х>С0д4)ж У<<р90>С0*4) + \х>\ ) , 

Замечание 5» В классической математике для всякой 

сингулярной функции ср верно (9) . 

Лемма 3» Пусть 'ЦТ неубывающая функция» ос Су ) , 

Яь целое число, 0 -*е Л/? а ^г и /Ь Ш такие» что А -6. 

*/э & г** ш 

~ * < Г , ^ > ( ^ Л $> . 

Тогда можно построить НЧ &0 , «*Ч •+• •}• .*: А , такое, 

что для любого НЧ ^ . / & Л , существует воэраста»-

щая система НЧ *С для которй выполнено 

Ул, (4,е V => С* - 4 ) . Ъ1л-А<с л.•<А.Ъ1 * 

Доказательство» Существует НЧ 1 в , ^ + 1 < ^ , та­

кое, что для всякого НЧ / , 2 ^ */ , верно 
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ү(-ŞZ)- y f - j r ) * - - - - ^ ' 
1 л»3 * * Л 

4 Г ^ * ~ 4 4 1 

Пусть ^ НЧ, I & I . мы определим <С ^ С.-ь-^). 

. Э +• А ш +х -^ /о . Э* . 

Допустим, что 

(11) У4 С * ^ * * * * 2 =. САС-П\/ 3 С*)» , 

где V* ССАсЧ) * ^ 4 Л ^ к ( у С - ^ ) - у ( - ^ ) <: 

Тогда мы получаем 

< ь § / т С з - Ь г ) ' г С ^ ж , ) " ь ^ > Т З - * 7 5 ' з » ^ 2 + 

и, следовательно, 

* -у * ' -г * ^ * .-л ^ у 

лег) 3е** * з* ~»й) I е * з* 1 1 " з*+* ' * 
Как мы знаем, верно двойное отрицание (11) . Соглас­

но принципу А. Маркова и .18? ив 12.1 существуют возраста­

ющие системы ИЧ Ч0 . *С* , 'С- и € такие, что 
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* VI* С4 *# *к 3 з 

Пусть Я число элементов ^ и дла НЧ ^ , 4 .^ ̂  ^ 

--6 3 , А • - число элементов <€• щ а -с• число тех НЧ 
1 & & * &• 

4, иа <& , для которых верно <ь -4 ь *€Л В* <ь + 4 в *€Л . 
& л А 

Тогда мы имеем 3я. С 1 - л^^)< Л * А̂  + А^ + А$ +• 2 ., 

Vф(1&ф -&3 э Д » - Ъ'-*3 -Л) и, следовательно, 

^ 4 

^ 4- ̂  -*• ̂ > 3 # С 4 - т ^ ^ ) #йта.к, существует требуемая 

система *6 , 

Ленин 4» Пусть у неубывающая функция, ЛЬ,, ^ , ^ ж 

/Ь НЧ, а *т̂  возрастающая система ЫЧ такие, что 

$, + Ь << А &4 << 4>< 3**, Vт С/ь~4 6 т, 6 А> + 4эуг(-%)-

,т,~4к 4 4 ч 
^У^зКГ'^з**»** * "^* и Т о г д а с ^ 1 Ц е с т в У Ш 1 да8ъ-

юнктные во врастающие системы НЧ в- и <* такие* что 
Т а 

V* ( ( . « ? 1 э * » « ) 1 * сс^-^ьз^+^-г 6*. Ъ1 т 

& уг * ф а е ^ & -^-- 6 ос ^ -д-у -< --̂ --г .6 .<у, 6 

«& —--- - 0 »4 у С/̂ > - у С*) < —-- . С/у- - х )) . 
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Доказательство. Для вся ких НЧ 4 * & , 0 6 & * 3 , 

и ЦЧ о и Ь мы обозначим 

ль* ^ ( * - 2 -г» 4->* 3 , 

c-u.в<: І «., u,t =, £. -* з ~ " . <y Cpp-i) - y c - ^ г » ) , *** ' '_У \ ' +-4 

г* 
2 а9 %,,Ь) Ф <1 е "б Л ль0 -< <%, & А, & ^ 4 и, 9 

( а с-г, *,1) э пл0± ** г-^—;' % Ьт. > * 

Систему ^ можно согласно теореме 1.3 из [3] разделить 

в две группм (В и ,0 такие, что 

Пусть Л# число элементов 53. (4 4 <о> & 2) 0 Ввиду (10) 

л 4 

выполнено Х^ + &2 - Ъ . С1 - а^*-.2 ,> . 

Заметим, что VI %± х /^ С 2 Ы; %,± ) А ^ д г & X & 

и, ел едо ват ел ь но, 

ЗШ' ^ - * ь-ь 

Таким образом, для завершения доказательства доста­

точно показать, что Л
0
 & 3* 

3^2 • 

:тai 
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построить систему троек НЧ { ̂  п л , п 1 %У такую, 

что ^ ^ - $л + 4 Ъ%*л ~ невоарасталщая система НЧ, 

* з^а * ч*.-** * ^ * * э 

* **•« **•» + < * * - « и •*•*>»» * 

А П С Ч « е « * ^ * . * ^ . * * : - , - - С 2 ^ - С ^ - ̂  + 4) -* 

6 •*> ^ 4- + С *, - о , + А))) з -* е 3 . ) . 

Тогда 1. ^ + ^ Д л 4+Л -:*•< система дизъюнктных 

сегментов, выполнено 

* * - а +4 « *«• •"•» 
У *» *•<». *- X 2 . {?• -- 21 ё . -г 

т.тл Ъ1*'*3, *"** Ь*Ъ*> * ~*"%+* ** 

- 3 . С у С - - г > - Г С - - - - г - ^ - = 3 . -р^-г-

и, следовательно! &Л -6 Э# «#Е С*,. - 4 Л т ^ ) - - * 3 » —хгг * 

Доказательство теоремы 1» I ) Если ^ сингуляр­

ная функция, то по лемме <- выполнено ос Ср?) и ( У ) . 

II ) Пусть верно ос С<р) и (У). Тогда, как пока­

зано в доказательстве леммы 2, выполнено (?)• Согласно 

лемме! ос СГ+<<у, 0>> Л ос С У"< «у, 0 > ) . Если 

% КДЧ, то мы на основании (?) и леммы 1 получаем 

V<V+<<рч0>^x>т V+<V+<ф,^>9x> + 
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+ V-<V+<<$,0>9 х> - ^г<<р, х+> + Лъ#„ + 

+ Vт'<<р9 х+ > - У<<р, 0>т У<<р,х+> + **ъ~ -

- Г " < Ф , 0> ж V<<р9 0> + Иг+ + \ _ - У?Ф, 0> ш 

ш У+<<р,0> + Л ы 

и, аналогично, У< У~<<р,0>9 х > * Г" «?> 0> + Нх%{ . 

Ввиду замечания 4 для завершения доказательства дос­

таточно показать, что если цг неубывающая. Функция, для 

которой верно осСуг)* У*СУ<уг9х> » V<'Ч, 0> + Яь{^ ) 9 

то у является сингулярной* 

Пусть. * НЧ. Мы построим 5 -множество <р. и НЧ т, 

такие, что С Су, Ь9 *^9 т> ) . 

1) Определим А ф 0 9 ^ & Ь + 1 и л ^ 4 , 

Тогда согласно лемме 3 существуют НЧ 1^ 9 рц + Ь -*-• Л , 

и возрастающая система НЧ Ои, такие, что 
^ 

V* и е &л э < < г < З'&.'Щ и'-4 6 4- 6 * + 4 => 
І- % , І - 4 S ^ 4 4 » & 

" • V ^ 1 * -áг1*4- *Â-
В ^ мы на первом шаге включим все сегменты. 

4тг- -- ^Г , 4 -- * «- 3** Л -I С* е 4, .1 , 
3*1 3**1 ' 7 » 

и определим Аьй -*--* А^ + ^ 

2) Пусть т* НЧ, 4 -=? /т. , пусть уже построены НЧ 

М, и возрастающая система НЧ й ^ такие, что сегмен-
ты системк ч-тт.-- --• -гщг~ т^та. н е пеРвкрав1штся 
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с сегментами пока включенными в $> и вместе с ними по­

крывают О Д А и выполнено 

/ЛЬ — ч 

м^и-Айф * + + /1=>г<?к.)-г(^к;) * 
4 ^ « . «- , * - ' * I» .* У * " * - ^ 

Мы определим . »̂ -& * + ть и для всякого НЧ ь , 
А • ^ ч » к Г, »Ч»# «Ли, и ^ применим леммы 3 и 4. 

Мы получим НЧ 2т , * + ля. + 4 •< - ^ , и Для всякого 

/Ь в С2/ДД.. дивъюнктные возраставшие системы НЧ с6,тк ъ . 

* ***,*, а т а К И в» Ч Т 0 

4Л,/»,-! 

< 1 ••' .С»-*)» & V* СОь- 4), / % , * * * * . / * « 

В <̂  мы на атом шаге включим все сегмент* 

Ь - 1 4, 

Сумма длин этих сегментов не больше чем —х1«, ^ * * *э 
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следовательно, если мы посредством # ^ обозначим 

возрастающую, систему НЧ, которая является объединением 

систем 1 Ц ^ < » * е а<т>^ » т о 

_ .1-4 4 Х>А з*"-14 _ 1 А г^-4 

Заметим, что сегменты пока включенные в ^ не 

перекрываются с сегментами системы 

Л-4 4 2 

<4*ХГ< Л Ъ*-**+41<1тй.^ и в м е с т е с н и м и покрывают 

Од А . 

Итак, ^ & -множество меры меньшей чем —у # 

Пусть х КДЧ, х е 0 л А В< ~\ Сх т# ) - Тогда сущест­

вует последовательность Ш ^4т^3/тг такая, что 

У«ъ С ^Т"4 <* х, <: ч? «с 4- е а ) . 

Пусть •* И (у, КДЧ >Х<Х<./у^&1'У~~<х\< "ГЩ~ * 

</ 
Если существует Ю тг такое, что —у? ш <у„- ,х «< 

4 Ъ т+Л 

** ***** ; т о ^ ж т* & -с^ в Л ^ и, следовательно, 

О т цг(у.)-у Сх) 4 -цг Сппан С-т^^ , ф)) -

- г («ьс*,*^» < -ф^ • (<*-* + э*^;> * 
2. , ч ^ 2 

i+mu • (<*.-**> * ~-£-ï * (. --*) -3 * + ' * * • у ^ 

Ввиду 

верно 0 ж цг Су*) ~ у Сх) т 'Т^й' С <%>-*.) * 

Согласно теореме Г* Цейтина СЕЛ У непрерывна ж 

ма получаем 
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У*ф (х*х> & <ц, Л \у,-х\<. ^К1 э 

э 0* гСу.)-г(х) * - ^ ' (&-*» ' 

Таким обраэом, выполнено С (у,"Ь, #$ $ ' * 

Теорема 2. Функция у представина в виде <р + д.- , 

где 5* сингулярная функция» а д, абсолютно непрерывная 

функция, тогда и только тогда, когда верно ее Сху) и 

сходятся последовательности КДН №+<у, <п>> (О А 4)$^ 

ш {Г~<у,-/>*> С ^ а О * ^ . 

Доказательство> I ) Пусть *у ж V + 9* $ г д е У м ^ 

обладают описанными свойствами. Тогда согласно I8Л, лемме 

2 и замечанию 3 выполнено ос Со-> & оС (у) и Для вся* 

кого КЛЯ 4г* верно 

У+<1р,^>СОд4)+УЧу,^Нйй'7>« У<Ъ<Г>С0А4) -

• у < « р ^ ^ - ^ , о > с о . д 4 ) а г V<9>,а>соА4^ + 

+ У<Ъ>,1г>С0А4)тУ+<<р,0>С0А4)+У-<<9,0>С0А4) 4-

+ У+<<&ПГХ0А4) + У~<%>,*Г>С0А4) К 

У+<^*Г>С0Д4>~ГТ^^>С0Д4> « у С*) - у*С0)-"2Г.« 

"* у ^ 4 > - 9 с в ^ * <>С4>-^С<г>-1*-> ~ 

«* У+<% 0X0 А 4) - ^-<*р, 0>С0д4> + 

+ У * С ^ 4 Г Х 0 А О - У - < 9 , , ^ > С 0 д 4) . 

НО Т»0 гд» 

У - , " ^ ^ > ( 0 . А 4 > « У+<<р,0>(ОА4)*У+<д,,1г>(ОА4) 

• У ^ И К Х Я А * ) - V-<с|?,о>са#^*>•V^<^^с^ал^> 



Отсюда мы на основании части 4); леммы 1 получаем 

У+<%<ПХ0А4) ^ ? $ У+<<р,0> СО А А) и 

У~<у9-т,>С0А<\)хТЯ>У'т<<9,0Х0А4) . 

II ) Пусть у функция такая, что «с (чр) и схо­

дятся последовательности КДЧ {У*<ф> #ь> СО А 4) I ^ 

и IV" < у , - т . > СО А А ) }^ • Тогда согласно чае-

тц 5 леммы 1 и теореме 1 существуют сингулярные функции 

У<-Н " Т<«| такие, что ос <Г<+1 ~ ^«с* > й 

Функция у — у., •*- у^ . является абсолютно 

непрерывной на О А 1 • На основании замечания 4 

внаем, что у . - у,** - сингулярная функция. 

Следствие. Пусть у функция, для которой верно 

ее ( у ) и сходятся последовательности ЮТ 

<У+<Ч,т>>С0А4Пт, ж <У~<уг,-<п,> СОАА)}^ . Тогда 

существует «С <»^ Ь с 1, такое, что для почти всех КДЦ 

X иа 0 А 4 выполнено Зх,СР(х, КО^}^ 9 х ) А 

* В С х, <цг, * ).> * 

Доказательство. Достаточно использовать теорему 2, 

лемму 2 и теорему г из 151» 

Обозначение. Для любых функции у , КДЧ лф* и ЫЧ 

*п> ~ (Ь </ц,,тъ) функция такая, что 

УлС/3<^/т.>Сос)в/т^С/тш?('^--д;,^х), 4,/^-н— )) , 

а у ж / 3 < ^ , * п . > - суперпозиция функций у и 

Л <<у, *п,> -
Лемма 5. Пусть у функция такая, что 

(СЦ^)>/ У ф С О б ф И э - п З / т . й ( у ж Г 3 < / ^ , / л » ) ) . 

Тогдц, у представима в виде суммы сингулярной и абсо-
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лютно непрерывной функции в том и только то** случае* §^. 

ли у абсолютно непрерывна на О А 4 • 

Доказательство» Заметим, что ((% Су) 2 

э V^<тС0т/^т4э йСуг*/& <<ц.,*п>))) * СссСуг) з 

эV<%тС06а^64эосСу*(Ь<<ц.,<т.>))) * 

Пусть у .в ф + д, , где <р сингулярная функция, а Фик­

ция, а- абсолютно непрерывна на 0 д 4 , Тогда по т еоре-

ме 2 ив [53 и лемме 2 для всяких КМ <у> 9 0 & /и* ^ ч , 

и НЧ /яг для. почти всех КДЧ .х на сегмента 

4 4 
кла* С<ц, - — , 0 ) А тшь С<у* + —, 4 ) верно 

Зх>СЪ(%9 9 * , * ) А Л) Са,, ч|г, # ) ) , Следовательно! Со­

гласно теореме 2, [53 и теореме и а [8 Л 

(12) У<^СО & Ц>& *ъ ^^3«ъУ*(]*--<Ъ[ ~ &1 ^ 

э <%>Сх) ~ 9-С/^) ** уСм) ~ у Су,))) • 

Мы докажем у в г̂  + ^ СО) — 9" ^ ^ # 

Допустим, что для кда х , 0 < х, т\ 4 ., выполнено 

~7 Сф-Сж)~ д. СО) я у С.* ) - у СО)), Тогда можно 

построить последовательность сегментов {,а,_ ^ 1/1 Ь и 

КДЧ /и- такие, что 

Но это противоречит (12)» 

Замечание 6» 1) Каждая и8 неубывающих функций У , 

построенных в примерах 1 - 3 из [73 , удовлетворяет пред­

положениям леммы 5, но не является абсолютно непрерывной 
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на О Л 4 (см. [ 5 ] ) . 

2) Если у функция, а ф покрытие такие, что 

у я цг/ф , то у удовлетворяет предположениям леммы 

5-

Пример. Существует неубывающая функция у такая, 

что 

1) для почти всех КДЧ <̂ иэ 0 д 4 верно 

7> С0? у, я) , 

2) у не является сингулярной функцией, и 

3) у нельвя. представить в виде суммы сингулярной 

и абсолютно непрерывной функции. 

Доказательство. Пусть ^ неубывающая функция, явля­

ющаяся конструктивным аналогом функции & ив [ 1 ] , стр. 

232-3. Тогда 1 ( 0 ) в 0 ^ 1 ( 1 ) • -< и для всякого НЧ 

(ГО существует система дизъюнктных рациональных сегмен­

тов, содержащихся в О д 4 , 3)^ такая, что сумма 

длин сегментов ив 3)^ равна* С т~тУП', $ является 

постоянной на всяком сегменте, который не перекрывается 

с сегментами ив 2>^ , ж Ой — € ^ & ~ 5 г Д * € 5 ^ . 

т* 4 
Пусть ф покрытие, Уст, С.2 I ф ^ I* < -у ) . 

Легко построить неубывающую, функцию у такую, что 

Тогда выполнено 

У*Л* ССх « ЭлСфн) V * т Эт, Сфь)) э цгСх)ш х) . 

Для всяких Ш /г*ъ и ф, мы посредством Ъ/тг9^ 

обозначим систему сегментов 
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<Эл(ф^) + а,. Iф^ 1 )АСЭл(ф^+Лг.\ф^\),где 

а, д Яг е Яп ' 

Для Ш Ъ пусть # * 3 -множество, образо­

ванное сегментами систем %. . . . А & М . Тогда 

мера ^ * меньше чем С-х)* и выполнено 
о 

ХуСхвОд'!*-! (хе#-г)э Ъ(0,у9 * )Л итак, *ы 

доказали 1 ) . 

Допустим, что у сингулярная функция». Тогда для 

всякого НЧ "Ь существуют В -множество ^ и НЧ. 

щ. такие, что С С у, •Ь , ^ * , /п^ .) * Можно по­

строить Ш Аь и систему дизъюнктныдх сегментов 

С в*, . Л &алЪ%ж4 такие, что сегменты объеди­

нения втой системы с системой { ф* ЪА*А не пе-

рекрываются, содержатся в Од 1 и покрывают сег­

мент 0 д А и выполнено 

У 4 « А 4 * < * . - . е ; М _ < | А ^ , 1 < 1 ) . 

Следовательно, 

&у.гс''. ^ ^ ^ .г* => 3/»м Се̂  - Э л - с ф ^ ^ ; & 

& V* С**4 6 « => 1е д . м д е^1 = г Чи>- Г *.«-*». 

Пусть -(> нч, ^4б-«- ^ г; . Вел» 

-» С «# 3 >(Ге 2 1 и д е м ) < 1 е 2 4 ^ д е ^ I,то мы ввиду 

С С у , 3 , ^ 3 , л э ) имеем 
1е.н-< А •«•- ' ' V - ^Ч*-*** {'"к" е*е-Л 
что невозможно* 

608 



Итак, 

УСС161 &* ЯУ> <ф*>Се,2.^Аа2€)**1е^чД € ^ 1 ) 

и, следовательно, 

I « Д ' *и-< ***г1~ Л<» <*'>**<* е^ * 
* <Р<<е^>С0д4) < ~$ . 

Таким образом,.верно 2>. 

На основании 1) и 2 ) , леммы 2 и теоремы 6 из С51, 

ораву получаем 3)» 
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