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Соштеп1а1-10пе8 МаЪЬвщгЪхсае иш.Увгв11а118 СагоНпае 

12,4 (1971) 

О ДИСКРЕТНОСТИ СПЕКТРА НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ ШТУРМА -

ЛИУВИЛЛЯ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

Александер КРАТОХВИЛ, Индржих НЕЧАС, Прага 

В работе 11] И. Нечас установил дискретность спектра 

первой краевой задачи для нелинейного оператора Штурма -

Лиувилля (Ш.Л.) второго порядка. Аналогичная задача для 

линейного оператора Ш.Л. четвертого порядка была решена 

Янчевским [3]. Целью настоящей работы является научение 

спектра и собственных функций однородной первой краевой за

дачи для нелинейного оператора Ш.Л. четвертого порядка. 

Пусть С
< '** пространство Шаудера функций на от

резке [ 0, 1 3 , имеющих непрерывные по Гельдеру с показа

телем {Ц. производные до порядка Яг> . Норму в этом про

странстве будем обозначать I лл* ^<^% . В случае лл.=х 

« О в место С ' будем писать С* . Кроме того 

обозначим через I ДА, 1
д
 норму в пространстве Соболева 

*?С0,Н , т.е. 

-*--.* -с/с.-*"г+и'Г+ 1.*г)о1л I * 
к 

* ! ? - Ям,**™* -*«»« .«.(«« м,Ч0) ж л.41) - 0 » . 

АМЗ: Р*1«шгу 47Ю.5, 47Н99 *•*• 8. 7*978.5 
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Пусть 

/р. * 2, а е Сс1\ а,(х) > 0, Ье Ссо), А-(х) а 0,с с С<в,сСх)=-0. 

Функция д4 с ТУ , 4*6 ф 0 является собственной 

функцией, а А соответствующим собственным значением нели

нейного однородного уравнения Ш.Л. четвертого порядка 

( а и " 1 ^ й ) й + (Лг-Лс) \м,1+~гль « 0 , 
О ,л\ 

если для любой функции /V е Ж1, имеет место равенство 

< (Ír(x)-Ac(x))\M,(*)\*~2AA,(x)/ir(x)}dx - 0 

Из работ [1] и [а] следует, что для нашей задачи сущест

вует счетное множество собственных эначенмй { А ^ 1
Л
,.^ , 

причем А/т, А ^ *• 4- со . Заметим, что А^, могут 

не состовлять все множество собственных значений. Мы пока

жем, что их существует точно счетное множество. 

Ив теорем вложения немедленно следует, что существует 

первое собственное значение А, -> 0 • 

В дальнейшем мы будем предполагать, что коэффициент» 

С (*) и Лг(х) удовлетворяют условию 

(2) %л с С*) - Яг<х) » 0 при л е I 0, 4 3 

и будем рассматривать только нормированные собственные функ

ции, т.е. 1и>1
в
 „ ш 4 , соответствующие собственным 

евачениям А «-» N , где N * некоторое фиксированное 

число. 

Лемма 1. Пусть лс (%х ) произвольный собственный 

элемент, соответствующий собственному значению А , тогда 
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существуют такие постоянны* А к 3 , что для почти всех 

X жа I О, Л 1 имеет место формула 

. Жх)за,Сх)1л4/Чх)1*"%,
Л
Сх) •*-

CЗ) J +^
X
(
J
<-p(Xrф-ЛcCp)I^Cpl^'V<ř>й6f 

1

Я А х + В . 

Доказательство» Ив фор мул м (1) немедленно следует, что 

(4) /(М(х) + Ах+Ъ)аг"Сх)<1х т 0 , 
о 

Выберем постоянные А и В так, чтобы выполнялись 

условия 

/(М(х) + Ах + В ) Л Х - 0 , 

«•»{• 
1 /(M(x> + Ax + B)j )х с!х - 0 . 

а 

Пусть ф. произвольный элемент иа пространства Ь~ , 

тогда функция 

(в) пг(х) * / * С х ~ | К ^ С р + С р + Р Ы ^ , 

где постояннее С и Д) такие, что /у Сх) принадлежит 

пространству ПК* 

Подставляя в формулу (4) функцию пгСх) определенную 

равенством (6) получим в силу условий (5) 

е^СМСх) •+• Ах + В > 9 * ( х ) с 1 х - 0 ; 

Так как с^Сх) произвольная функция иа 1*^ , а 

МСх) принадлежит сопряженному пространству, то _М(х)-н 

+ Ах + В «• 0 почти всюду. 

Лемма &» Если м, проиавольннй собственный элемент, то 

„, ш С™»*1* , Са,\м»\+-*м,»У * Сш и 

*7> **- |сау,-^~ ~ с * 
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где постоянная с зависит только от N . 

Доказательство. Не леммы 1 непосредственно вытекает 

.144,»СХ>1 =г 

(8> \ Л ^ * ~ | К Л с С р ~ ^ г р ) 1 ^ 
а,Сх) I 

Са,С^(>I44,,Чx>I^1Д4-,,Сx)), -

* 1*СЛсС$)~ЛгСр)\л4,Ср\*'~1АА,С$)^+ А . 

Лемма 3» ЕСЛИ В некоторой точке х0 е I 0, 4 1 имеет 

место равенство 

м,"1х0) ж 0 , 

то 

СаСл)1^"Со<)1'
р
"
2
^"Сл));

!Г
^ + 0 . 

До км аательст во * Предположим, что существует такая точ-

ка х
0
 е [ 0, 4 1 , в которой 

г «."Ц) - 0 , 
(9) -/.41, 

Тогда и в леммы 1 следует, что 

Г 9,(Х)14^Ч*)\^144,"С*) ** 

( ~ / С х - Р (Лс(р-ЛгСр>иСр1*яс(^)в15+Ал + 3 

Иэ (9) получаем А -» В -- 0 . 

Рассмотрим теперь следующие случаи: 

еС ) Пуст* .44/ Сх
0
> >• 0 , м?(х0) > 0 5 тогда ив не

прерывности ФУНКЦИЙ 44,, АХ,' Ж фОрМУЛ (2), (10) НвМвД-
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ленно следует, что Д4.С4) >• 0 , м>9(4) ^ О , чего 

не может быть, так как ял, <5 пЛ * 

($ ) Бслм м, Сх 0 ) >* 0 , и? Сх 0 ) -*- О анало

гично получаем 44, СО) >• 0 , 4 4 , ' С 0 ) < О 

^ ) ЕСЛИ 44,СХ0) ** 0 , Ч4.ЧХ 0) •» 0 , ИЛИ 

44, ( Х 0 ) « О , Д4,Чх о ) >• 0 , ТО 44, С4) » 0 , 44-44) ^ 0 . 

сГ ) Пусть хс Сх 0 ) в 44,* С х 0 ) =8 0 . По лемме г 

| 4 * С х ) ! * е^ ! х - л 0 1 1 

при Х € < х 0 - с Г , Х о + с Г > П < 0 , 4 > . 

Подставляя эту оценку в формулу (10) имеем 

144, Сх ) I & Ц С^ I X - Х0 1 * 

Повторял эту операцию ^е, рае получаем 

1»(х)\ & с^ с* )х - х 0 1 а * - * а . 

Пусть сГ << с^ • Тогда устремляя Л, к бесконечнос

ти, получим, что .44^ Сх) --» 0 при X е < 0 , 4 > П 

П < X — сГ, х 0 -.- сГ> откуда легко следует, что лсЫ) т О 

на отрезке С 0, 4 1 ' • 

Таким образом лемма доказана» 

Замечание 1> Также как в случае ос ) доказательства 

леммы 3 можно показать, что м,"(0) += 0 . 

Лемма 4. Если и>" Сх 0 ) -» 0 , то в окрестности точ-

(11) { á c a l oc - x 0 I * - * 

Доказательство. Обозначим правую часть равенства (10) 

череа Я Сх) . Так как Я Сх^ ж 0 , то по предыдущей 
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лемме X Сх0) 4» 0 . По этому в окрестности точки х^ 

% I * - *0 ' - 1 К С^ И ^ е д I Л - л 0 I 

и из соотношении 

["Я(*" - 1 . о 1 
вытекает утверждение леммы. 

• Рассмотрим теперь линейную задачу, которая получается 

с помощь» дифференцирования в смысле Фреше предыдущей за

дачи. 

Для каждого фиксированного собственного элемента АЛ* 

нелинейной задачи опредеяем пространство Гильберта У1й 

где вес Ф С«Х ) » | .-я,*' С а ) I ^~ , с нормой 
1л*К**9 ш С^СрСх)\**,"(х)1*+\*и*Сх)1* + 

-I- \М>Сх)\1)<±х)Ъ . 

^ - Л 
Лемма 5. Если 4 --» о •< 2 ~т г , то 

Уа ф С Т̂ о алгебраически и топологически, 

Доказательство, 

/1Л,"С*)1*с-и ^ С г Г 1 А , , С х ) 1 1 и , , С * ) | ^ ^ ) ^ . 

• Лм,»ШГ%Ъ *Ых)*& ** с \М%9Х,9 , 

так как в окрестности точки «х- , где АЛ, С Х
0
 ) в 0 по 

лемме 4 справедливо неравенство 

Ы-Ьс)!-*****.*-* . Г * - * * 
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У-"1
 й - < 1 . 

^ - 1 2 - г 
Будем говорить, что функция Яг & "2Ф > ^ ф О 

является собственным элементом, а Л соответствующим 

собственным значением задачи Ш.Л. в вариациях 

если для любой функции пг € "У^ ' имеет место •С2) дцици функции от «ь т» 

равенство 

" ---. Г /СаСх) ы^и)^" Яг"(*)<*"(*) + 
(12) ^ * 

^ +с^сх)-лсСл))исо<;|^2^с«>лгСо(;;с1л - о . 

Лемма 6» ЕСЛИ. ЯЬ собственный элемент задачи Ш*Л* в 

вариациях, то функция къ™ непрерывна по Гельдеру с по-

казателем — — в окрестности тех точек, где 
ф> — 1 

лл?% С* ) ф 0 . Если АЛ/9 С%Х0 ) т 0 , то в окрестности 

V Ч o O l * c I x - x J " ^ (13) I V Сх)1 -^ С IX - х 0 

Кроме того функция 

(о,С*)\м,"(х)\*-1М>п(*)У е С м ) . 

Доказательство. Полагая 

Ж * ) э л(«)1>и."(о<)|^"2Л,"С«) + 

получаем и8 (12) 

(14) . / ( К ( х ) + Сх + 3))лг"(х)с1о< •- О 
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о до 
для любой пг е **й9ф 9 где С и Ъ любые посто

янные. 

Положим 

(16) *>(*) » 0 / С * ~ § > ( Ж р + А р + В > < ^ , 

где постоянные А и В такие, что 4Г СА) ** 1г*(4) ш 0 . 

Пусть С яг А и Р а г З , тогда подставляя (15) в (14) 

получаем 0 т ^ (Л (*> + А х 4- В ) г сЫ . 

Поэтому почти всюду 

О,<Х>\АЛ,»Ы)\+*%ЛЬ*СХ) * ХСх) , где 

(16) ^ Я ( х ) в < > / * С х - § ) ( Л с С 5 ) -

-Л>($))\лл,С*)\+*М,С$УЛ$ + А* +3 . 

Тогда иа леммы 4 следует наше утверждение. 

Лемма 7. Собственные значения задачи Ш.Л. в вариациях 

простые. 

Докааательство. Пусть Аъ, и Ль* два собственных 

элемента соответствующие собственному значению А . Рассмот

рим 

КшьлМ,л+ сгЛьг , М. с ^ 

Так как АЛ." СО) 4- 0 (замечание 1), то иа леммы 6 

следует, чтц Ли1% непрерывна по Гельдеру в окрестности 0 * 

Постоянные С. ? С. возможно набрать таким образом, 

что ЛИ-СО) -« 0 . 

Рассмотрим следующие случаи. 

о О Е с л » С<ъСх)\4Л."ЫУ\р'т2Аь"Сн)У^л0 > 0 , 

то 

с и С л М л ^ С а с М ^ А / Ч * ) >* О 
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для 0 «с ^ & сГ при сГ достаточно малом, следо

вательно ЛН," Сх) >• 0 при 0 < * .6 сГ и из (16) 

получаем М, (4) >• 0 , что невозможно; 

/3 ) Пусть теперь 

(ь(х)\м,»(х)\*'~{1Л1"(*)УХ90 - 0 , 

тогда постоянные А и В в формуле (16) равны нулю и сле

довательно 

где 

Отсюда, учитывая (11), получаем, что ,!&> удовлетворяет одно

родному интегральному уравнению Вольтерра с непрерывным яд

ром. Тогда Ль г 0 и поэтому функции Ль^, А^ линей

но зависимы» 

Теперь вернемся к решению нелинейной задачи» 

Лемма 8, Если АС п Ч* м,^ }™*<\ такие собст

венные элементы, что II лл> — лл^Г9У^л^ ~ с<< , то 

(17) IЯ - Я̂  I * сг \*-^\,% • 

Доказательство, Л и ^ являются собственным значе

нием и собственной функцией тогда и только тогда когда для 

функционала 

У(а,(х)Ып(х)\*+ Мх)\м,(х)1*') с1х 
(18) ф С д * ) » ^ з - — X  

/ е С х Л ^ С * ) ! * ^ * 

выполнены условия ф(х^) «* Л м ] ) ф ( ^ , л г ) -* О 
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для всех *г е ^ *
} 

Так как функционал ф два раеа непрерывно дифферен

цируемый по Фреше, то 

Я^ - X « ф <^) - фf^) -
Ą 

f Ъ Ф ІMs 4-tř M, ~ JUü) y ÅЛ,^ - ЛA> ) űLt ss 
0 

Л 
-*/(1>ф(и,+'Ь (^п,- 44>), **%," М ' ) ~ })ф (41,44^-44>))сЦт 

4 4 
а /ЫЪ/Т)*ф(44, + 'еЬ(л4,^-Л4,)> 41^" 44,, 44^- Л4,) (I Г , 

откуда в силу леммы & следует неравенство (17). 

Теорема» У нелинейного уравнения Ш.Л. четвертого поряд

ка точно счетное множество собственных значений 

О <: Хл «С А
л
 < . - . 

прием 4**п, А
ж
 * + о? . 

Множество нормированных собственных элементов изолиро

вано. Всякому собственному значению соответствует конечное 

множество нормированных собственных элементов. 

Доказательство, Существование точно счетного множест

ва собственных элементов немедленно следует иэ второго ут

верждения, как показано в ГЦ» 

Поэтому покажем, что множество нормированных собствен

ных элементов иволировано. 

Пусть это не так. Тогда существуют собственные элемен

ты Д^,Д4, € ЧГ^9 4*^ + 44,, Хи.^-4А,\г^-+ 0 . 

Для соответствунцих собственных значений в силу (17) имеем 
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Иэ леммы 2 следует, что из последовательности 

^ Л ! Л 8 < 1 можно выбрать подпоследовательность (будем 

обозначать ее также через { ни ? ^ в ^ ) такую, что 

( 1 9 ) ìлл,m - Л4, ñfOS _ 
*П< (2)., (U* 

0 ҡpìi m* ~> oo , 

гдe 

0 < tf* fr -Л 

Из (1) немедленно получаем 

Г(А\-А) ^бЬи)^^4Л,^^(x)+Ъ(л*"(x)-Л4,п(«))^' <*Ъ 
1 п о о ** 

• < ^ 1 Гх>-д^'Чх>)*/"<* ) д и -*(ц-4)/(М(х) -

(20) 1 - Кг(х)) /\м.Ы)+ ^(м.тг(х)-АЛ.(х))\1и~%с1'с . 

V 41. £ "* i ť 

Обозначим через <%,. , * = 4,2,.,,.,, ̂ > нули функ

ции лл," * Из леммы 3 в силу (19) получаем, что для т, — <п?0 

чд. имеет то-же число нулей что АЛ/* и
 что зти нули 

(21) ф. -г* <Цг. , 4/ *с 4, 2, ... у /» • 

Тогда и 8 леммы 4 в силу фор мул и (20) получаем что для 

функций 

справедлива оценка 
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ţл(м) z ftm, ^uГíxìť'2, \*>% (x)\^á) * 

2 ь ш - > ( i x - í vг i ^ , i * - C l ^ т > , 

где постоянная С не зависит от /п . 

Пусть 

(24) А < г - 1 < ^ -с 2 ^ - ~ - . 

2. 

Поделим уравнение (20) на II м,^ — -а И. 

полагая 

>и> С х ) — лс Г х ) 

получим с помощью формул ( 2 3 ) , ( 2 4 ) и лемм 2.и 5 

+ C 
I V - Я I 

Но в виду (7 i 

I-*-,-л й* = /l4«iř.x)-.i-"fjťJ| a* í ,l4** Гх)-**.* .**).**** ^ 
/Л' 2*2 Л "*" "*" 

.4 с / U " С х ) - .«."С*)l**e£У ^ с II -о.Л - AÍ, \\\\ 
0 т' ' " -)» X-f 

и поэтому из леммы 8 вытекает 

„2 

l~V_J.\ * c * e . ' > ~ " У ^ c, + ' » M І -» * ІW-.«,fl г»*< 

c j l - u ^ - ^ l j£* * C-..+ e a I U ^ - ^ laf<|lr * c 

Мы можем предполагать, что Ль^ слабо сходится к 

2**2 
/>»> в пространстве V

е 
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Мы п о к а з а л и , ч т о М,^ е. Жй, ' , г д е <р 

и з ( 2 2 ) . Е с л и мы п о д е л и м у р а в н е н и е ( 2 0 ) н а IIхс, -> и. I 
**- **%<% 

то получим, что Лг^ удовлетворяют уравнению 
А 

^ - 4 ) /СаСх) р г П , С х ) ^ С л ) пг"(х) + (1г(о() ~ 

- Хс(х))У\м,(х) + ъ Со^С*)- л^(х))\*-%с1ъ . 
0 ГГЪ (25) 

« ^ ^ C x ) . orCx))d»X 

для всех -V € Ж0

С21 

Точно так-же как в лемме 6 можно показать, что функ

ции -Н-" непрерывны по Гельдеру с показателем ™ ""А— 

в окрестности тех точек, где Ф^(х) =|= ^ • Отсюда не

медленно следует, что избранна» %г*т, ^** > ~~~~* ^ ^-* ^ 

для* всех х € 10 7 4 1} X + гц»^ , Ф =- 4 , 19 ... 9 А> * 

Из неравенства Гельдера видно, что для любого & >• О 

существует <Г 2> О ( сГ зависит только от 6 )> ч т о 

для любого множества М с [ О , ^ . ^ (М ) *< ^ и 

любого т. 

/ 
(H" U»*"CLM 

Из теоремы Витали следует, что II Н^ - М, )1а ~ —* 0 • 

По лемме Фату имеем Лг € Ж- , где <рС*х) я» 

=- ^ " С х ) ! * " * * . 

Полагая в (25) ^гСх) = <$(<х) , где $Р лкйая 

бесконечно дифференцируемая финитная функция, также получа

ем из теорема Витали в силу плотности множества функций ср 

в пространстве ^ л * ! , ч т о Функция Ль является 
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собственной функцией уравнения в вариациях с весом 

АС*),» [ лл,"(х)\~~ соответствующей собственно

му значению Л . Заметим, что функциа лл,(х) -'акже 

является собственной функцией той-же задачи. Поэтому и8 

леммы 6 и 7 получаем, что почти всюду 

(26) М,(х) - с лл, Сх) . 

Нормируем функции лл,^ так, чтобы И лл,^ ̂
а
 о

 в 

в 1 АА, Я„
 Л
 = < , При этом все сказанное остается в си-

* 1 4» 
ле. Полагая У (лл,) а А -о, г! , У имеет 

непрерывный дифференциал Фреше и 

0 ~ 1 Г ( Д ^ ) - Ч(лл,) ш <1ЪСлл,)(лл,тг-лл,) + а) (лл,^- лл.) , 

откуда 

0шЛГ(л^)Нт^^1и,"(х)1 ль*(х)А%, (х) сСх . 

Но в силу формули (26) 

/1лс*(х)1**~ лл»(х)А1''(х)Лх ** 

ш с /1ли*(хУ1**4х ~ 1 ^ 1 5 * « А . 
О Ьч%1 
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