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СоттеггЬа*10.аев МвЛЬетаИсае ип1уегв11а"Ыв СагоНпае 

12,4 (1971) 

ОБ ОДНОМ УСЛОВИИ ДМФФЕРЕНЦИРУБМОСТИ КОНСТРУКТИВНЫХ ФУНКЦИЙ 

ОГРАНИЧЕННОЙ ВАРИАЦИИ 

О* ДЕМУТ ( О. БЕШТН), Прага 

В классической математике всякая функция ограниченной 

вариации на сегменте 3 почти всюду на 3 дифференцируема 

и ее проиэводная является интегрируемой по Лебегу I I ] . В 

конструктивной математике аналогичное утверждение неверно. 

В 173 построена возрастающая на О л 4 функция» не явля

ющаяся дифференцируемой ни в одной точке сегмента О А 4 • 

В настоящей работе показано, что свойство ос ([Я]) являет

ся необходимым и достаточным для того, чтобы конструктивная 

функция ограниченной вариации на 0 д 4 была в определен

ном ниже смысле дифференцируемой почти всюду на 0 й 4 • 

В следующем мы польауемся определениями и обозначени

ями ив [ 4 - 5 3 , [ 8 - 9 ] . Напомним, что для любой функции I -

с с ( | ) * УА ЗАЛ, УОЛ>(АА,% I- Я>ц^, О А 4 ) , где Уах СЛъ^Сос) ** 

в а,.ет*иь Стили ( * , 4), 0)) . 

Определения. Пусть & функция» <? ступенчатый остов, 

^Хп)т> п о с л еАОвательность ступенчатых остовов» <& В -мно

жество» лу и л> НЧ» ШЛА, ш лг 1ЩЧ» 0 ** пГ > 

1) Д С ^ И ^ и , <ГЬ^,*> обоемачмег- мера/ 
меньше чем —^ в выполнено 

AMS, Primary 02E99 Ref. 2. 2.644 

Secondary 26A24,26A45 
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УхСхс 0 л 4 8с-I Сх * $У о 3*(ТСъ, С Г ^ ^ х ) * 

А У/у, СI х - ц, 1 < -г э 

4 
з 1*С.^) ~ * ( х ) - - * . 6 у - х ) 1 ^ з ^ * 1 ^ - х ! ) ) > . 

2) Д (^ ? < Р л 1^ ) обозначает* существуют посл*#-* 

довательностм В -множеств ^ * ^ м НЧ ^ ^ ^ также, что 

3) 6ТАЛ, &0тО1'4<Гл4,, <Т^^льФ КТ^т *,%„, 

м & (ль^лт*) Ф т*&(<гпАт,(м,рлг),~ пг) , 

Замечание X, Пусть для I т 4 , 1 - 1^ фунжцмж, <Т^%^ 

последовательность ступенчатых остовов, Щ^ В -множество, 

Я^ и 1 НЧ# «С^*'?^ последовательность & -множеств, а 

4 ^ ! ^ последовательность Ш* 

1) Пусть УЛ-• Д С * , , ^ ^ , * , # * , * * > • 

Согласно замечанию 1 мв [в] существует В -множество $• ме-

рк меньшей чем й ^ у ; являющееся объедмнеммем В -мно-

жеста ^ ^ ( Ь & Зк,) . Вдоолнено 

A 
ícVJfe^ít * Jfc & l/ÿ.-.чl « - ~ - э .ţ |í.y.>-:Ç |fro -

4 
- .г* С%, - х ) ! * —к* . 1/^- - х I ) ) ) * 

Таким образом, 1^ является равномерно дифференцируе

мой на множестве л х ( х в 0 д 4 А - 1 ( х в # ) > . 

2) Еслм Д С ^ , <Т^ 1^ ) , то согласно 1) для поч

ти всеж КДЧ х не 0 д 4 верно 3% С Р Сх, I Т^ ^ х ) Л 

& РСя, 1̂  , х ) ) . 
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3) По определению, функция ±. сингулирна тогда и 

только тогда, когда Д С ^ , * 0 у 4 еГ 0 | ^ ) • и * , 

функция ограниченно! вариации на 0 А \ (СЮ1). 

*> Если ддя 1ш49И верно Д ( ^ , - С Р ^ ^ , 

Ъ+4, ^'у

9 А. ) , то существует 5 -множество *Щ- меры 

меньшей чем - Л - , являющееся объединением # * м ф 2 « 

выполнено 

5) Если для -о-г 4 , 2 верно Д С^ , ^Г,* }^,) , то 

Теорема I» Пусть 4 функция ограниченной вариации на 

О А А . Тогда выполнено ооС:6) в том м только том случае, 

если существует <?„,**, * & *акое> что Д (* , < 1 ^ ? ^ ) • 

Теорема Е.ПУСТЬ -С Р ^ 5 ^ 6 I # Тогда существуют после

довательность 5 -множеств " С ^ - ^ ! ^ ж возрастающая после

довательность НЧ -С/Ь|ь'л-», **к*в, что для всякого НЧ ф ме

ра Ц^ меньше чем - ^ , 4$**+* щ ^ ^ к выполнено 

V* (хеОА1&п(хе %*) з З ^ С Р С ^ С Р ^ , ^ * 

=> / ' к р л и - - * | * т .с ' , *.-* , > ) > • 
/пил- (х,ф.) Э 

Доказательство. Пусть 

У«, (Р л х «у г < . . . г<^<г^ г+7- гч%ы> > • 
Согласно С5], стр.271-2, можно построить последовательность 

1-п од и тональных остовов ([43) ^ Чп. ̂  • последова

тельность & -множеств •С^****!^ такие» что для вся

кого НЧ р мера, у,** меньше чем ~ , ф9**4 Я ф+ 
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и выполнено 

V* Схс 0*4 &-» (хе <д.°>*) э У&С1$Р С*) & 

А ( ^ ^ Л э ^ р <Г.х) - % ^ | в Сх)») & 

э * < <т.^.Ъ*+< ) ' 
Тогда ввиду «^^^^Лв^1 верно 

СП ^ * < * / 1 8 Ц ^ - % < я % ^ 1 ^ < ^ ) . 

Пусть ф покрытие, * *<$о 1-пол и тональный остов 

и для всякого № Л* * <у^ функция такие » что \^^ в О 

^ С % С / ^ ) « — ^ . С 1 ^ - 5 л С ф ^ ) 1 - 1 - 1 ^ - Э / п , Г ф % ) 1 -

- \2<у, ~ЭлСфн) - Эт^Сф^)!)) . 

Мы построим 2-функцмю у м для любого ЙИ % г-функцм»4^*^ 

такие, что для любой 2-точкм * п п^ выполнено 

1гр<* а ги.) « ^ С &<4|%^С*> - Я * , ^ (* » • 9 ^ С^> и 

; ^ С * о ^ ) ш^ <&<1Э<^С*) - ^ и * ^ С о < ^ 3 С ^ ; * 
Тогда У^ а ^ < с а | ^ ) * *хСО*^ ** 4 э Ц СС«*^>.хо > & 

^НИл ^Л>0*С С<^^> 9со » * ввиду (1) м 7) не 143 выполне-

4-tt 

HO 

у*« с*о*(оо<и | < а Ч - < а Ч - ' э * < т^-т-} ' 
Согласно 12) ме 143 верно 

Ч с<аV) * Ч * <« 0 л 4 0 д , |<адт - < а Ч | э » -- ^ р г > • 
Залетим» что для любых Ш р, и КДЧ -х и ч-с ? 
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* б ОА4 & и (ос с Ц,0'**) * ^ ( ^ * а > * ^ 4

 < а 3 Г * с , 

имеет место Л ^ < А (<х) - * <о> и, следовательно, 

Р(Д4, ^ Р ^ и , * > • 

Согласно теореме 3.1 не монографии Интеграла Лебега и 

Рнмана н понятие измеримости функций в конструктивно! мате* 

матнке, которая готовится к печати, существуют возрастающая 

последовательность НЧ -С <**̂ Н> и последовательность 5 -

множеств { ^ * 1 ~ такие, что для всякого НЧ ^ мера ^ ^ 

меньше чем «-̂ — , $*'*'* Я &+* и выполнено 

V * ( « с 0 д 4 & -I ( « с ^ < * > э ^ 1 ( < а д ^ с 0 > ^ 

4 V^к<V<и^%(*ъ<^к,&<^^4^x* <иг<% 0<тг~<1Г 6 —г- А 

А ж / 1 < а Ч - < а Ч л а 1 э % - ^ 4 ^ . ( 4 ( г - / 1 г ) ) ) . 

Для всякого Ш ^ ик определим 4>^ ^ / п ^ ^ и обо

значим посредством <ЩР объединение 5 -множеств Ч^,0****-

и $»+* . 
А 

Пусть р, НЧ* Тогда мера ^ ^ меньше чем ~-? и 

10?** Я Щ? . Пусть А Шг х ,пг ж <иг КД;Ч, л в О А А <Ь 
л 

Зс т Сх е ^ ) & ^ ^ Х А / 1 г ^ « . & « 4 г А ^ < : / 1 ^ - ' г г ^ - — . 

Тогда* ^^ С***^,, ) * существует ВДЧ м, такое, что 

Р < * . , * Г л 1 „ , * ) . & х х . о / ^ 0 . Пусть ц,ВЧ,-,, § , ^ и 

т)л КЦЧ и {ее* 5?1* система 1ЩЧ, для которых выполнено 
«•2. 1* -1* .«4 

~ г < зкз • с-г- -> * Ч ^ < ' ^ - ^ - ° * 

*и0/1 о 0 д/^-"Ч'>* 
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1 чг&Ч1Г,аО&4 т * Т Л 0 **• огд-кг *"е^ 

Тогда мм амевм * * ------. С«г- «г), $ < з ^ . ^ - ^ > , ' | ! ? г *
1 г , - ' ^ » - - 5 

(7) -8 С 4 Д ^ # % « ^ . С ^ - * - ) , ^ К Р . ^ - Р с 1 ^ 

-* •• у ^ - < а1+% * СосГ- яг-/ (лемма 1 ив С 51) к, следова

тельно, 

На основании до хаванного и теорема 2 ив [51 мы получаем 

следующее утверждение* 

Следствие. Пусть <& функция, а №„,*„,* \ также, 

что Ух(%>(й4к*<(ф4я.4тъ<ь>(пъ>)~<ъ>(х)я ,/*Ч<Э^!,п,) . 

Тогда ДСд,, <$»**,> • 

Для всякой абсолютно непрерывно! на 0 А 4 функции д~ 

существует ^йп^^т^ш ^л

 Т|**ов» чтгшУхф(04х<ф'* 4 э 

э <^(ц,) - ф-СрО» / ^ ^ 1 ^ ) и, следовательно, 

д <*»«*--,..>• 
Замечание 2. Согласно теореме 2 для любого С ^ ^ е Ц 

почти все точки не 0 л 4 являются точками Лебега ( с р . Ш , 

стр.276). 

Замечание 3, 1) Пусть ^ б ^ ш Ьл , ^Нт,^т^ ш б , 

лг КДЧ, ш <ь т> 0 & пг & % * Тогда *А# ( О ^ , * - ) ^ * - Ц * 

2) Пусть 9» абсолютно непрерывная на О А А функция • 

Тогда согласно теореме и» С93 и С53 вс,Сд,)& Ои(с^) и су* 

ществует ^(*т,1т,ш ^л такое, что 
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Ухц.С0*х<1ц,&4 . - ^ . С ^ - ^ С х ) - & < в * . ) м , ) *» <--•-

доватвльно, 

АУ + <<?,«,> <*)* / с < б л 1 / Л - ^ ) + А > - ^ , ^ > С . у ) « 

Лемма 1. Пусть I фун.щма ограниченно^ вариации на 

О Д 1 , а { Р л } л в 5 такие, что Д С I , * *•„-. ?^ ) . 

Тогда ос С х* ) . 

Доказательство* Пусть /мг ИДЧ, € <р ^ ^ последова

тельность 5 -множеств и { ^ ^ - ^ последовательность НЧ 

такие, что 

1^Со4Г,х,Од>1)сЗсУ^ДСх,<Г л и, ^ У м % ^, .^> • 

Пусть а РЧ. Согласно замечанию 3, теореме 1 ив 16] и 

следствию теоремы г < ^ ^ « . « . и - и * ' , а 1 ) *<* е Ьл 

и существуют абсолютно непрерывная функция ^ и последова

тельности 5 -множеств {^Х^1^ ж НЧ * ^ ^ * , для 

которых выполнено ос Сд,) А & ($*) <& У л ^ С О ^ х - г ^ й б ^ з 

э ^ С ^ ) - д . С « ) * ^ Я ^ С ^ С 1 Ы д ^ , 1 а , ! ) 3 ^ ) А 

А У ^ Д С д . ^ Л . С Г ^ , ^ ^ , ^ ! ) ^ , ^ , ^ ^ , ^ ^ ) . 

Мы докажем 

(2)Уа^Со4Г-У<9.,О>С0д^)4-У<^а,>С0А4),1--^,0А'1 ) . 

Пусть Ко, }?л В -система РЧ, а /пь НЧ, 1о*1 <• ть . 

Ввиду йСф,) можно построить НЧ ± такое, что 6/т, 4* Ъ 

и для любой системы неперекрывающихся рациональных сегментов 
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•С^ д «^ 1±тЛ верно 

2. 
Существуют 5 -множество $• меры меньшей чем '"д1 -̂̂ ^ , 

являющееся объединением ^ • * * ' 1 я #2>г+1 9 ж ж % 

такое, что 

АГ<^,в>(0Д4)--^-«с!1ГС9.лА^ о>Л 

А У<9,,а,>(0д4>- --^- < И ^ . - ^ , - ф д , > & 

Согласно теореме 1.3 ие Г2] к замечанию 2 на [10]осу

ществи ми дизъюнктные во ера стающие системы НЧ 16, и 2 и 

системы ВДЧ <§*Ьв1 • {'Ч&к.шЧ. Аля К° , Г 0РЫ Х выполнено 

У* (С 4 * .* * .-, в (^ « й, V * « ^ И * 

= > " э " * 1 " ^ д г 1 * * <^>с--Ь1д-|-») . 

'Э><^>С0д4)< — р ^ ^ к» следовательно» 

^+Ф- + СФ)1<1Ь '*** •"»«*•» *.*« V 
выполнено 
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l.ф-«-g_>__.ťĄ._ží,_, A ţ i . - 4. ' 'Ч 
4_ 

1
9
,(±)_

9
.

С
_Ь1

)
_

си
.

(
|__^1

)
_

сл
^^1а1)-а).||

; 

1^-а1 - 1^1- 1Л(ц^,1а1Я +/Л^*,'->')-*• • 

Тагам образом, обовяачжв для л, ж 4,2 

..*^«^-«^''-,Л.'»Ф-*с^'* 

мм получаем 

____-..__ _. . * -9- „<
Ь 

4-

> g - --_"___ >. c _ _í_ 

* «. a tt+43%

i'Чl-í-iЪtlЛ(**>ìлì)i'І + 
+
^^^,la.)-a..l^_^

 +
 ^

l f
ф . 

- a ; c t~Ч £>-"<**. !*•>-*), 
. <•!._ -_-l)i__ c + * 

г «. '' f -
 + ¥55: 
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и9 аналогично, 

Җ, lfc|)-íf-Ьl)-a.ff -%lл> v , f 1_± > e _JL 
Следовательно! верно 

-У<%-,0>С0А4)+У<^(Ь>С0А'\)-± . 

Итак» мы для любого РЧ а, доказали (г) и тогда вы

полнено ос (&) . 

Лемма 2» Пусть # 5 «-множество» -с целое число, 

0-61? а ^ , /& н ф НЧ, для которых верно 4 -** А> & З^й* 

Ъ~4 /ь 4 4 
&1><#>С-%-- Д ^ ^ р ' з ^ * Тогда существует НЯ 6^ такое, 

что для любого НЧ &, &0 & б0 , можно построить дизъюнкт

ные возрастающие системы НЧ <&_ и Ли , для которых выпол

нено 

П С С С * - ' 1 ) . З г + > ( <-Ф &А.Э?жаеЩ, У Ф « ^ ) ) Л 

* А * А А 

*4-Й^Г^Ю»А з ^ * 1 * 3 * # з* • 
Обовначение. Для всяких сегментов си А ЯГ Ж С А СС 

обоеначим 1а д л>л с д с И Ф гглакСтип, (л>,сО,е) -

- /щ-*л* С*****, Со,, сО, е > . 
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Доказательство» Пусть В -множество #- образова

но последовательностью сегментов ^ - ^ 3 ^ , а Ь НЧ такое, 

что » < # > ( . - 5 5 Г А - ^ ) < ( З ( - - - ^ ) . ^ . 

Тогда существуют НЧ лг0 м в̂  такие» что 
<* 4 4 

Л ^ * 1 ^ ' * * 8 * 5 * * ' з г * « * любого НЧ в*, Г, * 0- , 

верно 

где 
У,** СЪ^и,т,) -* ССА-'Г ). •З'-И* * * л . 3*& 

* А * * А Л 

Л ' ^ Т У ^ - З ^ 1 в 1 Р ^ Л 3 ^ А 3 * я г , ) ) * 
Пусть # НЧ, б̂ , -б 6Г - Согласно теореме 1.3 на С23 

существуют дизъюнктные возрастающие системы НЧ ЗС0 , ЗС̂  и 

ЗС такие, что 

тасси.-о-з'-н А * ^л>.з^аС^€X0V^с^V^сЛ: ^ I))& 

& СФ € ЭС0 ш Злг С1* -6 ль & лг0& В в &,л* ))-> А 

Тогда выполнено 

<СЛ 1_) 1 . 
. » * з*, : з г ' • ^ • * 
4 . 1 ^ - 4 * _ | •. ^ / < а у ^ " 1 ^ ч> \ ^ 7 4 

з^чг^1 з** А з 5 * ' * * г * г * , ^ > с з * * * Д 5 ^ 5 Я • > < з ^ ^ < ' 3* 
и, следовательно, .1.^1 ^ Д ^ I < ^рг • ^ . 

Итак, для завершения доказательства достаточно опреде

лить тС^ ф> ОС. н обозначить посредством &* возраста-
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юцул систему НЧ, сцлсацуюся объединением Х9 ж Хх . 

Лемма 3, Пусть у неубывающая функция, ас (тр) , ^ 

5 -множество, Л?, целое число, 0 4, & , ь. ^ъ и А> т ти

хие, что 

А±Л> & 3 * , У С ^ > - Т ^ > + 

+ ---5--М • - - С - - - з^-г»^ - » < # > < ^ К Г д _ | « - ) * 

- -><*>с^д- |->< з^г. з« • 

Тогда можно построить Ш Лл , ^ + 5 •< Л^ , такое, что 

Ъдя любого НЧ X, Я в -« -€ , существует возрастающая система 

НЧ # , для которой выполнено 

,** • * * « * < эСл>-4>.Э*+4<<ь < * . Э * * (31 

Доказательство* Согласно докаватедьству леммн 3 иа 

[10], где мн перейдем от ^ ш ^ + < , н лемме 2, где 

т я* Ле, <^# 41. -*• 6 , л, Ф <&+ Ч , существуют НЧ Ла и 

6^ , <р, -*• 5 < Л0 , также, что для любого НЧ I , 

тго^С4 0, &0) & Л } можно построить во врастающую систе

мы НЧ *€ , которая содержится в пересечении построенных 

описанным способом систем *€0 ш &* н которая удовлетво

ряет условиям, описанным в утверждении настоящей леммн* 

Мн определим Я0 *$ «лох. ( Л0, &0 ) . 

Замечание 4» Формула (3) совпадает с (10) не С103 . 
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Лемма 4* Пусть у неубывающая функция, ± НЧ, а 

^ 3 -множество мере меньшей чем - ^ - $- также, 

что 

€с(у)&У*&&(06а.<Лг*48*0 6я &4аУ<цг,ъ) (<ъ&Я-)>. 

2 уСл» --уСо,) + X. (&-о,)-2х. т> <& > (ал *>,» . 

Тогда существуют НЧ ть ж В -множество *ф- , для кото

рых выполнено Д Су, <0у4сГ0}т>$ Ь +4, Ч$>, <п>ь ) • 

Доказательство, 1) Согласно лемме 3, где 4е^ # О , 

4** ^ * + 4 ж /* ^ 4 , существуют № Я^ , 4 + б < Я , 

м возрастающая система НЧ (Ь такие, что 

У1ие<Ъ1э4<<1<Э&Уэ>и'~44д'Ь4> + 4э 

^ с > ( - 5 1 3 ) А с У ф и е а , э ^ < ^ > с ^ Д ^ ; ) < : 

в _ -~< * Ш мм на этом шаге включим все сегменты —-г— А ГЯГ 

\Ы 6. 3 & -| С* с ^ ) , ж определим Лс-^ле+Я 

2) Пусть <ггь НЧ, 4 «с т,, пусть уже построены НЧ 4^ ń9tŕ 

ж во врастающая система НЧ &тшЛ также, что сегменты сис-
Т в и н "ЗЯи ̂ ьЩт,**€ (I н в П вР в кР* в* |* тся с сегмента

ми пока включенными в *$> и вместе с нимж покрывают 0 л 4 $ 

выполнено 
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мн определим 4 * ^ я? ^•+ лп. . Для всякого НЧ л, ? 

* • &т.-л ,.** п Р - - в « « * V , А ^ , 4***, * А лемму 3 

м лемму 4 на [ 1 0 ] . Мн получим ВД Х^, ^ + ст. + 5 < Л , ^ , 

н для всякого НЧ Л» с й ^ _ ^ днаыяхтнне воараставщне сис-

темн НЧ %щ.$л^ * % , - . , * . 2 такие, что 

-- Ж 1 " э °* *<>--*<*'* ^ ' <*-х» * 

* ^ < ^ > ^ - 5 ^ А з ^ ) < : 

* З*-*.*»-*.* * Э *̂Ш,*1 ' Л 

* •?* 1 э*****" А в**"""*"* " з*+ Л»-+1 * З**"' 

А V* СС* - А>. З * " " + А* *< * л . $ ж 

где ^ т , л г Л «• ̂ «п.
 +
 *Чт. • В ф мн ва атом шаге включим все 

* А * 

свгмевтв у ^ ^ д ^ ^ > Г Д * З Л > С * 6 й "*-* * * 6 

б *&„„, * а. ' • Сумма джхв атмх сегментов не больше чем 

лЪ+<т*+4 ** слвдовительво» еслв мм посредством й ^ обо-

еначям воврастающу-О систему НЧ, являющуюся объединением см с-
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._ , i-* A * , ^ „ a"*'-4 j , 3""-* 
* « - W 3*u*< Š*5"**5 ...a**"- 3 t + , m M 2.3t+rt~*'» 

Заметим! что сегменты пока включение в *Щ> не перекрывают-
** — Л _ ъ * ся с сегментами системы < - ^ г : : — А - ж З Ь Л Л и вместе 
«Лт** • а^'т-*-! ••Али, 

с ними покрывают 0 д. 4 • 
л 

Итак, <0. -5 -множество меры меньшей чем - ф4.4 . 
о 

Методом, описанным в конце доказательства теоремм 1 ив 

1101 легко доказать 

УхС%е0дЛАп(хе<е^)=>Ухп4,Со(тх, &ф&\ц.-#\< 

А А 

< гщг Э О туСфУ-уС*) & -р^у , С<&-0<»> . 

Таким образом, верно 

ДС^<0ГЛ(Г01^9 * * 4 , <ф, Ъ*% ) . 

Замечание 5. Для любого & -множества ^ мм обозна

чим посредством а>. < ̂  > функции) такую, что 

Г л ( 0 < х ^ / | з э > , < ^ > С о ( ) * ^ < ^ > ( 0 . А О С - > ; . 

Тогда, как легко показать, т*^<%>> СО) ш О , т^ <& > 

неубывающая абсолютно непрерывная шш Ол. Л функция и вы

полнено У#у>С0**<фшъ4а Ош^<^>С^)-^<^>Сх) 

= ^ < ^ > С о < д ^ ) . ^ )хдф-1 ) • Согласно теоремег ив 15.3 и 

отмеченным свойствам А < ^ > для почти всех КЦЧ X ив 

О Д 4 верно 

Эд*(Р С*, )%,<$>><*>* 0*44- ^ 4 & С х е ^ э дс • 4 » • 

Лемма 5. Пусть <р неубывающая функция, ос Су) • Тогда 

сущес*вуе* <К^ш$ таков» ч*о Д С ^ , < Н ^ 1 ^ ) -

Доказательство. Пусть х0 Ш такое, ч*о $>С1)-зК0)<%. 
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а) Согласно соответствувщхм определекххм и лемме 1 мв 

[10. дм всяких КДЧ лг,ло- тх,0бл1Г&'*Ь0*х.1 

У* <<р ,лг > кеубиваящих функции, <?-*•} нвубивавщая 

абсолютно иепрернввах на Од Л фуикцхк, 

%«т 9<0)+%,^-<рС0)+Г*-<<р,0>-У*<<р,1Г>ш ф-У+Ъ'ГУ 

х, следовательно, У< 9?<1Г},0>СОА/1>*л»С4)-д7СО> •< «̂  , 

верно 

*СУ + <о?,«г», К< У + < 9 , 1 Г > , * > » -

- V*<V+<<р,V>,x> + V~<V+<<р,1^>,x.> *• У+<<р,лг+х> + 

+ У-<<р,лг+х>-Г-<<р,лг> ш V*•<<р,л^> + 

+ \+ 2.СV+<<зр,/«•+ж>- У*<<р,лг» -

- V+<д>,*^> + Л ^ - 2 . С д ^ + ж | - (-><(1Г, > 

К 

(%*)*с-г1 - 9<п - у + < 9 - У* <<Р,» >» ' м к > " 9 -

- У+<<р,,|>.>-СУ+<9,«^>-У+<9,<1г>)-» <рк^ . 

б) Пусти /т. НИ. Ми определим ^ т *ь 2*"*"*"". 1^ . 

Ввиду отмечехкнх в а) свойств функции 9<5.лп,» * теоремн 

г ме Ш существует { С З ^ ^ е Ц тихое, что 

С 4 ) У Л ^ С 0 . 6 о ( < ^ А 4 э О ^ ^ | С ^ - < р ^ . С . х ) - Л ( ? ^ 1 / л ) , 

приеи КС^*".*.,.. - <<СП '1п. • м " определим Улг С <%?Ф 

(в) 0*<<-ги-<<# л п ,и 

" ^ ' < С и ' - *<9<гтЛ , 0>С0д-1)< ^ . Во лемме 8 

в* 181 существуя* ривноиерно иепрериаимх функции фь». • 
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5 •.множество, с̂ ч.*"- м в р ы „еньтв* чем ..ы»|,-му "^ 

'•г.эд*яг ' *** -о«>Р-- ввР«<> 

Ух (* б Од 4 & -| (« в <^'',л> =» Р ^ С * ) , * ^ ^ , * ) * 

Ввиду (4 ) , (5 ) , теорем 1,2 и 6 на 15]н следствия теоре

мы 2 существуют 5 -множество <^->'т' * НЧ ь^, такие, 

«о Д 19<гт> , -I в?1п ,т. + Ъ, **'*% *>„,) . 

в) Пусть гт, НЧ. Ввиду 

(61 УигтгСО * *1Г .6 ^ э Сд^*><П(Г| - о?<- | | г | > , 

б), вамечанжя 3, леммы 1 м теорем 2 м 5 и» 151 

уд(<лв(бГ4>^)^--'^<л0((-Г^гЛ)и-^бГ^> • 

Таким образом, для всякого НЧ Л существует В -мно

жество р***** меры меньше* чем ^ Х » ^ **«<>*» 

что 

У*(*е0д>1*-.(*е,?*'' , п"*>-' 3-и.СР(^.,<СГ+ ги^>& 

Согласно аамечанжв 1 же 163 осуществимо 5 -множество 

а 
%*>«*> цврн меньшей чем -т^-ПГ $ которое является объедм-

ненией Д -множеств д.**"" (О А * ) , у.*."*,* (.4 6 1) н 

^ * ^ . Я с н о , что Ум ( х с О д ' 1 * " 1 С * » у**»'"*) э 

-»У4 ( 0 6 4 эО.Ь9/Л$,Со<)»9в«**(*<) « * , * , , * 

Ь « <«<*«-.* . * *Г V . -** *' я4'*** *«» > ' 
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г; Ввиду в) м теорем» 4 ив С51 существует 11^3^6 В 

такое, что для почтя всех КДЧ ,х яв 0 л. 4 верно 

Таням образом» 0 & 1Ит}п%0 ш дхя всякого НЧ пт, 

можно построить 5 -множество <^*>'т' меры меньше! чем 

•"" ^у^11 , дяя которого для всех адд х, х « 0 д 4 Л 

&-%(хе&*/т') верно (?) и, следовательно, если ^•*п' объе

динение 5 -множеств ^ • • ^ и $.*>**, то мера ^ " ^ мень-

ше чем - ^1 А у н выполнено 

V* Сл е 0д 4 &-»(л е &т) э V* С0 - * * з 0 ± &„.(*) -

«и-,*»* д <*<«-•.. ^н^и, лп+», зг 1 , /^ > . 
д) Пусть /пг НЧ. Согласно лемме 1 ма С5Д, а) к г) 

•̂•••*| 

На основании етого, (4) и (5), где мм перейдем от ть я 

гсп + Л , 1Ь2, (6) * замечания 3 выполнено 

Цусть # №** ^ г б ' ) # Тогда ввиду (8), (9) 

и теоремм 2 не &53 для почти всех КДЧ * ив О Л А ашол-
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нено 

-9<9пп%>*)&0**'6Ж&(-, (*«<$т-)=}1Гш. 0)) . 

На основании лемм 3 и 1 на 162, теорем 1 н 2 на С53 и еа-

иечання 5 им внаем, что существуют {Ж^^е М . абсо

лютно непрерывна* функция г^, такие, что 

=> %»<^ - ут <*> - / \ с<»С ^л ) 
я для почти всех КДЧ х на 0 л 4 

< * е $т'ч ^ <*е Я*»)) &.(«*$"*=, ЪН,^ <<$"*>,*) & 

&*ыж?Ъ8<?с4,%пт~^з,х)Лъц)Гт>х))А 

&. (п С*, е $т) э Эй. <0 4 лл, 4 1 & $ Ы, * <$т> х))к 

& 3 СО, 1Ь»» * » • 

Итак, 0 * . Н ^ Х " { Н ^ Х - М « « * ^ ] 

и согласно следствию теорема 6 и теорене 2 на Г53 выполнено 

-9<г^ я у ы > ~ <<*<г^ <^-9<9т3и)) * х.с^с?) -

Отсюда мн на основания а) н г) получаем: У+<& а > 

неубнвавчая функция, $"* & -множество мерн меньшей чей 

1 
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л(У+<<р,я,^>>& Vxа^,x, {0&х<ъ&4Ь0&х,Ь 

*4эГ<Г+<9,гъ >,*>(**<*>* *+<<?,*«»><**&>+ 

+ %Л<#-х)-2х.1><%'т'Хх*'%'» -

Согласно лемме 4 существуют & -множество ^ 

м № / П ^ также, что 

Д^+<у7ьш>,<0Г4сГ01ъ,^+^&9™<^> • 

Пусть <фт' объединение 5 -множеств $"» и ^т-т 

Тогда ввиду (8), а) м эамечанмя 1 выполнено 

ясу,<ит,ъ>"Г1>>Ч*9****<*******» ' 
Итак, мы докаэалж Д Су, <Я^т,> , что ж требова

лось* 

Доказательство теоремы 1. Ие ос С.Е ) следует по лем

ме 1 м вамечанню 3 ив С103 

<*Ы+<1,0>)къСГ~<й,0>)&й~&СО) + Г+'<й,0>-Г-<й,0> . 

Как мм внаем, Г+<й70> ш Г~<&,0> жеубмва-

юшие функции. Согласно лемме 5 существуют *Н'^1^ € 6 

• * Н Л ?т, 6 4 т ш м*» тео АСГ+<1$0> , <Н^})*< 

& Д ( У - < * , 0 > э Ч Н * ^ > . Выполнено 

« Н * ^ - Ш * , ^ ) € 3 (лемма 1 же Ш ) , Ш ^ + 

* « 0 г 4 с Г в ^ - 1 К 1 и ) м г « ^ - 4 Н , Х ж по вамечанн»! 

Ввиду втого м леммы 1 теорема 1 докавана. 

На основании теоремы 1, леммм 1 мв 1Ы9 вамечажмя 1, 

следствия теоремы 2, теоремы 1 мв С15Д м СЮ] легко дохавать 

- 706 -



следующие утверждения. 

9*Щ<У*Щ**Л* Дгст* 1^ ж ^ фунжцжи, «сС<, ) А 

* * ^2. * * Т о г д ш ннаолнено ос С1^ *• "^ ) * *ом н только 

том случае9 еслж & + & - функция ограниченной вариа

ции на 0 А 4 • 

Следствие 2% Функция I представима в вид* у + ^ . , 

гд* у сингулярная функция, а ф. абсолютно непрерывная 

на 0& 4 функция, в том м только в тон случае, еслж вы

полнено одно н* двух следующих условий: 

1) ^ функция ограниченной вариации на О А А н 

существует ^(^т>1т,е Ц тажое* что Д С*, < (3,* ^ ) % 

2) охС1) ж существует { С ^ ^ в Ь ^ тажо#| что 

для почти всех КДЧ # ж* 0 А 4 верно 

З д ^ С Р С ^ Л ^ ^ . х ) А Р ( ^ | , х ) ) . 

Замечание 6# Пусть у фужкцжя такая, что у во врас

тает на 0 д 4 я ^ 4 ср (0) < у И) & 4 . Тогда можно 

построить неубнвающую функцию у , для которой выполнено 

V* СО -6 м -М з у С у Сх)) •? .ж & СО -6 * *• у СО) э уС*) >• 

• 0) &СуС0>-6 л * уС1) э уСуСх)) « * ; А 

& < у СП ^ л л Л => у С х ) - .4 ) ) . . 

Еслм ос Су) , Т о легко доказать 

УаС-чСъ* 0) э Уол,С1^1. С 1 - Су С4) - у С О » + 

+ У<у, ^ М О А ^ Ь у - ^ О д ' ! ) ) 

ж9 следовательно» выполнено ос Су) . 

Замечание 7« Пусть м. ЩЦ> 0« 41> < Н 9 * ф по-
*ь 

крытие такие, что К*ь С.Х. I ф . I «с *<, ) , Тогда со-

гласно теореме 2*4 ив ИЗО ряд 2? ( ф ^ ! ** сходится. 
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Можно построить во ера стапцую на 0 л 1 функцию $.-. к по

крытие Т , мя которых выполнено ^т^/ф ЗсУ1к(^(Эл(^)» 

• ЭА1ЖЬ> ЪрСЭаьСфъ))* Эт,СЩь))А(^Щ ?^ 4 Ь 

Ив скаванного непосредственно следует абсолютная непрерыв

ность функции ф, к по теореме на См 2 ее (у,) . Согласно 

замечанию 6 существует воврастающая на О А А функция | 

такая, что V* С 0 *> # 6 4 э | С^ Сл)) » %>а («* » « «х ) & 

& есС1) , и, следовательно» 1 « ^ / ! Г . Ив свойств 

покрытий $ м У следует по теореме ив [9.1, что I не 

может быть абсолютно непрерывной на 0 д А . Согласно лем

ме 5 к» 1102 | нельвя представить в виде суммы сингуляр

ной и абсолютно непрерывной функция* Но тогда по следствию 

2 теоремы 1 не существует 4 ^ 1 ^ € Х*л такое, что для 

почти всех КДЧ * не 0 д А верно 

Вм, С Р С ^ , - Г < г ^ ^ , ^ ) Л ]>С4*,2,х ) ) , 

Пример» Существуют неубывающие функции % к 9^. т а " 

кие, что о с Г ^ ) А осСд^) А Д С ^ - ^ , < ^ У ^ ^ ^ ^ > * 

Д-сосСф - Ф ) и, следовательно, функции срл - <р% не явля

ется сингулярной* 

Доказательство, Пусть ль ВД* ш ф покрытие такие, 
, *> 

что УМ (.Ж. 1ф' I < 4* < 4 ) . Пусть У покрытие, 

построенное на основании ф в вамечаним 7, а { функция, 

являющаяся конструктивным аналогом функции © ив [11, 

стр•232-3. 

Мы построим неубывающие функции д^ * % такие, что 
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ЛЭлСф^+^^^С^.Сос-ЭлС^)^^.^!)))) . 
Ас-

То гд а ввиду .3-: ! % I -г—"± ^ нетрудно пока* 

вать, что & х ^ 2 сингулярные функции (см. доказатель

ство примера ив [10.7 и замечание 1 ) . Следовательно, соглас

но замечанию 1 и лемме 1 выполнено 

о с С ^ ) * осСф^ЬДСц -9^,<°Г^сГ0}^) , 

Для всякого НЧ Дь функция <р — ар является неубы

вающей ни Эл СЧ^) д | - . СЭлСЖ^) + Эль С % ) ) и 
А не возрастающей на ~ , С Эл СЦ^) + Эт С Ч^ )) А Эли С^) 

и выполнено $* ^ $л СЖ^)) - ^ ^Эл, СУ^5> -* 

- ^ СЭм-СУ^)) - (^СЭт^СГ^У) - 0Ьд>,(% . СЭлСГн) + 

+ ЭльСЖ^))) - <дгС~.СЭлСЖь') + Эт,СЧы))) -

• ̂ лэлфЛ> •«**!- элс$^;) -г | . \§ь\ . 
Отсюда видно, что ф - 9о является функцией огра

ниченной вариации на О А 4 в том и только том случае, 

если сходится ряд -Е I ф^\ . Однако согласно теореме 2.4 

ив С33 ряд Щ. *$**,' н е СХ°АИТСЯ# Следовательно» 
п °ь С з^ «- Ф» ) н ор - Ф. ы е является сингулярной 

функцией (лемма 2 не [10])* 
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