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Сояшишгагхопев МагЬетаИсае Ш1?егв.На11в СагоНпае 

13,2 (1972) 

ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ ПРЕДСТАВИМОСТИ КОНСТРУКТИВНОЙ ФУНКЦИИ 

В БИДЕ СУММЫ ДВУХ СУПЕРПОЗИЦИЙ АБСОЛЮТНО НЕПРЕРЫВНЫХ 

ФУНКЦИЙ 

О. ДЕМУТ ( О. ВЕМЦТН ), Прага 

В классической математике всякая функция, которая не

прерывна на сегменте 0 д 4 и имеет конечную производную 

квааивсюду на О Д 4 ( Щ , стр. 198). представима в виде 

суммы двух суперпозиций абсолютно непрерывных функций (С13, 

стр. 222). В настоящей работе показано, что в конструктив

ной математике это утверждение неверно, и приведено условие, 

которое является в конструктивной математике достаточным для 

названной представимости. 

В следующем мы пользуемся определениями и обозначени

ями из [3] - 17]. 

Обозначения. Пусть 1* функция. 

1) Мы обозначим И0 С € ) , если существуют последо

вательности 5^ -множеств И Ь^ ^ К к ^*?^*'$, * 

последовательность абсолютно непрерывных функций { :?* ?-

такие, что выполнено % С*, 4 &)%, И Ъ* Ц^-С <^*\>
 : 

для всякого НЧ с^ сегменты последовательности ^ ^ 

являются рациональными, К Ь\ \^ -* * Ь^ }^ 5 О А 4 ., 

AMS.Primary: 02E99 Ref. 2 . 2 .644.2 
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ф9-* е <ЦЪ . м в р а <Ц% меньше чем -----

• УлССк е < ! , * . ^ => { ( * > е %х А .Г'Чх) .! ^ * ) «< 

&С~| 3 * , С Э л ^ * ) < л < Э л С Ь * )) => * г С * ) -

..?с*)))«.у.ес4< I = Д УС **;,,_ ь^_,< -р-) . 
2) Мы обозначим ДО . С I ) , если для всякого сегмен-

* а ? д < * 1 9 ^ Д ^ -Р О Д 4 , существуют В& -мно

жество ^ меры меньшей чем / | д ^ I и равномерно 

непрерывная функция ЭД такие, что 

У о с С х е | д ^ 8 < - 1 С 1 х е ^ ) э 1 ) С ^ С ^ ) , . € , л ) ) . 

Теорема* Пусть ^ равномерно непрерывная функция и 

пусть Щ^Ц) л Тогда существуют абсолютно непрерывные 

функции улл д>й, % * Щ такие, что € ш щ * ^ +• 

* % * 9 й

 м ° * <#г -* ^ * 0 ** $1 ^ * ' 

Замечание 1: 1) Если для функции ^ выполнено 

ОС С & ) . то :Е равномерно непрерывна и согласно 1Ы выпол

нено ИЦ ( I ) . 

2) Если ф покрытие, а ^ функция такие, что ^ т 

-с | / ф , то - очевидно - ИГ,- Сх* ) . 

Ввиду [ 7 ] и того, что для всякой функции { 9 которая 

равномерно непрерывна или удовлетворяет условию У С € ) , 

существуют РЧ а и НЧ 4с такие, что а < € < а + ^ , и , 

следовательно, 

0 < -^ С * ~ а ) < 4 к (У0СИ ш \(% • <*-*»> > 

верно следующее утверждение* 

Лемма 1. Для функции $. существуют абсолютно непре-

рмные функции ^ и ^ такие, что { ** <}" % (^ и 

266 



О .-» д^ .^ 4 в т о м и только том случае, если У ({ ) » 

Если 2/0 ({ ) , то существуют сегмент а А Яг 9 

А С) € > О Д >̂  б а А Иг , абсолютно непрерывные функции с/ п 

у и конструктивная функция у. у которая абсолютно не

прерывна и возрастает на а, д Аг такие, что 

<р я щ * I & 0 & ф & 4 &Vxц, (\<р(х)~ ср(ц,)\ & \х- ц,\)> 

цг является неубывающей, V* ( х € а А ЯГ Э у(% и х » » •*> 

и, следовательно, 2 =* у * ср » 

Лемма 2» Пусть .Г равномерно непрерывная функция, 

% А 11 сегмент, ^ д ^ с Од 1̂ , а ^ 3$ -множество 

меры меньшей чем 1 6 д ^ I такие, что 

Ух (х е | д % Ь п (х е $ ) э 344, 3) (и, -С, х )) -

Тогда существует ^ -множество 5 Ъ ^ ? ^ меры меньшей 

чем I Б Д ^ | такое, что ряд .21 <<а, € У^Ь^л сходится 

и 

( 1 ) ^ "> * 

<*<э„,,^»& э л ^ > - ^Эт,(ь^) - « -

Доказательство, а) Пусть ^ и д^ КДЧ, для которых 

выполнено 0 & х0 & А & Т) (м>, * > *0 ) - Тогда сущест

вуют возрастающая последовательность НЧ ^Щ} ц и последо

вательности КДЧ Яь^}*, и *^*<*< такие, что для всякого НЧ 

лг выполнено Ух (I * - х 0 I -̂  *ЗйГ" --> 1€ Сх) - $Схс) -

. , ( * «±- * ». I «-«>-*«»> |)>) & <.,- « . ( « , > ! • -*-> • 
ЛV 
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Тогда У/л, С / ^ - * ^ . м 1 -* - р * ? ? ' * А » предела «г по

следовательности ' Г ^ ? ^ выполнено 3 (яг, ^ ) , где 

У^л* С5 С г̂, ;&) 4* &Чи (ту, л/& (Вое (-] (х - х>) & а^ ж 

б) Существует последовательность сегментов (Н^З/ь, та

кая, что ряд Т I Н^ I сходится к КДЦ меньшему чем 

1 | А ^ | Ж Vx«Xе$VX*:$VXт<V^VЗс^(§<а,<>^^&< 

Ь « й / ) ) э п ЗМ, С* е Нд«,)) . 

Исходя от ЪН^ь, можно согласно лемме 8 на [ 7 ] построить 

&0 -множество Я Т^ ^ жеры меньшей чем I § д ^ | ж по

следовательность КДЧ "СА^!^ такие, что 

Ух/п,(хе Н ^ э ЗЛе (Эл(?^)<х < Э/гьСР^))) А 

Л V* С ЗЛ* С* ш Я^) г ЗЛг (х € § д Ц& <х ж Эл (\) У * ~ Эт, (\)))). 

Пусть АМ, .*-. л<%,(щ, € § 7 ^ А п З Л С Э л С ^ § ) < / ^ < ЭтьС!^)),), 

Тогда УЛСЛ Л € / ^ ) А У*Х/я, (хе мь э ЗАъ С|ДЛ~*х1 < ~~ )) 

и Л#> нормальное множество, которое образует полное сепара-

бел ьное подпространство пространства всех КДЧ. Мм имеем 

Ух (х € миэЗшЪ(лл*%й9х )) и, следовательно, согласно а) 

Ух (х €м> э3<г 3 (&9 х )) , Таким рбраэом, существует 

алгорифмический оператор & *ъ ли. в пространство ЩЧ та

кой,, что Ух (х 6 лн> э I Иг^Х^ * В (с&^х^ , х )) . 

Можно построить ВДЧ х0 } *0 € § V % & п (х0 е < ?н 1Н ) , 

которое является точкой раврежения $% -множества {?^ 1^ . 

Выполнено .* ш ли> ж согласно скааанному и теореме Г.С. 
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Цейтина 1.2] существуют РЧ Лгл и Лг2 и НЧ % такие, что 

( 2 ) %<»* < Ъ < *А<П*» ЪЫмКЪдЪа*1^*^* 
& Vx(x 6^ кхе А^ д Лга э \&их^1 < %,) . 

Ввиду этого и утверждения леммы 8 из 17] можно построить бес

конечную последовательность равных НЧ $Л^З/ , которая со

держит именно те НЧ М, , для которых сегментн Р^ и Хц д &^ 

перекрываются. Можно требовать, чтобы имело место Хк €. ?и& 

к !г2е?к .Мы определим Ц ^ § д Эт, (?ь ) , ^2 -5* 

Ф- Эл С1^ ) Д 71 и для всякого НЧ т., 2 < т, Ь^ ф 1^ . 

Тогда { Ь^З^ 5# -множество меры меньшей чем I § д ^ I , 

выполнено (1), Ът^) е мл, №т, (2 & т э Эл (^т) ем-) 

и, следовательно, ввиду (2 ) верно Уп, «иг, ^ >̂  ^ у п ^ -в 2%. I ^ т ) ) . 

Доказательство теоремы» а) Согласно лемме &, [3] и [ 4 ] 

существуют нормальные алгорифмы Л 9 *&С 9 7К 9 а, и де та

кие, что для всяких сегмента ё д ц 9 б дп% & 0 д 4 и НЧ /яг 

1) УХ С ( Н^ § Д % а <т 1Л ) , для всякого НЧ I , 

\ & ь & ст , последовательность ^Н- 0 / П 1 ̂ дп. (Х--Оч-*, ?̂  

является 5 ^ -множеством меры меньшей чем — , I ^ Д ^ ' » 

rv 

и ряд ^ < <у, -?>иН^ | Д ̂  а ст - ^ сходите*; 

2 ^ ^ б 4 V о <т, а равномерно непрерывная функция, 
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V* С* в $ А <$ * -I Г* « К^чат1) э Д » С ^ л , в ( Ж в ( _ * . , * , * ) . » , 

3) для всякого НЧ 4, , 4 А1 * ть , ^^Ачат,1 

элемент М такой, что для почти всех 1ЩЧ .х жв О Л 4 

верно 

*е™ЪАПа«п4 а С«*С§+±=±.1§лППАС*+±.1§АППА 

* - 1 С» е Н € Д П В Л Л ? ) } 

4 ) Ь^^то и Ъ"1ОъАЧ01та абсолютно не-

прерывные функции, для которых выполнено 

4 „* 

и, следовательно, функция сь Л „ не может не быть 

монотонной.» Уф* СО & & 4 4 я С* * $ о ^ 0 | Д ^ 0 / т а ,_ * , - < » * 

. — , ^ ţ t Й ţ ^ ^ j ) ) 

& УЛС* в Н,_ ^ д чат,^ -> $^а$-ию<т.0 -.-1- в 

5 ) * о а С М 0 1 » о " * 4 в ^ - г в * . о Р а в и °" в Р н ° 

непрерывные функция такие, что У^л СО 6 ^ -*4 Э^Авб..-о«ш.й ! 
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я» й (та* (тип (#9 % >, § » - * <^) - ^ 0 { 4 ^ о т о - . ^ ' 

и, следовательно, 

* угэ*У*<о. е %р%ати^ => ^ в И в « в - ^ - ^ * ) + ж М 

5) Пусть § Д ^ сегмент, § Д -̂  -* О д ^ дп, и 

1; НЧ и ^&лЪ * последовательность НЯ. Тогда согласно 

а.) и лемме 9 иа 111 функция у , У* Су ( # ) «" 

является абсолютно непрерывной* Итак, мы получаем, что функ

ция. ^ , 
со 

/-»• ^ш ** 

абсолютно непрерывна, ибо ^ т у - § - ^ 0 ? Д 1 г о / т , 0 -

Выполнено V* (< х .6 | у ^ . 6 , х ) . э 1 | г 1 ( х ) = 0 ) Л 

" ^ ^ о н ^ г о ^ ^ о ^ о ^ ^ П а С < ( Г

>

й ; 4 о ^ о ^ в > . . ? Д ^ ) • 

в) Функция & равномерно непрерывна* Следовательно, 

существует возрастающая последовательность НЧ «С/щ, % такая, 

чтo VttymClx-Ъìé җ^эl£(*)-£(+)l-< -^П-Vf ) . 
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ос) Мы определим °Я & О д А 

/5) Пусть ь НЧ, <&,, 4» а , . . . , 4Ь*т4

 т> «У*** * * е п ° -

строен сегмент ^ Я ^ ^а»'"» ^*-< # Мы дяя всяких НЧ Я 

и Ц Ч ^ . , 0 ^ ^ - ^ 4 , определим 

A r ttV--.»1t>.* _ * # 

**_ _ 
'i>ӣ*miнЪ*'»>+*~i um^4t,^t..+iъmń O 

Тогда $*1$*<*->*'+«1'>л г $ф -множество меры меньшей чем 

\*т* и Ш * - " » 1*7.»-»« I >»»'»'|г1Ц»"'.»1*'/»—г 
I л * * * * \ ^ которое содержится в л • 

*фЪ>""> ***-« абсолютно непрерывная функция, которая не 

может не быть монотонной, 

ряд 2 < о к ^ > ^^•"'•'^л.*!»* сходится, и, следо-

вательно, существует возрастающая последовательность НЧ 

& Vo^ c s: <«, £ > Ł*ri«ł--л-^ 
-* Ъч*'^**^ *" ~* № *+*+++Ъ+'» ++>*-

Заметим» что функциа ^ ~ * 9Ъ л абсолютно непрерыв

на, 

г) Мы для всякого НЧ I определим 

г.* 

* + 4 **>»>'"> ^ І< Л *£ **£--'̂ -ł *» ŕ V t І И f S 21 ... 21. *"«./ 
* i t - ł •ty' •fy' *V л 
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Тогда 41 С \ И^ - М,^ I < -т|7з ) * * к посредством 

Лг обоаначим равномерно непрерывную функцию, которая явля

ется пределом Последовательности 4 Лг̂  \^ . 

Пусть <1 НЧ, ^ , ^ 4 » •••> ^йь, Ш * Тогда для вся

кого Ш X , * с * * Н ^ ' " ' ' *•* , 

и, следовательно, по б) и в) 

<Г^ jfeЛ ^ t f ^ ' " " ^ <- í 
W ^ ; L л -J ^ 2 2 * + a " | , ^ + ' " * * * * $ , 

9 

222+а4-тч-+'-.+^Л 

Аналогично, 

<-*,«-* >2*1г *~ < ^ <*>, * > ^ н ^ г + - р г 7 5 Х _ _ 
и 

д) Пусть для всякого Ш -& - 4 Ъ*^ у^ 5 ^ -множест

во, образованное сегментами *){т1ч»#"»-4г'* ^ где \ & ^ & 

Для всякого НЧ ̂  мы на основании оценок на в) и г) получат-

Гаким образом, существуют 5^-множества <2?> ^ меры мень-

ией чем л > > : . и ^ а*~* мерн меньшей- чем г-тгчг 
2 з^-+1 ^ *̂  2 2 ^ 
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такие, что 

У*СОс««#^эЛ*С*)« Ф*>А<**<-ъ'*ь*С*С*)-А,Ьс))е <$**-*» 

и что 4$, * ж *Ц, *~ - последовательности рациональ

ных сегментов» Согласно замечанию 1 ив Ы1 МОЖНО построить 

последовательность В$ -множеств "Г *^ ?^ такую, что 

для всякого НЧ X - ^ ^ последовательность рациональных 

сегментов, мера: < ^ меньше чем «рг , ^ -» ^ и 

е) Пусть $, НЧ. Мы определим 

tfsu, ^ V , - ? . -*£.„* 2ae^ 

й <Ъf ir<i,*ÿ»v»^-»*-ł 

flP 

ІŁ è ^ S3 , zҐ (**%-, *"•••»*** 
чf*î ъjci *XЬ£.Ң ' " *f*i,e*'ř 

#,f~ m* to^UlV+l-ťOv^ťP-tlV + 4*) !-**>%*+ **> 

И 

$ **•* .-.л*1* >*•''**-.« ) 

Тогда согласно 6} функции * ^ . и $2>1~1 абсолютно 

непрерывны* Выполнено 

У*ССчЭ&СЫь2>< * « Э г ^ С Ь ^ » э ^ С*).- *ън С*> -

- А, С* » А Сп ЗДсСЭл С Ь ^ > < * < Э л 0%*» э %^ С*) « 

- .1С*)- - Н ^ С * * * * С * > - Л* С*>» * 

2_С 

Легко покаэаяь, что для всякого НЧ А/ верно С<СГ9 $ы)<_,1<^ ~ 
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Ввиду этого и д) имеет место 

V* (С* е *1Й>% =>Л6с) е *̂*А ^ С*) е ^ Ч > * &«* . г^\э 

Дяя любых НЧ ^ и НЧ 4ъ19 ^ , , . , , ,р, верим сле

дующие оценки: 

если С^ -6-41 >^3л ( 4 . * л> 4в -2<2,«Вс -Ьх. ^ + 4 * 4%+)) * то 

если 

ТО 

п & ^ я * ' " ' ' ^ =-ус2*/1'""^-^,,44"^^""^!, -
« I * С Эт, С »*-V""'*-*-* )) _ .г ( Э Л С-«-^^""^-я-^ )) | ^ 

= б < с 1 > , ^ > и

а ^ Я ^ ***-<_. , 

если С^ < * V Э * С-. •* * .6 2 4 - 2 &*^7,'"' **"*+ 4 -* <&» , то 

V П ^ . .I./*"V* *•*-'_, - 0 , 
, aJг-''н.'ft,v.,»v2<t.-ү ø 

*i'rV";»A»-.4 , если С $ & г у ЗЬ С4 -6 Л» -* 2 «,- 4 & Х Т ™ - | - 4* А ^ ) ) , то 

если 4 -* $ -* ̂  - 4 * /̂Ь С4 * А * 2 а - 4-> 4.* •^•^^р^-'АЬ 

. ав,'(»1»"'./','.(4-'' > ^ 

У - ^ М - Ь " ^ " ^ -• < ^ о и

я * я ^ **^ , 
если С* -гг 4 V .3* С4 й * 6 14 -* Ь * * ^ * " ' + ' * - ) % ) > , то 
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Следовательно, для всякого НЧ Л , $> < & * верно 

ж! Итах, мы доказали Уд (Ь.,*^ \, « ь " |
А
 \г , 

Для завершения докавательетва достаточно применить лемму 1. 

На основании леммм 1 легко доказать следующее утвержде

ние* 

Лемма 3« Пусть функция ф, представима в виде суперпо-

эиции двух абсолютно непрерывных функций» а «С!,-?^ 3^-мно

жество, содержащееся в О Д А , Тогда можно построить функ

цию р̂ и абсолютно непрерывные функции <у и тр такие, 

что 

V* ( < * е Од 4 Д-1 3 ^ ( Э л СЬ^) < х < Э/ъСЬ^)) о 

эЦ, (х) ш фСх)) &. У/̂  С.х е 1 ^ э 9^ ^ ^ ** 

ч-сэлс!^))* Х' (

Э

1

Л,^ ),С»СЭ^СЬЛ,))--

- ^ с э ^ с ь ^ ) ) ) ) ) и ^ ^ ^ Ц * ? ^ ; -
Лемма 4. Пусть функция •& представима в виде суммы 

двух суперпозиций абсолютно непрерывных функций и пусть 

| Д % сегмент такой, что ^ д ^ Ш О д ^ , ^ не может 

не быть монотонной на | д п% и й не является абсолютно 

непрерывной на б д ^ 
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Тогда существуют равномерно непрерывная функция ее 

к Ье -множество ^ меры меньшей: чем I | Л % I такие, 

что %Е ^д^&У-хСхе ?д^А-|Со<€^)=>])С« Сх), .С, л » . 

Доказательство. Выполнено $(%)< &С7^)V^С1^) < 2 С§) . 

Вез ограничения общности можно предположить, что 1С§)< 

< € (^1) • Тогда ^ является неубмвашщей на ^ л % . Со

гласно нашим предположениям, [ 7 ] , и лемме 1 существуют аб

солютно непрернвные функции <$л , ср^ 9 т^ * % такие, 

что & ~ % * % + *У% * Фь и для всякого НЧ ф , 4 & ̂  & 

-= & 9 У* является неубывающей и 0 ^ <ф- & 4 А* 

&.Чх^С\ср^Сх)-<р^Су)\ 6 \х-п+\) . 

Допустим, что -7 Э&* о,ЯгС4б*#6!1&$<о,*лЯг<< 

*Пкф}*9}<а,)-1^*ф(Л>)>р )-Тогда функции % * % 

и То * % являются неубывающими на Р Д ^ и, следо

вательно, согласно Сб] они абсолютно непрерывны на 9 Л % 9 

что противоречит нашим предположениям. 

Таким образом, пользуясь свойствами функций цг и % 

и отношения " < " и принципом конструктивного подбора, 

можно построить НЧ # Ь ш Ь м РЧ Ф и ^ такие, что 

4 6 ф0 4 2А $< о, < Яг* ц Ьцг^ х & Са) -

Мы используем доказательство леммы 10 из [7]> где 

1|г ф ^ - 9 <р ф <$; х *& а и *„ з^ Яг щ В следующем поль

зуемся обозначениями из названного доказательства. Мн мо

жем предположить, что ^ «• 4 и что ^ з> 2 . Тогда, как 

легко доказать, ввиду (3) существует НЧ 4/ , для которого 
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верно 

\41 «6 г^аЧЭ^С-/^^.^ н.&1~ 1ф&-1(?1^Л)) & 

&У* С* е -е..., л <сг о * , Сх) <~щ > • 

Мера 5 л- -множества '{ДТ?. меньше чем 1т» А Д X. I -

* ^дк, ^ 5 4-4 л х1 м сУ в* е с т вУю т ш /*!| * <&й такие, 

что Э ^ < 0 1 ) я Г* ,, & йл С и ! ) е- г* « Вшолнено 

Уо<Со<«^^^'В.АлЭЛгСЭлСа^)<го<<ЭлСа^))-,-1С«уСо<')€^'>;. 

Пусть* и «^ ВДЧ, Ж € г^м -"1г^Л-1 ЗЛ-СЭлС <8^)< 

<• к <• Эт, Сй^ )) А ^ е - е ^ д «^ . 

Если .у *й /^ , то ввиду (9) иа Г73 верно д> (<ц.) -<~>Сл) *Ь 

*ЧКлСхЧ. С^,-.х) + - я ? • ' * - - * ' * - - ^ - - . < * - * . > 

и, следовательно, у * <р С/^.)-у .* <р Г*) _б 0 т.е. 

% * % (Ч-> - % * % С*> • Б с л - У ^ ^ Г , то - аналогично -

% * %(х) * %* % (у,) • 

Мы определим \ «* % д **_, , Ь а %*, ^ д ^ 

и для всякого НЧ Ль , 2 «: А,, I,*. ^ Д * ^ ^ Т о Г д а < 1 ^ 

3 # -множество меры меньшей чем \%д^\ {Т. г е е д л , 

Пусть % НЧ такое, что мера * 1 * 1 ^ ме« ь ш е ч в и 

Мы построим функцию .5 и с о г Л ^ в 0 Л е ю < е 3 ф у н к ц и и ^ 

и с^ являющиеся суперповициами дву^ „бсо],„т непрерывныцх 

функций, такие, что функции $ , а> ^ * 
' ' ' т ^ й та линейны на всяком 

сегменте последовательности ОадЛ^ 

Г* (х е 0 д 4 Л -1 з * О л О.*) «: <х« ^ С Ц ) ? Э Г и ) в 
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Тогда ( яг су + д, 9 & является неубывающей на 

Е л ^1 и согласно выведенным нами оценкам су. начнет

ся не во врастающей на ^ - 4 Д 'С* • Таким образом, функ

ция. су2 является неубывающей на ъ^ д ^ и соглас

но [5Л су 9 су и» следовательно, и & абсолютно непре

рывны на ^ - 4 д ^ ^и Т 0 Г А а и н а § А Ч )• 

Согласно [ 3 ] и С43 существуют ^ -множества X и 

1 

§ Д *1 I и равномерно непрерывная функция эе такие, 

•С меры меньшей чем ~-р—' и ^ меры меньшей чем 

что 

V* ((х б § д ^ & -I Сх е о С ) з 1> Сае С*), Г, * ) ) & 

Ь (х е §АЧ& п (хе 0,^%^ & -1 С х с Х * ) з 

э ] ) С 0 > > > т < ^ ^ ! Л > > , х ) ) ) ^ ^ ^ н ^ А 

Пусть х КДЧ, х е | д ^ Л-1 Со< € ^ ) , а /п НЧ* Тогда 

^Сх^яг $Сх) и существуют НЧ а и ^ такие, что 

У^С( |^.-х1^ -1 -> 1?С^)- ГСл>- веСх). 6у— *)1 ^ 
Х4 

(4) ' я!-. |*-*|>-и.ч-*1 * | =» ч<*-*и>«-ь -

Ввиду этого можно построить ЮТ # и а^ , 

(5) -1 С«̂  € < ^ ^ ^ ? ^ ) & п С * а € < I Л ? Л ) А x - ^ < ^ < 0 < - - - < I X < X 4 ' - < 

< * 2 < 0 < + | . 
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Пусть * КДЧ, \х - х I -6 ~- . Мм докажем, что 

(6) 1*С*)~.*0х) -зеСх>,С*-«х))-6 ~- » Ь ~ * I . 

Не может не иметь места один ив следующих двух сод 

чаев. 

а) Верно 1 3 Л, ( Эл С ^^^^) < % <, Эт С ^ ^ ^ )> , Тогда 

_Е (я,) -» -ЕС*&) и ввиду (4) выполнено (6) . 

б) Существует НЧ М0 такое, что ЭлСЬц )<»< Эт,С1*ь), 

Тогда * < Эл С1^ ) < * < Э-ъЦ^ )<.гд VД^< ЭлС1^)<^<Э,иС1*)<»х, 

Пусть, например, х < Эл С1.^)< % < Эт,С1*ь0) < я д , Мк 

имеем ввиду (4) 

.6 ~ - . ( . Э л С ! , ^ ) - * . + 1 -С̂л.,̂  »> 

и, следовательно, ^ ^ ' ^ " л т . 1Эл С1^ ) - л 1 < ^ - . 1а;-1>с1, 
А>*| Х * ? 

|*<Э/а(1^))-:€Сх)-* Сх). С*-*>1 * 1*СЭ/и,а^>) - {.(*) -

-•ьЫ.СЭгпО^)-*)1«И*С*)1. 11-*,| -* зкс/*~,х| + 

и, аналогично, I ^ СЭЛ С1^^ )) - ̂ С^)-ае С*х>. Сд:-^1.^г~. 1лг-.х (. 

Но тогда ввиду ^СЭлС^н )) * &Ся)* 4СЭ<лСЬ^)) 

верно (6 ) . 

Таким образом, согласно а), б) и 

Ум,п/ Си, & <* г -1-1 Си, & <* )) (6) доказано. 

Следствие. Пусть ± функция и пусть для всякого еег-

нента Ф А Яг 9 а, & Яг & 0 & 4 , существует сегмент 
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^ Д т ^ , § А ^ & О, А Лг0 > такой, что или & абсолют

но непрерывна на б д ^ и л и -? н е может не быть моно

тонной на ^ ^ и одновременно $ не является абсо

лютно непрерывной на Е Д ^ • 

Тогда если ^ пред ставима в виде суммы двух супер-

поэиций абсолютно непрерывных функций, то й равномерно 

непрерывна и выполнено Ш. (й) 

Замечание 2. Можно построить функцию { и последова

тельность РЧ -Г а- 5 ^ такие, что 

1) ± возрастает на О Л А , Ух^С-хТ*) - 1С^Я *-*• 

2) не существуют В^ -множество ^ меры меньшей 

чем А и равномерно непрерывная функция эе такие., что 

У*С*е 0&4Ь-\(о< 6$) аЗСн(х),*,*)) . 

Таким образом* согласно 131 ^ не может быть абсолют

но непрерывной на О Л \ * Отсюда мы на основании леммы 4 

получаем: 

3) | нельэа представить в виде суммы двух суперпо

зиций абсолютно непрерывных функций* 
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