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0 PAЗЛOЖEHИИ KOHEЧHO-AДДИTИBHOЙ ФУHKЦИИ MHOЖECTBA 

И.И. AЛEKCAВДPOB, Kyйбышeв 

Содержание: Пусть 2*о некоторая а л г е б р а подмножеств 
множества; 5 , Через Яга, * Яга*(&9 2 0 ) обозначается про
странство вещественных функций множества, определенных, ко
нечно-аддитивных и ограниченных на 2и0 ( С И , с т р . 2 6 1 ) . В 
С23 показано, что для каждой функции >> с Яга, существует 
разложение на абсолютно непрерывную и сингулярную части о т 
носительно любой функции Я е Яга, . В этой заметке менее 
сложным путем доказывается несколько более общее утвержде
н и е : упомянутое разложение возможно и бее предположения о 
том, что * X € Яга, . 

Ключевые слова: Конечно-аддитивная функция множества, 
абсолютно непрерывная часть, сингулярная часть 

АМЗ, Рг.1тагу: 28А10 Ке-гГ. 2 . 7 . 5 1 8 . 1 1 7 

Итак, пусть Я определена и конечно-аддитивна на 2 а . 

Положим 1 ? С е ) в / 1 ^ С Я | е ) , е е .Ее . Черев 2 обозна

чим класс т е х множеств и з 2? 0 > на которых 1Г конечна. Этот 

класс упорядочим, считая, что а, -6 е равносильно а, с е • 

Конечно-аддитивную на ' %0 функцию и, назовем усиленно 

абсолютно непрерывной относительно Л , если выполняются у-

словия; 

Ш ДЫ, 4^ С<и,,е) - 0 • Ш Аляп, «г 6а-, е ' ) « 0 0 

х(€)+Ъ х * е * 2 

Если е б 22 0 , то функция ^ . е определяется равенством 

((*•*) (си) » ^ С а / е ) , а^€ 21 0 • Множество Ьси е с т е с т -
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венно упорядочи вы ется (СИ, стр. 179). Мы говорим, что г> € 

е Яга, сингулярны относительно Л , если пг(^) Л т • е ж О 

для всех е е ! , Если от С А , 5 ) -с + оо , то мы при

ходим к определениям абсолютной непрерывности и сингулярнос

ти, принятым в [Е]« 

§ 1. 

Теорема 1. Если (с с ..йго, , то существует единственное 

представление ^ « ^ 4- (ь0 9 где $ил усиленно абсолютно 

непрерывна относительно А ш (^о сингулярна относительно 

Л . 

Докавательство использует теорию полуупорядоченных про

странств С 31 • Кык известно, Яга, является X -пространством 

или, что то же, (условно! полной линейной структурой ([11, стр. 

180)• Если в качестве нормы элемента р, е Лга, веять 

4г((С*.,8) то Лга будет так назяваемым ХВ -пространством. 

Это следует ив общих результатов, приведенных в С3] (стр. 215, 

21?)* 

Черев УЛ ( г ) ж V* С 5 , -Е , т ) обозначим множество 

функций, удовлетворяющих условиям А1) и А2). По А2) для любо

го ъ -> 0 существует такое множество е е 2и , что 

^ Г^^ е ' ) < е . Ив условия АЛ. > следует, что р, • е абсо

лютно непрерывна относительно Ъ • е . Функция, абсолютно*не

прерывная относительно ограниченной функции,. сама ограничена 

([5] , стр. 529 )• Таким образом 1 г ( ^ , е ) < 4- оо . Следова

тельно, от ((&, 5 ) •< 4- оо . Итак, УЛСх} с Лга, .Опре

деление множества V ( ^ ) ^ данное здесь, эквивалентно 

приведенному в [4] (стр. У). Там же докавамо, что ото миожест-
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во является подпространством пространства Яга> « Ив резуль

татов, приведенных в [6] (стр. 21) следует, что У"1(т) та

кже является ХВ -пространством. 

Очевидно, что лг ((/и) 6 лг (*>) е V1 (ъ) влечет р, е 

в V (ъ) (т .е . У^Сг) нормально содержится в Яга, ). Если 

ХВ -пространство нормально содержится в другом ХВ -про

странстве, то оно является его компонентой. Это утверждение 

по существу доказано хотя и не сформулировано явно в [ 3 ] (стр. 

222, артикул 2.63)• Таким образом, V* (ч?) является компо

нентой пространства Лга> . 

Множество функций о> € Лг а, , сингулярных относитель

но А , обозначим через У • Докажем, что если о> е V и 

6~ с У^Сч*) , то лг (-о) Л лг (& ) ж 0 (т.е. множест

ва У и У*(ъ) дизъюнктны [3] (стр. 32)). Пусть сначала 

<У » 35 «х.(, ^ • е^, , «ч с 21 , А, ж А 9 Ь Сг) , множества е^ 

попарно не пересекаются. Такие функции в [41 называются сту

пенчатыми. ПОСКОЛЬКУ ЛУ (&) Л ЛГ (*)> ) ж 

**(&/*•/г • е. ) л V С») ж) %/х./(?'е.л<г('»)) 

(133, стр. 27)) и х • е^ л V (•») • 0 , то лг(ег)л тг(т>) - 0. 

Для произвольной функции б0 е V1 (ъ) существует последова

тельность ступенчатых функций $ 6 ^ } , сходящаяся по норме к 

б0 (1.43, стр. 9). Так как операция Л непрерывна (СЗЗ, стр. 

211), то из ЛУ С1>) л лг (&т>) ** О следует 4г('») л 

Л лг (& ) =» О 0 Обратно, если яг(%>) лпг(€Г)т 0 для всех 

& с V 4 1?) , то в частности лг (т>) А X • е -»0 при лю

бом в в X • Следовательно, о> 6 У • Это означает, что V 

является диэ АШКТНЫМ дополнением компоненты У* (х) . 
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Дизъюнктное дополнение компоненты само является компонентой! 

и ети две компоненты обраэуют разложение исходного простран

ства (1319 стр. 63, 66). Теперь из общих принципов теории X -

пространств (см.[33, стр. 66-67, а также стр. 35) следует, что 

каждый элемент ри е Яга* единственным образом представим в 

виде (И* ** {и>4 + (К* , где ^ с У*(ъ), (Л0 е V . Теорема 

доказана. 

§ г. 

В этом параграфе вышеизложенное применяется к теории про-

странства. У^Съ) . Мы охарактеризуем элементы, этого про

странства, в терминах упорядоченности. 

Заметим сначала, что при каждом е в ?Ии0 множество функ

ций впдв (О, • е , (и, е- Яга, является компонентой пространства 

9уа> . Черев Р е обозначим оператор проектирования на эту ком

поненту. Оператор проектирования на компоненту У (ъ ) обо

значим через Р . Отметим, что если ^с е Яга , то Тг <и* » (м • е 

ж Р^а. яг р,л % где м,^ усиленно абсолютно непрерывная часть 

функции (Сс (см. теор* 1)* 

Теорема &. Если 0 ^ 1) 6 Яга> , то Рг> » /ыл^ь 4о> л /п.г. е ? , 

где л и ^ берется по всем е е 2 и т . в? 4 , -ь со • 

Доказательство. Поскольку 0 а* 1> А т V • е в У"*<4: ) , то 

из определения оператора проектирования (С31, стр. 63) следует 

V А т . 'Г • е ее Р*>> . Поэтому *шлр Ч ^ А л г т - е З - ^ Р ^ . 

С другой стороны, применяя формулу (1 .8) из Г4Д (стр. 4 ) , мож

но заключить, что 0 4* Рэ> б УЧЧ?) влечет Р » » л>Отг <Рэ> - а ? 
си с X 

или, что то же самое, ? о> ж ъи^ь 4 Р ^ Р*> ? # Пусть 

21 Се) ж* 4си: а, е 1ги у а, с е } , Функция 'Г • е является 
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единицей Ц З ] , стр. 8У) пространства У* Се, 2 Се) , ^ • е ) 1 

ш Р е р!> принадлежит этому пространству. Применив лемму 

IV*. 2 .1 из С7] (стр. 97):, получим 

Р е Рз> =» киль { Р- Р ^ А л г ' С - е ! в л>и#, < Рэ> А /П, г • е 3- . 
т.' в лъ 

Поскольку р!> « АШ1 -СРеРг> ? и Р» ^ )) , то 

Р*> <•= .ъи^ < >> А /п X • е Ъ , Обратное неравенство било полу-
е^ ль 

чено выше. 
Следствие. Если 0 & » € Згси , то т> в V-1 (ъ ) 

равносильно о> в ьтр, ^ д/П/Г« е } . 
е,/п̂  

В дальнейшем операция А рассматривается в упорядо

ченном множестве всех функций, конечно-аддитивных на 2и0 

Теорема 3. Если 0 & V е Лгси } то Р*> является 

единственным минимальным элементом множества 

Ъ**\<и,:06р,ё:», ( ) > - ( « . ) л г =г 0 } . 

Доказательство. Пусть 0 -г /а «г Рз> к (о> ~ (/,) л г «• 0 . 

Поскольку Р:*> - ^ ^ *> ~ ^а , то С Р>> - <о< ) л* « 0 . Тем 

более С ( Р ' > > - ~ ( а , ) * е ] А ' е - е « 0 при всех е е 51 . 

Так как 0 & С?» - <«,) - е с 1/"Чг, 21 Се), г- е ) « У*С*г- е ) и 

'Г. е является единицей пространства V1 (ъ • е) , то 

(?т> » ( С 4 ) » е я 0 . Итак, С Рад) Се) * у, Се) при всех е в 21, 

т . е . Р?> в («- # Это значит, что Ра> является минимальным 

элементом множества Б • 

Пусть» $ а» лтит* Е , Посколку Са>~- 0 л Р>> ) л Г а* 

= С Со> - Р » ) л г ] у [ С г > - 0 ) А ^ ] * 0 и ^ / \ Р а > ^ » , то 

в* А Рэ> б Е . Из в' /\ Т*> & Рэ> следует (по первой части 

доказательства) б А ? р ж Р*> э что равносильно Р^ -- ^ , 



Отсюда ?з> ш & } ибо б минимальный элемент В -

Следствие. Дусть 0 & а> с > а - . Тогда: 

1) ?> С V4 (ъ) , если и только если 

2), 0 -6 /о, ** Р>> , если и только если 0 * рс & V 

и. ^ с Г ^ г ) ; 

3) 0 *-* /об ш Ра> , если и только если ль е V (4г) 

И ()> - (Сб) Л Г «• 0 . 
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