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Commentationes Mathematicae U n i v e r s i t a t i s Carolinae 

15 ,1 (1974) 

ELEMENTS .FINIS ET L'ESTIMATION DE L'ERREUR INTERIEUR DE LA 

CONVERGENCE 

J a r o s l a v HASLINGER, Praha 

Résumé: En u t i l i s a n t l a r é g u l a r i t é i n t e r n e , J .A. Ni t -
sche a é tudié dans% C1.J 1 ordre de la convergence des so lu­
t i o n s de Galerkin a 1 i n t é r i e u r du domaine J l . I l exige, 
que c e r t a i n e s c o n d i t i o n s , concernant des espaces S^ , s o i ­
en t s a t i s f a i t e s . Le but de ce t r a v a i l es t de démontrer, que 
c e r t a i n e c jasse -C Sjjv 5 » assez u t i l i s é e dans la p r a t i q u e , 
s a t i s f a i t a ces c o n d i t i o n s . De p l u s , on u t i l i s e i c i s eu le ­
ment des versions l o c a l e s de ces p r o p r i é t é s . 

Mots c lef : é léments f i n i s . 

AMS, Primary: 65N30 Réf. 2 . 8.33 

§ -•• In t roduc t ion . So i t i l c E ^ un domaine borné. 

W C i l ) ( f â 'f, i?e 15 0 e n t i e r ) s i gn i f i e l e sous-es­

pace des fonct ions de 1»^ (SI) , dont l e s dérivées généra­

l i s é e s jusqu ' à l ' o r d r e Ms sont des éléments de V^(Sl) . 

*W '^(SL) e s t muni de la norme suivante : 

(1.1) li/y IL . « < £ InriT^J^ 

où 

( 2 . 1 ) Inrlf' n = [liïârtxïfcLx . 

K 3) rtr* c* x ) il e s t l a norme de l ' a p p l i c a t i o n ^ . - l i n é a i r e , 
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symétrique J ^ r C x ) : (E,J* l—*> E , c 'es t -à-d i re : 

<4b il f i l , . . »f*ll 

T l ^ ^ C i l ) s ignif ie la fermeture de •&(£ ) pour la 

norme (1.1) . 3) ( Ù. ) est l 'espace des fonctions indéfi­

niment continûment different iables, à support compact dans 

i l . Pour 2 espaces de Banach X, y &(X>y) s ignif ie 

l 'espace de toutes l e s applications l inéa i res , continues de 
A 

X dans y . Soit jli c E ^ un ensemble quelconque. On 
dira , que Jil c E ^ est équivalent à Ji (et on écr i ra 

A # 

i l "^ M )» 8 i l existe une application F affine, in -
A . 

versible de E ^ dans E ^ telle que M « P C M ) . Donc P 

est de la forme P# =- B$ + JZr avec B e ̂ CE^E,*) in-
A 

versible, iy C E/n, . Soit P un espace de dimension f i -

nie des fonctions, définies sur le domaine SL c E ^ . Pour 

i l '•v $L on définit l 'espace P de la manière suivante: 
(4.1) ?* <Jp>.3$ € P , f . f o P " } , 

où P " ect l 'appl icat ion inverse de F ; F ( i l ) m i l „ 
A A 

Evidemment dt/nv P «r «(x/nv P » Jf ( P ) . En supposant 

que $ c * * • * » * ' C A ) on a P c W ^ + ^ C i l ) s i 

la frontière F de i l est assez régulière (cf. C 31 ) . 

§ 2. Lemmes 

Lemme 1 (1 inégali té inverse). Soit i l c E ^ un do-
«A» 

œaine fixe, il ̂  il . Alors pour chaaue AT* € P ; 
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(1.2) l / f l . , A . É ÊI3-V+*. I B I * ! ^ . » 

où Z m $ CJk>, /n, , Jf* , SL9 )((]/)) est une constante 

indépendante de ir . 

Démonstration: On démontre facilement (cf. £2]): 

(2.2) J 

£m 0,4,..., Jk+4 , 

pour chaque w € W**4**' (il) avec /ir* ft • F~ . De (4.1) , 

(2 .2 ) , et du f a i t que Jtf ( P ) -<-- <x> , on obtient pour nr 6 P: 

Remarque 1*2. On désigne par &, (resp. Jh/ ) le dia­

mètre de i l (resp. de i l ) et par JD (resp. p ) le ma­

ximum des diamètres des sphères contenues dans SL (resp. 

i l ) . Si p > 0 , l'estimation suivante est connue (cf. 

C2] ) : 

I B I * - ^ , »-<!-*£ • 
ç> S" 

Alors: 

Jh? 
(3-2) ' " W . * * c ̂ r1^1*,̂  ' 
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Remarque 2,2. Soit oo > 0 . indépendant de Jh/ tel 

que 

(4.2) -£- £.et • 

D'ici et de (3.2) on obtient: 

Remarque 3.2. Le résultat analogue à celui de (1.2) a 

lieu aussi pour des éléments finis courbes isoparametriques. 

/s s*. 
Faisons maintenant le choix plus spécial de il et P » 

Soient a ss-fa^j,^ Jf pointa distincta de E^, et 

. -Û. » K » co-n/w f 35 ) -- enveloppe convexe de 2* . Dans 

ce qui suit on va distinguer 2 cas: 

S\ «""S 

I* X. est le m* -simplex dans Z/>v et P » P^, est 

1 espace des polynômes de degré <£ Jfa en /7V variables. 

Soit S! ^^Qs^XfwA ? Si ~ S ,. c'est-à-dire FCa^)=* &i , 

<\s m \ 9 . . . , H y F affine inversible. Alors IL ** F(K)=* 

*• ccnw CS) est un ni*- -simplex dans E^, . Supposons qu' i l 

existe l'application, fift e ât ( V * * 4 ' ^ ^ ; , V^^fJC;? , 

0 -£ nrn/ & M* 4- 4 et tel le que f"rg tr ** AT pour chaque 

# « Pjte, . Définissons l'opérateur nK e A C W^'^CK) , 

ï ^ x » par n ^ « n ^ ^ , où rÇîr » nK/îroF « 
L'estimation suivante est connue (cf. £23)s 

(6.2) l/ir- n./irL ^ . £ civ l/irl. . ^ „ ,• rire F l Œ), 
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si la condition (4.2) est satisfaite. 

Lemme 2. Soient CÔ e C°°(X) et fî̂  e & OU***9*'(% ) , 

V * CX)) , 0 é n/ru 4* M/ + 4 comme ci-dessus. Alors pour 

chaque /v e P il existe cp e P tel que: 

(7.2) I W - Ç P L , ^ *- C*v »^V,^K 

si la condition (4.2) est satisfaite. 

Démontration: en effet, 51 suffit de prendre <pm ïl^(conr) , 

De (6.2): 

Parce que P » F ^ on a J trCocJa 0 pour chaque /ir* e ? . 

D'ici: 

d'où l'assertion du lemme. 

II. (Le deuxième cas.) X est le parallelotope dans 

Bfft . Ici on prend P s SJU , où 3 ^ est l'espace de po­

lynômes de degré 4s Jk/ par rapport à chaque variable. 

Soient Si « io/^l^ni >%'*&) c'est-à-dire F (£4,) » a,^ , 

i s l l , . , , , X et supposons que la matrice B de l'ap-

plication affine F est diagonale. Autrement dit,X»FCX) 

est un parallelotope dans E^, . Soit lift 6 é&CW**''*'CX) , 

Ïm,1î/(K)) ; 0 -é /TTV *£ Jfc, + 4 , laissant des polynômes 

de Q,jfc, invariants: !Î^ ̂  9 % pour chaque # g Sj^ • 

Si on définit n KcitCY**<'*YX>, W ^ ' ^ C X ) ) par 
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Hu/ir =- f\$ fr e t la condition (4.2) es t s a t i s f a i t e , 

alors (cf. C2J): 

(8.2) l-V. nK^U,^>K * oH Zvljk+^x , 
X 

0 & /m- & h> +• \ 

avec tv2* . . K " I - ^ + ^ ^ > - ^ x , 

<£ »S »A 

où. e . . . & forment la base canonique de E ^ e t 

. < * . C c ^ , . . . , * * , ) . ^ V t e K C e ^ f ' , . . . , Ce^) ^ ; es t l a 

valeur de la forme ( & -K 4 ) - l i n é a i r e symétrique, appl i ­

quée a «sC/̂i vecteurs e^ , . . . > e*-^ vecteurs e ^ , Jl 

est l'ensemble de tous l es mult i- indices de longueur Cte.-M) 

ayant une seule composante non nu l l e . 

Lemme 3. Soient cù 6 C (X ) , Ufi e et CW CX ) , 

W ^ ( X ) ) comme ci-dessus. Alors pour chaque ^ e P 

i l existe <# s P t e l que 

(9.2) l ^ - ? L ^ k
é ^ JliHL ^ .. 

•m,.-jî-,K fr,ji9i{ 

s i la condition (4.2) est sa t i s fa i t e* 

Démonstration : Dans ce cas spéc ia l , û ^ res te inva­

r ian t par rapport à l ' app l ica t ion P (avec 3 diagonale). 

On vér i f ie immédiatement, que <p -s fL (cûny) s a t i s f a i t 

à (9 .2) . 

Soit SL c E ^ un domaine polyédrique, borné, de 

frontière V . Etant donné un paramètre J-Jv *" 0 . destiné 
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à tendre vers 0 9 on associe à ku une triangulation ^ 

de .S s -S s'exprime comme étant la réunion d'un nombre 

fini de m, -simplexes X.J, fermé, avec des propriétés usu­

elles Ci » 4, ... > JfCJW) . Soit JhJi le diamètre de X4, 

et p£ le diamètre de la sphère inscrite dans Xjj,- . On 

suppose que h,^ & Jh, f <i> m 4,2 , .*., îl (Av) est que iS^i 

est une suite régulière de triangulation de il , c'est-a-

dire: 3 oc ->• û ind. de Jh> tel que: 

**£ 
/7TLOJ6 - -Es. 06 

Si la frontière T est un polyèdre à cStés parallèles aux 

axes, on utilise une suite des quadrangulations i&fo,} avec 

les propriétés analogues comme dans le cas précédent. Des 

raisons de la simplification des notations, on va utiliser le 

symbole commun 7^ qui signifie ou la triangulation ou 

la quadrangulation du domaine ±L , suivant le cas» Associ­

ons a chaque Tj^, l'espace de dimension finie -b^ 1 défi­

ni de la manière suivante: 

(10.2) S^iny,^reC ClDnl^' Cil), nrJKt e P, VX^ e ̂ î , 

avec P sr Pj^ dans le cas de la triangulation et P » fl^ 

qui est associé a P « û ^ par (4-.1) dans le cas de la 

quadrangulation de. JX • Enfin on désigne par 

n K. s ACV**^CX.) ^W^'^rX. ;; l'opérateur avec des 

propriétés précédentes sur chaque X ^ e T'^, • Supposons 

que l'application K^ définie par: 

JC^w s n K t tir* sur chaque X^ € T'^ 
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e v une a p p l i c a t i o n de 2.JL ..n^^l J"1 JJh/J cian» o ^ 

VI u ( G , ^TjfJ ) ( a v e c G c E ^ un d o m a i n e b o r n é , fi> & 
>--
2: 4; 3. -£4 entier) signifie l'ensemble linéaire, des 

fonctions avec cette propriété: 

ayant une famille { ?«} correspondante à A —•%- 0 

telle que 
MCJW _ 

,U[X^ 2 S pour chaque A , a l o r s : 

»'"'- RK/ L,^K. * C ^ ^ W , * t » ^ mv ^ ^.+ <f 

et pour chaque X ^ S G . Evidemment si (î est un po­

lyèdre, on peut prendre A &%J\ tel que 

NCfe) 

Lemme 4. Soit «r eW '^(SDn V^^CSL^tfj^) (M, & 4) 

avec A>ujifi (/v)s? H* c SL . Alors i l exis te 4 ^ « S&, t e l 

que 

Jk+4-£ 
(11.2) l ^ - ^ l ^ ^ e * g ' ^ W ^ I U , 

et 

(12.2) cUttt C H \ / U 4 ^ C/i^>) é Cil, , 

où c est une constante indépendante de M, . 

Démonstration: on obtient pour n^ « ^-^ 'f 

, v -v 'L^ ^-vC*,*.-- c^ ?>C ,̂v 
De plus, de la définition de x« on a: 

92 -



6ÀA& (ÎÙ} /fcû vfv (H,* W)) se cJfa pour ;0v a s sez p e t i t . 

Remarque 4*2. Si /V e F ' C i l ) on peut é c r i r e 

dans (11.2) 

(13.2) H o r - t V V ^ ^ * c ^ " ^ - M ^ - O . 

C * « 0 , 4 ) . 

Lemme 5. Supposons que nr e W ^ C i l ) n 7^» ( i l , - f .T^}) n 

lTfl C i l , , « i f*}) , ^ > ^ 2 H , i l , c i l e t 
&,/fv 4 ' ^ > ? 4 

i l2 C cil, , (<===> i l a C S 2 C il^ ) . 

Alors il existe nr e S« tel que 

(U.2) . « r - ^ ^ x j . ^ c^+ '~* S ««'ifcV^.Ki 
"V 

et 

(15.2) I W - ^ J ^ ^ C*v | ' ^V^.^K. 

c * - o ,o 
pour Jh, assez petit. 

Démonstration: En e f f e t , pour /irj^ =r ^ ^ " l e r é s u l ­

t a t (14.2) v i en t du lemme 4 . Désignons par .£* -* U X. .Alors 

i l c i l pour h/ assez p e t i t e t 

- • «t» n 

Lemme 6. Soit /»r e V0 (Si) n \ . C il^ , i ̂ 5 ) , .fc as 4 , 

il̂l c il et il. c c il , Alors il existe y^e S^ tel 

que: 

(16.2) Il rir - rtfc, IL M ft * 0 pour >i, — > 0 
%\> i,/fv,.u. 
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(17.2) 11/V-rorL . ft * cJh> * "* 2£ H^H .fc .x^^ K. 
4. T 

$ « 0 ,4 , . . . 9 * + 4 . 

Démonstration: Construissons un recouvrement < Q^'iml 

de H. t e l que 0t D i l - SLA , 0 t n SL% -» # C t » 4 , . . . , X ) 

et i l a c c 0 ^ c c il^j « Soient q?t des fonctions 

donnant une décomposition de l ' u n i t é pour SL correspondan­

te à A 0. L _ / . On peut éc r i r e : 

»M 
ñУ ж % nr> , ĄF ж <v . g>. 

t*4 i ? t ^ t 

I l est évident que ^u,> •* i r dans un voisinage de i l ^ . 

Parce que n ^ e V ^ C O * ) ( t « 4, 2 , . . . , -N ) , on peut t rou­

ver une sui te { y£} , g^ € «Z> ( 0^ ) t e l l e que 

l ' ^ - <&. IL * A — * 0 • Pou* 51 —* 0 . 
* ^* 1HnC(£ 

Posons V « S 9 4 •+ iT -̂M . Alors: 

i,/fv,Ji ^5.4 t ^x- ii-n-»^ 

pour A —* 0 • 

Soit 4 3 & Î une famille associée à K—> 0 . Alors 

pour Jb assez p e t i t la condition suivante es t s a t i s f a i t e : 

X ^ ^ + JÏ - — > X 4 n C i l - i l / î ) - ^ CX^ e V 

On s a i t que nr e ^ ( SL^ , i tf^J ) d'où i l vient: 
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«W+4 e W-V **?) <**** de %+(SL. <*V >• 
De (11 .2): 

jQt+4--^ 

H * 4 - V Ï - H ! "4.4H-0. * C ^ K? " ^ »*.H,*-K, 

* C J P l / ^ t S o >^ l A-v4 A K- e t 

^Lfvfu(K^ArH .) c c J l ^ pour J?p assez p e t i t . 

De même: 

!l</-,t q£il. „ « H q ^ ^ ^ L , , «-^ûJ^^lgflL^^-, 

N 
Вовопа ^ = ^ ^ 9 * + К>ь*гн+4 * *-,. S Ł • 

Alors 

• lt*- v^K,*,*. * -^- r w.-- +
tfv -**-** 4 w,<>* •*-

+ H+-T W l •*,*,-! - * ° pour A, A - * 0 , 
d'où (16.2) . 

Maintenant: 

C i - M ) 

d'où (17.2) et de la même façon (18.2) . 
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3* Estimation de 1 ordre de la convergence a 1 in­

té r ieur i l 

* % Considérons le même problème, comme dans Cl] , c est-a-

di re : 

(1»3) — àM, s £ dans i l c E^ 7 Si polygonal 

ir 
sous l e s mêmes hypothèses sur la régula r i té de la solution 

de (1.3) : 

( i ) pour £ e L Ci l ) la solution ÀJL, appartient a, 

^A(SL)n^(îi) et 

(2.3) «*« â , i , A ^ l l f W • 

( i i ) Si il^-s Jxjupjy (£ ) c c -il e t i l a c c i l^ c i l , 

alors la r e s t r i c t i on ÀJU sur i l — i l ^ appartient à 

*W ' Cil - i l , , ) ( X ind.de Sl^ 9 i l ^ ) et 

(3.3) IM, 1. « f t o ^ c l f l . . . • 
a,Q,.Xl-Jl^ 0 , 2 , i l a 

Remarque 1.3» La formulation faible de notre problème 

est la suivante: trouver AJU e "WQ ' C i l ) t e l que 

(4.3) û,Ctt,/ir) « [f.irdxcL/u, V t i r e f^ ( i l ) , 

où aCu, , / i r ) = f < y a u £ ^ . <yaul nr dx d<#> . 

Si i l c I>2 es*t ^Ï- polygôn convexe, a lors les deux condi­

tions ( i ) , ( i i ) sont s a t i s f a i t e s (cond. ( i i ) avec X =- 1 

par ex*). 
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Remarque 2.3* En ce qui concerne de la régularité in­

terne de la solution de (1.3), le résultat suivant est con­

nu (cf. T3J): 

soit £ e W 'Cil) ( £ > \ entier). Alors 

Ai, e Ttf ' (Si*) pour chaque sous-domaine i l 1 c c i l . 

On cherche *u^ € Sj^ t e l que 

a.C^c^,4r) » J* £ . nrdxdty V/tr& S ^ . 

Lemme 8 

no. 

. Soient i i ^ , 11^ des domaines, i l ^ c c J l ^ c 

c i l , *,mW?*(JL)n'WH+4'*CJLéî) (h * V , < ̂  } 

l e système des espaces de dimension f in ie , introduit par 

(1C.2) % H,JL l ' appl icat ion de 

Alors : 

( 5 ' 3 ) l * » i > . . A / 6 * ' , * ^ + 0 f c , - ' l H A S * B * ' " * W 

où e - s / U - - ^ et e est une constante ind. de Jh • 

Démonstration: c 'es t une adaptation de la démonstra­

t i o n présentée dans Ci l . Soient i l a c c SL^ c c 

er c i l ^ c c i l ^ c c SL^ et a>Cx) c S> CJ1> , 

0 â coCx) é ' I e i 

^ 4 x « .Ha 

a>Cx) - ^ 
\ 0 x € .XL - JX?ft -
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Dans ce qui suit l e symbole %. s ignifie l e produit 

fycù . On a: Zw CÛ(4JL-AJL* )œ (&-\J^)-(fi^%fo&^+&^'& , 

où ]L m A CW*9*(IL) m S» ) est défini par: 

(6.3) OL,(U,,W) m a^CJL AL,nr) Vnr a S^ . 

En util isant l e s propriétés de TLj^ et de l'espace &j^ 

on obtient: 

(7,3) l*-vftw*ft ,a'^'a^-s*<^*' ," l'^*•^ ' 

4,2 
Parce que Xt^ e Wfl CIL) o Tfc>a C I I , 4 T^i ) (notons, 

qu'en général u, •> ¥ fc'4CH)> JJt 2 2) , d'après (7 .2), (resp. 

(9 .2)): 

*vv*w*c "V V^W * 

prenant en considération que -fcufifi/ («^S-fc, ) c c S2^ pour ..#»/ 

assez petit» Associons à AI la fonction It^ e S ^ avec 

les propriétés du lemme 6# 

Farce qae Uj^,- At^ e Sjfc, on peut utiliser (5.2) avec 

û s ^ 6 ^ . Alors: 

(8.3) c ^ . f ^ 1^VK M.-»
 c Ac-f-O.;11 -̂ V**../ 

+ °*%.S*lVi4'l-».«.iU+ ^«^,-,-X, • 
Examinons tous les termes dans (8.3) 
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(9.3) ^ . - ^ »*%- VW- . ' 6 cJh- Kr V*,-,-4 é 

« o * l l u ^ - - * \ifSL, + o * U - 1 1 ^ L ^ ^ é civ Ile l < A A ( + 

+ ch^V V.H1.-1 f d'apràf t Q r ' 2 } ) • 

Enfin (d'après (18.2))t 

(10.3) cJh Z , I I U ^ - ^ U ^ ^ . * e £ * ' S ^ - - - - W . - . K * * 

- 8 * jW+4,a,.v, • 

De (8.3) , (9 .3) , (10.3): 

(11.3) ft^-J^»^ * cA, « • - . , , « , ^ + «•*> • " ' W A , ' 

I l nous res te à estimer II IL % 1̂  ̂  a s 

(12.3) 1 1 * * 1 ^ * c L a C K ^ g , ] l A g ) 3 -é 

& c ^u^i^CX^S'.çp), c e S^> l9K%fa. * 43 ' 

De (6.3) : a, « l ^ K , 9 ) * a, Ce, y ) Vg> e S^ -

En u t i l i s an t la formule de Green on obtient: ' 

eu (&>çp) *>&(*,<?)+ a, (ef<v) , 

où w est la solution du problème: 

- Air s 2 oU/ir Cep. qbadafi+y.ùû) dans XL 

De la défini t ion de l ' e r r eu r e s au(e>fCf)** <*>Ce,çp-"VjJ 

pour chaque tr^s ^ . Si on pose ^ » l % y o n 0 D t i e n t : 
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*&H l e ll^a,^ • K S ^ Il g» l f c | M t .6 cfe I e U,i, A , • 

•K5--',ll9,|l','a'Ki ^ c i v , l e W i • l , ? l W ' 
Les domaines -QL1].-, J2 - Jl* forment un recouvrement de i l # 

Soient ûfy , gpa la partition de l 'uni té , corresppndante a 

ce recouvrement. Alors AT » ir} + /ir̂ , avec 4% s /tr<g^ 

U=492)} AU^it^) <=> c i i " , / i i o ^ C ^ c c i l - i l * . 

lcuCe,<ir}| ^ l a C e , ^ ~ / t ^ ^ > l + I a , C e , ^ - ^ / t r a ; I 

(13.3) l ^ ( e , i r r ^ ^ ) U c I e i ^ ^ . K - ^ ^ W - * 

(14,3) l a C e ^ V ^ ' ^ W ^ ' V ^ 1 ^ * 
en utilisant les hypothèses (i), (ii). De (7*3), (11.3), 

(13.3), (14.3) on obtient l'assertion du lemme. 

Théorème 1. Sous les hypothèses du lemme précédent on 

obtient: 

U5'3) U^^^^^iA,^ ^^k^ ' 

Démonstration : par récurrence par rappot aux domaines 

«-l̂  on obtient l'assertion du théorème. 

Exemple. 

- A-u, m £ dans il , il c E ^ un polygon convexe 

*\ » 0 , fcW^Ol) . 
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Alors u, eWf>2(SL) nWZ>2CSL)n W*A(JL>), il* c a i l . 

Spit {&&,} une famille régulière des t r iangulat ions, as­

sociée à Jfcv —• 0 . Nous partageons les t r iangles X^ c Tj^ 

en 3 groupes d i s jo in t s . Le I e r groupe est formé par des 

t r iangles , dont au moins un coté f a i t une part ie de V . 

L'espace P associé à t e l t r iangle est ? m ?^ . Dans l e 

deuxième groupe se trouve chaque t r iangle , dont au moins un 

côté est commun aussi pour un t r iangle du 1er groupe. Ici P 

est le sous-espace de P^ des polynômes, dont la trace sur 

l e côté commun est une fonction l i néa i r e . Tous les autres 

t r iangles forment l e troisième groupe. A chaque tr iangle de 

ce groupe nous associons 1 espace P s P^ , Dans tous ces cas, 

flk , V s ignif ie 1 interpolation de Lagrange de la fonction 

/\r sur X^ € iTfo, à l ' a ide de l 'espace P . Si on définit 

Sjk par (10.2) > toutes les hypothèses du théorème 1 sont sa­

t i s f a i t e s . Spécialement, K^ est l ' application de 

^ H , i 3 ^ î ) n %ACSL\ * r j > , i l ' c c i l fixe. 
On obtient: 
ll*-<vW -^""W 

e t 

pour M, assez petit ,( il c c il ) • 
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