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Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae

15,1 (1974)

ELEMENTS FINIS ET L ESTIMATION DE L ERREUR INTERIEUR DE LA
CNNVERGENCE

Jaroslav HASLINGER, Praha

Résumé: En utilisant la régularité interne, J.A. Nit-
sche a étudié dans [1] 1 ordre de la convergence des solu-
tions de Galerkin a 1 intérieur du domaine £ . Il exige,
que certaines conditions, concernant des espaces S; , soi-
ent satisfaites. Le but de ce travail est de démontrer, que
certaine classe { S 3§ , assez utilisée dans la pratique,
satisfait a ces conditions. De plus, on utilise ici seule~
ment des versions locales de ces propriétés.

Mots clef : éléments finis.
AMS, Primary: 65N30 Ref. %. 8.33

§ 1. Introduction. Soit N < Em« un domaine borné.

Wh’fb(ﬂ) (p =z4,% = 0 entier) signifie le sous-es-
pace des fonctione de LT (Q) , dont les dérivées généra-
lisées jusqu' 2 1 ordre % sont des éléments de LT(¢Q) .

W*’"fv(_Q) est muni de l2 norme suivarite:

R 1),

~ -
1. = € . .
(1.1) u”"h,ap,ﬂ <§;=20 lm‘m'ﬂ,&
ol
(2.1) lor It = [10% GolPdx

i, ‘a

ND¥ e ()l est la norme de 1 application 4 -linéaire,
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symétrique Yorcx) s (Em)" —E, ¢ est-a~-dire:

D lx) (¢, §%)
1§'h... h§¥I

¥
IR =D
(s¥eE,) .

W‘:"”(Q.) signifie la fermeture de & (Q) pour la
norme (1.1). J( Q) est 1 espace des fonctions indéfi-
niment continfiment differentiables, & support compact dans
{ . Pour 2 espaces de Banach X,Y & (X,Y) signifie
l'eupace'de toutes les applications linéaires, continues de
X aans Y. Soit M < E,  un ensemble quelconque. On
dira, que M < E,, est équivalent a ﬁ (et on écrira
N~ K ), 8°il existe une application P affine, in~ ’
versible de E, dans E, telle que M = F(M) . Donc F
est de la forme PR = B& + & avec B € £(E,,E,) in-
versible, & € E, . Soit ? un espace de dimension fi-
nie des fonctions, définies sur le domaine .6. c E, . Pour
O~ ﬁ. on définit 1°espace P de la maniere suivante:

-1

A _3 A
(4.1) P={p,3R e, p=pnelF ¥,

on F-1 est 1 application inverse de F': F(ﬁ) =0 .
Evidemment dim P = oim 1?’ =N (1'5) . En supposant
que PcwrHhrf) ona Pc W™t (n) si

A IS -
la frontiere T de § est assez réguliere (cf. [3]).

§ 2. Lemmes

" ~
Lemme 1 (1°inégalité inverse). Soit L < E, un do-

o
maine fixe, 2 ~ Q . Alors pour chaque " € P :
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< CIBE . 1B 1w,

(1.2) ""'é+4,4».a %,

3." [ PRTPIN A 2

s A ~ ’ I~ A
ou & =cl(h,m,p,Q,NCE)) est une constante
indépendante de 4 .

Démonstration: On démontre facilement (cf. [2]):

12

. »
o2 inds & 1BIP 1det B " ol o

Az U A
l”g%&élBlauwmhﬁv%mﬂ

é,= 0,4,.-., k+4 )

pour chaque ar e'W'*""""f"(.fl) avec &= A o F"4. De (4.1),
(2.2), et du fait que N(P)< oo , on obtient pour a¥ € P2

4
2Py

$+,n,0 &

I”’é""h{"i

. 1
2B det B M15

22 1"t B
g+1

1317 ol

<2151 ima

'éa’f‘sﬁ-
Remarque 1.2. On désigne par 4 (resp. :0: ) le dia-
métre de Q. (resp. de Q. ) et par @ (resp. @ ) le ma-

ximum des diametres des spheres contenues dans L (reap.

A ).si @ >0, 1estimation suivante est connue (cf.
[21): -
~
M | "
IBle = , IE14 = .

® @

Alors:
»%d'

(3.2) 14"51-4,4»,.0. £ ¢ Wl”'é"mn .
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Remarque 2.2. Soit o > 0 indépendant de A tel

que

(4.2) £ 2. .
M
D’ici et de (3.2) on obtient:

-1
(5.2) lar| £ch vl . o

3"4'4’4“’-“-
’V’EP, é—=0,4,...,k B

Remarque 3.2. Le résultat analogue a celui de (1.2) a

lieu aussi pour des éléments finis courbes isoparam'etriques.

~ e
Faisons maintenant le choix plus spécial de L et P .

2 N
Soient & = {&_‘-'34.‘_4 N pointa distincta de E, et
~ Fod A- ” -~
L=K=cor () 1 enveloppe convexe de =, . Dans

ce qui suit on va distinguer 2 cas:

1. X estle m -simplex dans E, et ? = P, est
1'eepace des polynames de degré < Mo en m variables.
Soit = ={a¢L§§,=4 , S~ S, clest-d-dire F(&;)=a;,
+=4,.., N, F affine inversible. Alors K = F(X)=
= conr (=) est un m -simplex dans E, . Suppesons qu’il
existe 1 application ﬁR € &(Wh%ﬁ(.ﬁ), WK,
0£m £ &R +1 et telle que ﬁk‘&?’ =4 pour chaque
% e Py . Définissons 1 opérateur My e RS atcidd'$) ,
W™K per Mw=fg# , oo M = Mo oF .

L’estimation suivante est connue (cf. [2]):

fo4l-m 4'4;4”
(6.2) lw=Tharl, . (&ch 10 gy ity ok 5 nreWk X,
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8i la condition (4.2) est satisfaite.

R+,

Lemme 2. Soient w e C¥(X) et ﬁﬁ e 2w ™R ;

W™ RN , 0£m £ & + 1 comme ci~dessus. Alors pour

chaque & € P il existe ¢ e P tel que:
Ryd-m
(7.2) """""ufimm,}( < ch n"’"n,—mK

si la condition (4.2) est satisfaite.

Démontration: en effet, il suffit de prendre = [Ty (war).
De (6.2):

R+l-m

- P
lewnr g:lmﬂmK £ e Ia.mrI“M"”_’K .

+4
Parce que P = Pp, ona Dh w(x)= 0 pour chaque € P .
D ici:
< |
Iwulem,K < ¢ (w) ""”h,op,K ,
d“ou 1 assertion du lemme,

”~

II. (Le deuxieme cas.) X est le .parellelotope dans
En . Ici on prend P = ah , ou d,,, est 1 espace de po-
lyndmes de degré < A&  par rapport a chaque variable.
Soient & = {aq‘}_gﬂ , 2~ 8 , c’est-a-dire F(&,;) =23 ,
4 =4, N et supposons que la matrice B  de 1 ap-
plication affine F  est diagonale. Autrement dit, X =FX)
est un parallelotope dans E, . Soit F\R € &C(W*’”’”Cf) ’
W™K , 02m £ R 4+ 4, laissant des polynOmes
de ah invariants: ﬁRR} = pour chaque % « ﬁ,,, .

si on aéfinit M, e & (WhHhrx), W™ (X)) par
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rTK), - ﬁR"A" et la condition (4.2) est satisfaite,

alors (cf. [2]):

A+d-m

(8.2) lar - nK'V Im,;ﬂ,,K £ ch E”Jk-b-'i,.ﬂ-,K 4
Dem < & +1
L4 *-1'4 n
avee  Loll, o= f02 wG0T dx

o -4
(M 03 = sum 1D G (e ), Cep)

ol € ees Em forment la base canonique de E, et

% = Cotgyereyctm)e D) Cegd Ty onsy (&) ™) eat 1a
valeur de la forme (k + 1) -linéaire symétrique, appli-
quée 3 v, vVecteurs e, ..., Xy vecteurs em,m. A
est 1 ensemble de tous les multi-indices de longueur (R +1)

ayant une seule composante non nulle.

R+1, A
Lemme 3. Soient waC”(J{), ﬁR e £ (W * 'fy(.‘}{),

W™K ) comme ci-dessus. Alors pour chaque 2 € P

il existe ¢ € P tel que

Bo+d-

m
< oh Nar il

(9.2) -
9.2 | war 9"m,4«.,n e,

si la condition (4.2) est satisfaite.

Démonstration: Dens ce cas spécial, ab reste inva-
riant par rapport & 1 application F (avec B diagonale).
On vérifie immédiatement, que @ = r'IK (war) satisfait
a (9.2).

Soit 2 € E,  un domaine polyedrique, borné, de

frontiere T' . Etant donné un paramétre > 0 ., destiné
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a tendre vers 0 , on associe a 4 une triangulation
dée : O s exprime comme étant la réunion a’un nombre
fini de m -simplexes X_; fermé, avec des propriétés usu-
elles (1 =4,..., NCAR)) . Soit A: le diamatre de X
et P4 le diametre de la aph‘ere inscrite dans X; . On
suppose que hy & f , L =4,2,...,N(h) est que{Ty}
est une suite réguli‘ere de triangulation de a s ¢ ‘est-a-
dire: Jdo = 0 ind. de £ tel que:

s max -i'i‘-’ £ oc .

Ai=4,u0, NCRY P4
Si la frontisre T est un polyedre & cdtés paralléles aux
axes, on utilise une suite des quadrangulations {R 4 ¢ avec
les propriétés analogues comme dans le cas précédent. Des
raisons de la simplification des notations, on va utiliser le
symbole commun ’fh qui signifie ou la triangulation ou
la quadrangulation du domaine ol , suivant le cas, Associ~
ons a chaque 4 1’espace de dimension finie Sy, , @éfi-

ni de la maniére suivante:
- 1,2
(10.2) § ={w,0r e CCAINW, (..Q.),arlx. eP, VK, e 5,3 ,
1

avec P = Py, dans le cas de la triangulation et P = Qg
N A ~
qui est associé 3 P = Rg  par (4.1) dans le cas de la

quadrangulation de. X . Enfin on désigne par

j Y
My, e &V * m(K.) ,Wm’%(K- )) 1 opérateur avec des
4 g v

propriétés précédentes sur chaque X € Tg,, . Supposons
que 1 application g définie par:

Ko v = l—l“:v/u' sur chaque X, € ?',v
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e ! une application de '”b.n‘-‘"” Sgpr) aaus og
?);'4“ (3, 4T} (avec G c E,  un domaine borné, # =
=4, 4 21 entier) signifie 1 ensemble linéaire, des

fonctions avec cette propriété:

ayant une famille { fh} correspondante a h — 0
telle que

N(R) —-

UX. 26 pour chaque . , alors:

a+d-m .
oy - ﬂK&(:r L, ch sz*llé Dem <& 4+1

P
k] K4 - L

et pour chaque X, & G . Evidemment si G est un po-
lyedre, on peut prendre { %, % tel que
Nt
L UX. =6, X, €F, 4=4,2,.,Nn) .

Lzq v

Lemme 4. Soit areW4'ﬁ(Jl)n 'U’h’ﬂ(ﬂ,{ﬂk}) (o z=1)
avec supp (v)=NR"c D, Alors il existe wp € S  tel
que

hi-g
11.2) M-yl 0 % ch KZ,:_"AHIQ"MML,K.;, ,
3=0,1
et

(12.2)  dist (Q', supp () £ ch

ol ¢ est une constante indépendante de S .

Démonstration: on obtient pour Wy, = g,V

Hl+1-3) 1~
Ny - *oo - " )
| ar K ﬂ?m’n E {ar HK,{‘” “g..mK_;é chr %’[”ﬂhﬂ:ﬂ;'&,

De plus, de la définition de Xg, ~on a:
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M(ﬂ',mo«%ﬂ-)) < ch pour 4  assez petit.
Remarque 4.2. Si w e w"“’“’cm on peut écrire
dans (11.2)

R+1-4
(13.2) N - %, \\é“%n £ ch llar "&,M,'ﬂ-,.n.

(¢=0,1) .
Lemme 5. Supposons que 4 e W n 7)‘;,’41(_0_,{:?:9,}) N

Voo p a1, >t =4, 0, D et

Alors il existe ar e ’S,Ov tel que

A
Ro+d-3
(14.2) Nw-ad o <ch E b D g K
et
fe+i-3 s I
(15.2)  Mw-agl, o o £ ch Ko, lar e+, K
(4 =0,

pour H assez petit.
Démonstration: En effet, pour wp, = i, le résul-

tat (14.2) vient du lemme 4. Désignons par N,= U X .Alors

Kind,+g ~
ﬂ‘ﬁ c IZ4 pour S assez petit et
v v i -4) v
- . 2z lay- . £ .
oy ”‘»;.”"a,ﬁ,nﬁ— lar "’h"’"am.na ch “4§-“=1 ”""’!uw,ml(;_

ey
Lemme 6. Soit wely ()Y , (2, ,iFe3), e =1,

Ry et .ﬂ.zc c _Q_4 . Alors il existe v e S, tel

que:

(16.2) lar - n)’%llmﬂ,_n_ —_—s 0 pour M —> 0
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h+4-

(17.2) o - Hﬂ')ﬁw £ ch Z 4 'Id"nh‘_‘_hh’ni
) XL PN
(18.2) Z  e-ag < eh = il ,
rnap G et

é=0’4’nc-,h+4 .

N+1
Démonstration: Construissons un recouvrement { 0, }*_

de ) tel que 0,>50- 4,O*n.0.2-ﬂ (t=4,..., N)

et Qo,ccl,4ycc, . Soient ¢, des fonctions
donnant une décomposition de 1°unité pour L correspondan-
a4 0, }N+4 . On peut écrire:
N+4
o= 2 fvﬁ 9 ’I); = V. 91: .

J1 est évident que ”N-M = qF dans un voisinage de Q.a_ .

Parce que w7, € Wﬂ’z( 0,) (t=4,2,..., N) , on peut trou-
ver une suite 9:,&. 3, 92' € DC0,)  telle que

.pour A—> 0 ,

a
lay, - o |
AN l’hﬂ»ﬂt — 0
P v %. " Alors:
osons = oy ?* -+ fv'N+4 . ors:

N
A A
< -

for -V "4,4-»,11 = *5 Ny - & "4,4»»,04, — 0
pour A— 0 .

Soit {733 une femille associée 2 h —» 0 . Alors

pour v assez petit la condition suvivante est satisfaite:
K&n&1¢ﬁ—>3{4n(ﬂ-n4)=ﬂ (X; € Ty)

On sait que wr € ’Z;‘,‘P (Q,, 1 'f,‘}) d’ol il vient:

- 94 -



Wyyeq € 'lf;,m(.(lq,{a’*}) (néme de Y, . (0,153 ).

De (1102):
r1-g
o g = 20y 4IIH‘_Q £ ch . E' 2y 4q "A+4,¢1K-:
-4
< c,hm' = et

K. =_0_4 b+4.4‘n

supp (ny my e e D, powr $ assez petit.
De méme:
a a a
llg:t- "'.0‘.‘3’4.- ll*@ 0~ I, - %, @, “4,4;,&‘—‘ ch l! %, "h+4m,o¢
(qi e Y, , (2,173
N
Posona vb:t-z:'l )r.hgo:' +hg vy, €Sy
Alors
| Nooa a
Ny = ’U’h“é’, N = Il a» -V uo,,ﬂ,_q_ +t§4 “9‘6'%?{5 “éﬂfbao*_ +
+ oy vy s o — 0 pour b, 2 — 0,
d’ol (16.2).
Maintenant:
|

N\ - <

»»‘—an = oy = Vet Um0

Aa+d-3
éK_._,..z_Qa...p""’Nq»4"‘h’”ﬁ+4 ik, € CHY “‘L"‘i"ﬂ "“""m-m,x,
(4 =0,1)

d“ol (17.2) et de la méme fagon (18.2).
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§ 3. Estimation de 1’ordre de la convergence 3 1 in-
térieur QL
Considérons ls méme probléme, comme dans [1], c’est-a-
dire:
(1.3) - Au =f dans R cE,, L polygonal
:urr‘ = 0 ’
sous les mémes hypothéses sur la régularité de la solution
de (1.3):
2 .
(i) pour feL°CQ) la solution w4 appartient a

W awitca) et

< clfl

(2.3) NM,IIQ’Q_,_‘1 <

0,2,

(i1) Si Qo=supp (f£lcec 2 et Q,cc jc 2,

alors la restriction @4 sur L - 'Q'l appartient a
A,2 .
W -0,) (A indde 2,0, )et

(3.3) haly ;) oon, = ey, o -

Remarque 1.3. La formulation faible de notre probl%me
est la suivante: trouver « & W:’Q'(_Q_) tel que

' 1,2
(4.3)  alu,w)= [f.odxdy VreW, (Q),
o

ou a(u.,nr):f gaol w . gradlr dxdy
0

si Q¢ E,_ est un polygdn convexe, alors les deux condi-
tions (i), (ii) sont satisfaites (cond. (ii) avec A =2

Far ex.).
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Remarque 2.3. En ce qui concerne de la régularité in-
terne de la solution de (1.3), le résultat suivant est con-

nu (cf. [3]):

+3)

-1+3,2
soit £ e W Q) (g =1 entier). Alors

3+1,2
weWs "% 0"y pour chaque sous-domaine Q'c c N .

On cherche 4, € Sh tel que

o (uy ,v) = L-f.nraL.xd.rg, Yre s, .

Lemme 8. Soient Q,, Q, des domaines, Nyccf c
e, weW AW a ) (w2, 15,3

le systeéme des espaces de dimension finie, introduit par

(10.2), xy 1’application de
Vi,o (TN Y (A-0 ) 15,3)n U (0,173 -
Alors:

R a~-1
i
(5.3) “3"4,4,3_25 ch!lelg’g’n:ch "‘"&uq,a,n,,*c"‘ e 2,0

ou e=au-4u, et c estune constante ind. de S .

Démonstration: vc'est une adaptation de la démonstra-
tion présentée dans [1l. Soient Q,cc .Q.'z cc
ce Qcc)y ce n, et wix)e D),
0= wix)e1 et

/.4 xen,
N 0 xe.!).—.ﬂ.’2 .

w(x) =

—97-



Dans ce qui suit le symbole 'gv, eignifie le produit

qw . On al 3‘- w(‘k"%)g(z‘x‘nﬁ)°(}z’b“xhz»>+xhg ’
ou R” s & cwa"‘c.a) , Sh’ est défini par:

(6.3) lu,r) = a (R w,r) VoresS, .

En utilisant les propriétés de K,” et de 1 espace Sh
on obtient:

Z-n 2l Wl
(7.3) h&Z-R wanné el - Ko 4,0.,.0.,£° ‘U"hﬂan

12
Parce que /ZA e Wo, (Ln ’2}‘""2 (2,4 T,%) (notons,
qu'en général u, & W), k= 2)

d‘apres (7.2), (resp.
(9.2)):

~ ~ ) ~ ad
ML - Ry ibg Uy 30 C I rp g by a0 =
L
éKc;S. leow, -»hmu,’)l,'” € chv Ka:zﬂ,‘ Navy Moo 2,k
prenant en considération que Auppn ( mwc'z,v) cc ..Q.’,, pour h

assez petit. Associons a u la fonction U, € Sg,
les propriétés du lemme 6.

avec

Parce que 'LL,,— g, € S,, on peut utiliser (5.2) avec
9_=IK.& e f{’gv. Alore:

+

K, e,

S ntaag) & o Zy I Ty,

o
@3 oh’ 2o Nyl el S Ny Uy ez,

JIM, Ky +

+ ch xfm,“ Uy wlly gk, * eh® M lp,2,0,

Exeminons tous les termes dans (8.3)
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, =
(9.3) eh K,;%.n.',, g~ U g, % e Mg Uy Uy g 0
& ol lwg - a “4,2,.0.‘1 +ehllu U, nm’&,q & chvlle "4’2'&‘-1'
Ked V ~
+ch ““’“hﬂ,n,n.,‘ (d aprés (17.2)) .

Enfin (d’apres (18.2)):

o ' o+ i £
(10.3) ch n.;zém, IUg -l 54, & ch x;,%n’; Vb ys,2,K5
R+
Y s T

De (8.3), (9.3), (10.3):

R~
(11.3) U -R Zy g0 « ok el o +ehlilyyan, -

[,

Il nous reste a estimer lllh'é |4’Q’°_ 3

K/
(12.3) 1R, 2 ll4,2,né cla(R, &,R,8E2]1 <
£c /:’w{a,(kha’,q>, geS,, l19n4’2’n_4 13 .
De (6.3): w(RhE,qjs a(€,9) Yge§ -

En utilisant la formule de Green on obtient:’
a(e,g)=ale,d)+ ale,r),
ol 4 est la solution du problame:

~AY = 2 dv(y.qradw)+g. 0w dans KL

‘lfr‘ao .

' ~
De la définition de 1 erreur e: a,(z,g)- ale,o-v)

pour chaque a; & S, . Si on pose g, = Ry, ? on obtient:

% - P
laCe,P)l & °l°“4,q,n1',(§n;‘“¢ Ky COPN o k.
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7
ech e II4’2’Q1‘K§JI‘1 ug llh,n,m Lechle l4,4,n_4 .

Ea VPl € ehlel g Vgl -
Les domeines L%, 0 - .D.l, forment un recouvrement de 2 .
Soient @4, ¥ la partition de 1’unité, correspendante 2

ce recouvrement. Alors a4 = v+ avee Ay = .G,
[ . A
(1=1,2), W(n{,)cc.&;’,w(nrzjc:ﬂ-ﬂ,, .

la (e,)l & lale,vy=-ny vyl + late,vy=ng )l
- - £
(23.3) lale,p-n vl & c n‘"ﬂ,n,n,,‘ Nay -rng gl 00

&chl en,',z’nq I o "4,2,.0.
14.3) lale,y-ny eyl & clel, , o K;_En'ag_-ﬁ ""’i"‘m"’i“»y,g,x;_ &
C -1
éch “e‘|4’1,_°_' “?nq,z’a
en utilisant les hypotheses (i), (ii). De (7.3), (11.3),
(13.3), (14.3) on obtient 1 assertion du lemme.

Théoréme 1. Sous les hypothéses du lemme précédent on

obtient:

a-1

&
(15.3) lel4’2._°_z£-ch ”“’!h-rf,a,n,* el ll@li,,’a‘n .

Démonstration: par récurrence par rappot aux domaines

&, on obtient 1°assertion du théoreme.

Example.

-Au=f dans 2, L c EQ_ un polygdn convexe
wl =0, ewhcq) .

- = 100 -



Ators w e WA AWP2)IaW>2(2)y, Necc .
Soit 14’5} une famille réguliére des triangulations, as-
sociée & M ~» 0 . Nous partageons les triangles X; € ?,fv
en 3 groupes disjoints. Le I°r~groupe est formé par des
triangles, dont au moins un cOté fait une partie de T .
L’espace P associé a tel triangle est P = P, . Dans le
deuxieéme groupe se trouve chaque triangle, dont au moins un
cOté est commun aussi pour un triangle du 1% groupe, Ici P
est le sous-espace de P, des polyn6mea, dont la trace sur
le c6té commun est une fonction linéaire. Tous les autres
triangles forment le troi_si‘eme groupe. A chaque triangle de
ce groupe nous associons l'espace P = P,_ . Dans tous ces cas,
nK.;,“" signifie l'in'terpolation de Lagrange de la fonction
w sur X; € Jy & 1'aide de 1 espace P . Si on définit
$4, par (10.2), toutes les hypothéses du théoréme 1 sont sa-
tisfaites. Spécialement, x5 est 1’ application de
?{,,z(h,{fbi)n’v;’zcﬂ’,{fzj), Dcec L fixe.

On obtient:

M- uhll,”a’n € ch lu 112’2'_0_

et
I coh'lul 2
”--*‘—3»"4,2,.&2— eh llw W chllwly , o

pour jv assez petit ( 'QQ,C: .Q4 )e
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