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CÖÌШENTATIOШS ЖTHBMATICAE UNIVERSITATIS CAROLIHAE 

15,3 (1974) 

0 KOHCTPУKTИBHOM AHAЛOГE ОДHOЙ TEOPEMЫ ЛУЗИHà 

Pyдoльф KPEЯ , Пpaгa 

Содержание: В настоящей заметке доказано, что в конструк­
тивной математике имеет место аналог теоремы Лузина (см* С1*, 
стр. 215) , а именно, что для всякого элемента пространства & 
(аналог пространства измеримых почти всюду на сегменте ОА^ 
конечных функций) осуществима равномерно непрерывная функция, 
которая на 0 й А почти всюду равномерно дифференцируема к 
этому элементу. 

Ключевые слова: Конструктивная функция, измеримость функ­
ций по Лебегу, пространство Ъ^ , сингулярная функция, почти 
всвду равномерная дифференцируемость. 

АМ5: Рг1тагу: 02Е99 ЕеГ. 2»: 2 .644.2 

Зесопдагу: 28А20, 26А24 

В следующем мы пользуемся определениями, обозначениями 

и результатами иэ С23 и С33. На этом основании нам удастся 

доказать теорему методом близким классическому. 

Напомним сначала несколько определений и результатов» 

1) Пусть Р ( л ) некоторое свойство НДЧ. Говорим, что 

РСх) выполнено для почти всех ВДЧ из сегмента 0 д А > если 

существует последовательность 3 -множеств 4. ^ }^ такая, 

что для всякого НЧ % имеет место 

а ) ^ + с ^ и мера 5 -множества ^ меньше 

~оШ ЧЄU 

б) У* (nU e %**) z> ?(*)) 
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2) Очевидно? что если для всякого ВД Л свойство 

Р^СзО выполняется для почти всех КДЧ х из О Д А , то свой­

ство Ул ?&(*)' также выполнено для почти всех ЩЩ ,х из 

Од 4 * 

3) Пусть. <"РЛ}% последовательность ступенчатых осто­

вов, х , ль НДЧ, 0 & х & 4 . Тогда РС/К., *СТе%, .х) значит: 

последовательность КДЧ ^ ^ С Г ^ х ) ? ^ определена и сходится к 

ль (содержательно: хь является значением ^Р^?х в т о ч к е 

X ) . 

4) Пусть Г функция, АТЛ1Л последовательность сту­

пенчатых остовов, ^ 5 -множество, /р, ж /Ь ВД. 

Д С *,-С Р^?д , ̂ , ^ , * ) означает: 

мера ^ меньше чем — т Г и вшолнено 

У * С х е 0 д 4 8с-г С х е ^ ) э 3*с С Р С а ^ Р ^ , * ) & 

&%С1^-^1<1- э 1Г 

Д ( $ , 4 1 ^ ) означает: 

& % C I ^ - ^ І < 1 - э l f G | p - f Ґ x ) - ^ G # - * ) U -^ l/^-o<i) ) ) 

существуют последовательности .3 -множеств ^^г -% и 

И1 4 4 ^ % такие, что \ &<*,<?х!я , *> %* ^) . 

5} Если Д($,<'РЛ$Л) то, содержательно говоря, Ё яв­

ляется почти всюду на 0 д 4 равномерно дифференцируемой 

к значению " ^ % ^ г-см* ГЭЗ замечание 1 ) в 

6) Пусть Н сегмент, тогда (К) «# Эл СН) V ЭлгСН) . 

7} Пусть Х? .а ВДЧ., >и.^ О ? тогда ЛСх,^) .*-? 

•ф япа# (гейт, (и,, *х ;, -хь ) 
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Замечание 1* Возможно построить функщш 5Г (конст­

руктивней аналог функции Кантора) такую, что выполнено 

1) лг является неубывающей 

2) Ух (Сх*0эя(*)ж0)ЬСх*4а*г<*) = 4)) 

3) а? является сингулярной и, следовательно» имеет 

место Д (*г, «С 0 у 4 сР 0 ̂  ) • 

(см, Г31). 

Замечание 2» Легко построить алгорифм <Йг такой, что 

для всяких ступенчатого остова Г и рационального сегмента 

си д Лг э содержащегося в 0 д 4 , *&* применим к слову 

Р си д -Ф* и выдает по нему ступенчатый остов &(Т а>& Яг) 9 

для которого выполнено 

а) Ух<хе0д<1 э С 1 ^ С ^ С Г а д » х ) ш 

г (0<х<а V^^<.x</IVСа,<x<^^Йс^^(Р^))))) 

б) У*(хсау *эоК#СГадАО*)-3- 1МЕх)) 

в) УхС(0<х< а,у^^х<^)з1?С^{Р<гд^г)о<)-2: 0) 

(по поводу обозначений см. 122)» 

Если -СР^^вЬ^ , то, очевидно? для всякого рационального 

сегмента о, д ^ , содержащегося в 0 л 4 ^ имеет место 

*&(ТАй,±ЯгП€ в Ьл . 

Лемма 1» Пусть {Р^5^е1^.А1 НЧ и о- А Яг рациональный 

сегмент, содержащийся в СI д 4 * Тогда* можно построить равно­

мерно непрерывную функцию $< ^ последовательность ВН 41;^?^ 

и последовательность Я -множеств *-^ ?^ таких, что для 

всякого Ш А, выполнено 
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1) мера 5 -множества Ц^ меньше чем фщ; (Яг-а.) 

2) У*С*« 0 А 4 & П Г Х € ^ * > : Э Зи(?(и,<&(?л*А&)};1,х)$б 

&%С1^~х1<-1~ * \ъ<у,)-ъСк)-Аь(ф-*)\* ^\ц,-*\))) 

3) У * С * ^ а у * > > .э о.Сл>- 0) 

4) 1&С1*Сх>1< — ) . 
СП 

Доказательство» По замечанию 2 -{ЙИ С Р̂  а А $х)} х элемент 

пространства Ь^ м по теореме 2 из [&] существует абсолют­

но непрерывная функция М* } являющаяся неопределенным интегра­

лом от этого елемемта* Тогда по следствию теоремы 2 на С33 на­

полнено Д(Я^,}^& СГ^ад^г)}^) • Функция Яь , в виду своей 

абсолютной непрерывности, является функцией ограниченной ва­

риации и5 следовательно, существует возрастающая система РЧ 

{ а . 1. * талая, что выполнено 

а л = а Ь ^ . Л - Ь У - ! (А&1&& &%* (и,Лг,а. ^а,,)ои< —-) . 

Нуста зг функция определенная в замечании 1. Мы построим 

для каждого А & * & ф функцию {^ такую, что 

&(х).я Ь<*. 1 + яС2^-&^—).САСа±>-ЛСа« „» . 

ТОГДА возможно построить функцию # ? для которой имеет мес­

то 

' *% СаЛ х ^ О/ 

«*.- -^Сх) если о< е а , ^ д а ^ 

Из определения функции 1 и свойств функции зг немедленно 
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вытекает, что I1 равномерно непрерывна и выполнено 

Д С * , < 0 у 4 с Г 0 и > • 

Определим <^ ^ ^ ~ & • Очевидно, что функция $* 

равномерно непрерывна и обладает свойством 3)» По замечанию 

1 из [3] выполняется ДСф, <*&'(?2>а&Лг)}&) . Но тог­

да нетрудно построить последовательности -С Щ^^м * ^^М^М 

обладающие свойствами 1) и 2)* 

Остает доказать свойство 4 ) . Пусть х ВДЧ.» Потому, 

что мы хотим доказать неравенство мевду ВДЧ (с которого воз­

можно снять двойное отрицание), достаточно поступать разбо­

ром случаев» Если существует Щ -I такое, что 4 & I 6 & & 

& * е 4-1 * аФ » *° 

1^Сх)1»1АСх)-..еС*>1*^ 

*1Л*С*)-А.Са- М + Цк(Ф.)-&(а>. Л\6 -1 . 

Если такое ОТ ч> не существует, то ф(х) т'О к оценка* 

опять имеет место. 

Лемма 2. Пусть < Р е ^ С-Ц, тг Ш, ^^<К^Л 5 -мно­

жество» Пусть для почти всех ВДЧ х из сегмента О д 4 
• • 

выполнено 

-чСх с ^ > => Р С О , * ! ^ , * ) . 

Тогда< существуют равномерно непрерывная функция ^ > и о " 

следовательность 3 -множеств Ч «& Зд-., и последователь­

ность НЧ -С&&*& такие, что 
1) V* Д С ъ - С ^ , ^ ^ * ^ 
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г) Ух/_.с-1эгслесн_)°)-59.с.ч)«о&|а.с.ч+(_.)и - !±1;, 

Доказательство» I • Шределим для всяких Ж Д и ЦЧ 

а) рациональное число а . так. что 

е6=ЭлСН,)-ИН*1 — ^ , если ^ 0 

сг%ЭлСЛд)+1Н_1 - р - й — , если 4,6 0 

б) натуральное число «.. удовлетворяющее условию 

__ __ V - m *•*» ÍЭrtгCH.)-a*,a,f -ЭлCÎL)) 

2огда по лемме 1 существуют для всяких ВД Я. и ЦЧ 4. 

равномерно непрерывная функция ф ^ , последовательность 

5 -множеств 4*^^14, и последовательность ВД -С*"^ ?^ 

такие, что имеет место 

I) для всякого ВД А, мера 5 -множества ^ ' ^ 

меньше чем 

**> У * М * е 0 д 4 & ч С х е ^ ) э 

э З д д . С ? С д 4 , | ^ С ? А 4 ^ д а ^ ) ? . е ^ ) ^ % ^ ^ - л 1 ^ 

< ст э1<^С#)-^г*)-^С^-.х)!^ -ж 1^,-*1))) 

44*) V* С* * 4? V д г; <4 => о^ С*) ш 0) 

Л 4 
*иг) V* С1 ек Сх>1 «-- —г— ) • 

Легко видеть (по свойству I® ) ) , что для всякого КДЧ х 
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pяд 

(1) Sfhřfx)+ a oífx) + .£ <fjx)) 

сходится. Обозначим его сумму д,Сх) • Таким образом, 

определенная функция очевидно равномерно непрерывна. 

Заметим, что выполнено 

а л я* и 

и Уос(^(х) + 0эЗ^(х«4^^а^*»Сх}«9?Сх)>> . 

Покажем сначала, что функция а» удовлетворяет тре­

бованиям пункта 2) леммы. 

Пусть Х>4^ ВДЧ, ^ З о ^ х с С Н ^ ) 0 ) • 

Л Л 
Тогда выполнено -I Э0 . (х е О/, д а * ) и в силу ^ ^ ) * 

Л » Ч » ИЕ>»«*| 1» 

имеет место ^ ( л ) г 0 * 

Докажем оценку 

(3) 1о,(х+<и,)1 6 - ! ^ 1 . 
3<т, 

Если ^(х-.-/^)-» 0 ? то оценка (3) выполняется. 

Если 1(<^(сх + ^ ) в 0 ) , то по (2) существуют Ж Л0 и |Р. -с 

такие, что выполнено 

:х + /^ е а ^ м V сц в̂с 9'^ + ^ = < Ц 6 ( 4 " * ) ? 

и тогда имеет место оценка 

|*<*+»>|* 3 ^ » + ^ — ^ ^ ^ ~ < ^ ^ 

/ _ • , , 

Итак, доказано двойное отрицание (3), ко его возшэшо с 
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майориаации снять» 

I I . Мы построим последовательности -Св.? 1^ и 4.4&Д& . 

На основании предположений леммы осуществима последователь-

ность 5 -множеств {Ш> $%, такая, что выполняется 

М, 4 
* для всякого НЧ .% мера Ш меньше чем —-^ 

(4) -{ У^М(хеОА4$спие^Л>^Зм.Т(^<Т^л,><)) 

Мж обозначим для всякого рационального сегмента си А Ь- % для 

которого имеет место С 0 < о ^ < / 1 \ / ' 0 < . # ' < / 7 ) 

Со/ д Яг)* ^ ггтьооо (а,, 0) д тЬги (47Лх) . 

Пусть & Ш* 

1м построим Ш Иш и т,- такие, что имеет место 

%;* А 
(5) А*>к,ЬУо Ж IX-! < - г т г 

<—.• /шт, Сси-<г* ) & — - = -< —-г-г 
< Й ^ 2. 1*4,..,,% * %-*'** , т ^ З л + а 

— е-

Тогда возможно построить 3 -множество X меры мень­

ше! ^ем ""V • ? которое содержит 

4- А 
а) для всякого Щ X и ВД 4, 5 -множество Ц*!к+4 
б) 5- -множество ' ^ 

в) сегмента 4 Н Л * . , 
4» * Г *А+ , /» 
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_3.tL .íwtis. ,KX! i»a** г) сегменты « . Э л ф - - ^
 А
 ̂ %>

 +
 ^'С 

д) сегменты «9*0^-^?
 д
 Э^Оу* ̂  >'& 

е) сегмент* <«{_ -± л <ф- ~ ^ , - . ^ 

1*1* «2-ы-з 

Мы определим 

~С2-**,+3><-**2&*3 

I I I . Докажем, что построенные объекты ^\Л- 1^, " - ^ ^ 

удовлетворяют требованиям леммы. 

Пусть .% НЧ, * , ̂  НДЧ, для которых верно 

х е 0 д 4 & н Сек е ^ ^ ) & 1*-<и. I -* 4"" -

4с 
Из конструкции 3 -множества об вытекает, что тогда 
имеет место 

(6) 3^ ( ^ ^ ^ ^ & ^ е ( ^ ) ° ) у - т С х е ^ ) 

и что существует ВДЧ ли } для которого выполняется 

Р С * , , * * ^ , * ) . 

ОС ) ПуСТЬ П Сх € ^ ) * 

По (4); и уже доказанному пункту 2) настоящей леммы вшолне-

9^*)=. О & ^ С О , * ^ ? ^ * ) • 

4 
Если ъ(ц,)ш 0 , тогда Х^Щ-ЪЫ-Ъ-Ч-*^*^^**^ 
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Если чСфС^,)-- 0), тогда по (2) существуют № Я0 и ЦЧ 4,9 

такие, что <^(п^) » <^ (^) & ^ е <г̂  ^ <7 сь,/ . Из того, что 

1ос.^,| < ^---- вытекает, что Я0 > ^ , и тогда, по (5) и 

свойству -ь-у) 

Итак, с учтением свойств предикатов =г , *.- , мы доказали 

в случае -1 С# е ^ ) оценку 

(7) 1^-С^- д,Сх)~,ц,Сф- к ) / 1 ^ —щ- 1/у.-*1 , 
В 

|5 ) Пусть у е < % ) , 4 * 10 & 1^ 
o 

i 

0 

е., 

Тогд* по конструкции 8 -множества X осуществимо ЦЧ 

4- такое, что 

- Ш » + 3 ) < ^ 2 & + 3 & ^ 

Ш свойствам Ш А>^ и свойству ..^ф) мы имеем 

[^)-д.( 'х)-^&^-л)1=1^( '<^)-9ч,^* : ) -^%-- л ) 1--1Ш ' 'У-* 1 • 

Итак, оценка (7) остается в силе и в случае 

2г(4бЯ&1йЬ * сСН^Л-

Таким обравом, в сижу (6) выполнено 

У*{ЛС0А4 *тс*€й )=*з^с?ы,1тл}л,х)В<у^(\^-х\< 
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и лемма полностью доказана» 

Теорема « Пусть { Р ^ ^ с 5 • Тогда осуществима рав­

номерно непрерывная функция € такая, что выполнено 

Доказательство. По теореме 3 ив 122 и свойствам рав­

номерно непрерывных функций возможно построить возрастающую 

последовательность Ш ^ Я ^ ? ^ и последовательность 3 -

множеств -{ ̂  }$ь такие, что выполнено 

* ддя всякого НЧ М/ мера 5 -множества ^ мень-

(8) «| ше чем —•=-- ж имеет место ^ в $ 
б 

У*л и е Од 4 АлСлв '̂").. ЗжбР.Г*,^^,*)*!*!-.^)). 

Пусть для всякого /& имеет место ^ ^ *̂ Н^ 1̂  . 

1) Построим индуктивно последовательности "Сф^?^ 
Ол 

равномерно непрерывных функций, И 0 Л ! Л ? ^ - последователь-

костей ступенчатш остовов, ИУ^^^Яь " последовательнос­

тей 5 -множеств и 4-С "Ь^ 1^1% *" последовательностей НЧ 

такие, что для всякого НЧ М/ выполнено 

*) <я1Ч.«-ч 

-г,-С) для всякого НЧ /п, мера С ^ меньше чем —— 

***.) У*л(*лвОА4АпСкв^*Ь>^(4*^*-|З.^СГс'я^, 
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•иЧ) для почти всех КДД а< е О Д А имеет место 

п(х€^)эР(0,-СГ^-г(б^б
А

2
*.,.*ф^х> , 

Пусть Д*,» 4 . 

Но свойствам пространств Ь^ и 5 (см* лемм$ 1 иэ [2 3 ) 

осуществима последовательность ступенчатых остовов Шл^л^ 

е I,. такая» что выполнено 

Св.). • « в ^ - <*,,.-*.V1* . 

По лемме ЗЛвоаможно к ^ ^ ^ е ^ , рациональному сег­

менту О А А и Ш 3 построить равномерно непрерывную 

функцию р |̂ , последовательность 5 -множеств А && !^ и 

последовательность Ш ЧА*!© такие, что имеет место 

а) У^Д(^,Ч%! д |^ |<, /ь1> 

б) У*(х.*0у х ^ 4 э д^Сх)- 0) 

в) У*(1оь(хИ« — ) . 

Определим для всякого Щ т С^ -*р Х^+/1 и Ь^ • Л>л<м . 

Очевидно, что построенные объекты удовлетворяют условиям 

4) - 4г)0 Но в силу (8) и (9) условие пх<1) тоже выполняет­

ся. 

Пусть для Ш А, ухе построенн системы равномерно не-
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прерывных функций ^Щ^Тщ^ > последовательностей сту­

пенчатых остовов -К й\ ^ 1 ^ ^ , последовательностей 5 -

множеств №Ц'%$т,Ъ&*1 ш последовательностей Ш• Ш^^Ф** 

удовлетворявяцие условиям Ф) - <&А? 

Тогда по свойствам пространств !Ц м 5 осуществима по-

следовательность ступенчатых остдвов 4 бд ^ с Ь ^ такая* 

что выполнено 

По индукционному предположению (свойство пМ)) имеет для 

почти всех ВДЧ * е 0 д 1 место 

- . С я в ^ э РС0,<<?**\,.х) . 

Тогда по лемме а возможно (к 4 (Уд }̂  € Ь^ » ,ЩЛе*4 и 5 • 

множеству ^ ) построить равномерно непрерывную функцию 

93в-и > последовательность Я -множеств ^ ;Е.Л 1^ м по-

следовательность НЧ 4 . ^ ?^ такие, что выполняется 

а) Ут, Д С ^ ^ - С С ^ ^ > ^ > ^ , * л > 

б) У^ЬЭ^Сл€СН*)°)э ^ ^ / ^ « О А ! ^ ^ * ^ 1 ^ - ^ ^ ' 

Для всякого НЧ т построим 5 -множество С ^ .. меры 

меньшей чем — — > содержащее 5 -множества *&л+^-и * 

Ц^т,+4 и
 определим НЧ. 
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Тогда очевидно, что построенные объекты удовлетворяют усло­

виям -Ъ) - V ) # 

Покажем, что условие <уъ) тоже выполняется. 

По свойствам пространств Ъ,л ж & и по определению ра­

венства последовательностей ступенчатых остовов для почти 

всех вда л е О Д А существуют ЩЯ &7 я>л >* > х!к+<( 

такие, что 

и выполнено 

« ^ - Л и в , ^ ) IV.*а- А С в - а ? . , ^ ) * Ь « . * . * - * . ( . - - $ « Л и » ' 

Если имеет место - , 0 х е $ ) ^ то по (8) I% I <• &Я-М и сле­

довательно 

Итак, для почти всех 1ЭДЧ х 6 О А А выполнено 

1 ^ е #*^) э рея,<тл о се^ *,*. * йТ\ >*) • 

2) Существует последовательность 5 -множеств 4 ЭС $д 

такая, что для всякого Ш Л Ъ& Я. X 9 мера В -множест­
ве А 

ва 96 меньше чем —-*- и дая всякого ЮТ х е 0 А А 

такого, что лСх е дС ) 9 имеет место 

а) последовательность ВДЧ ^С6т^х)"^СЛ0(Т/ги9И^)о< )}п 

определена и сходится к О 

б) для всякого ВД М> последовательность ВДЧ 

определена и сходится к 0 -
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ko 

(*) Определим для всякого НЧ А -Г. (х) « , 21 о^ 

По условию -1чг) очевидно, что последовательность равномерно 

непрерывных функций *--?|-,?^ является сходящейся к равно­

мерно непрерывной функции. Обозначим ее предел через 2 . 

Мы построим последовательности 5 -множеств { Ч ^ * 1 ^ 

и НЧ Ч / ^ ? ^ такие, что выполнено 

У / а Ж ^ - С Р ^ . * , , ^ % „ ) • 

Пуста т, любое НЧ. 

Построим 5 -множество ^ , меры меньшей чем 
Ą 

gm. » 
-множества ^ 7 Ж 9 $-**+<* и опре­

делим НЧ 

/ГV + í̂ 

**m, *9 ^ii + f 

Пусть к КДЧ такое, что х е О д Н т (о( е
 <
^

/ п
') . 

Тогда по прежнему существуют КДЧ • «^ , ат
2
, у**,** такие 

М.-И 

что Р^-Ё^-^,•(%!*,*) и для ^»4,. ,(Ъ+/1 имеет место 

Пусть ^, КДЧ, |*~^1< } тогда по условию; от) получаем 

I f i») -f C* ) - ^ «. ̂ - o . ) I é I f^, (*> " Í-.+..f * > - ^ <*-*>!+ 

+ ' f ^ - f ^ (̂)l ̂  I f U J - f ^ ^ ) ! ^ I^f^)-^^)-

Итаас, доказано 
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УхтЫеОдА к п Схе <$*)=> Эх С1Сх^?я\я,х) & 

0 с У ^ ( Ц . л 1 < ^ - 2>\$С<1А,)~€Сх)~%(у-х)\ 4* Л- | ^ - * 1 ) ) ) . 

Теорема полностью доказана. 

Автор выражает благодарность 0. Демуту аа внимание к 

работе. 
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