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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 

15,4 (1974) 

SUR DES PROPRIÉTÉS D'APPROXIMATION DES ESPACES DE 

DISTRIBUTIONS, I 

Jirl JELiNEK, Praha 

Résumé: Pour un sous-espace 'et de distributions, on 
introduit un ensemble & de suites 4°°%,$ c «D , appelées 
suites de multiplicateurs, et un ensemble de suites if^îc 

c «S , appelées suites de régularisations. On cherche quel­
les conclusions on peut déduire des relations 

J&nv oc^T m T (pour T € efë , JUm> «c^ = A ) , 

J&rrv T * f ^ s T , tinv oc^ T # ^ « T etc. 

Mots clefs: L'espace normal (resp. permis) de distri­
butions, suite de régularisations, suite de multiplicateurs, 
mesure de Dirac. 

AMS: 46H35 Réf. 2.: 7.972.4 

Utilisons la notation introduite dans C33 * Un ensemble 

<j? de distributions sera noté (VO^ pour montrer que 

la variable est signifiée par <X . Pour la valeur d'une dis­

tribution T comme forme linéaire, au point § e *D , on 

utilise la notation Jî$ OU J T ( X ) <J> (a) dx . 

Un espace de distributions % c oD est appelé normal 

[13, s'il est localement convexe, S) c 36 c $', # est 

dense dans 2f£ , la topologie de «3 est plus fine que la 

topologie induite par 36 et la topologie de <f£ est plus 

fine que la topologie induite par •&' . 
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On dit qti un espace de distributions â£ est permis 

[2Î s'il est normal et si l'on a, pour chaque T e ^ , 

(1) Mm, oc^T * f ^ m T, * ^ ^*/ T* P*,5 ** T 

dans 3£ , où ^f^î > **.*,* sont des suites fixes de Si 

(appelées suites de régularisations resp. de multiplica­

teurs), hujtfu ffy—• <0î (sens topologique), <p^ » fa « 0 

( fjj^^) désigne $%'*"•*) )> J W — • ^, «c^—* 4 dans 

% en restant borné dans $ . 

Dans cet article, on se pose les questions, sous quel-

les conditions, la notion de l'espace permis ne dépend pas 

du choix plus précis des suites K^^\ » *C oc^ î , si les condi­

tions (4 ) découlent l'une de l'autre, si on peut les rem­

placer par A&m, oCjĵ T m T et Jtim,T#p^m T etc. On prend 

plusieurs suites de régularisations et de multiplicateurs en 

même temps.» On modifie un peu la définition justement rappe­

lée de ces suites pour obtenir plus de résultats. Ça permet 

d'envisager comme domaine des distributions un ouvert arbit­

raire S c JV* • Dans la 2 e partie, qui va paraitre dans 

ce journal, on se borne à un cas concret des suites de régu­

larisation. 

Supposition 1. Supposons donné un ensemble non vide de 

suites Iffrl c & » appelées suites de régularisations, sa­

tisfaisant aux conditions suivantes: Si *C^J est une suite 

de régularisation, on a 0 «; ?jfe c *&> Mcfvfv $V —*"f 0} (sens 

topologique), J^«—i* 4 , Si de plus 0 é % e <£ » X(0) » A > 

la suite ^^?ju $ est aussi une suite de régularisations. 

On supprime alors la supposition <D^ » p A de Cl]. Mais 
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on peut prendre comme suites de régularisations toutes les 

suites •Cfg.S d e la forme $>%,**&#%,, *&*#&£ ® > $*,* ^> 

Supposition 2» Pour chaque multi-indice >fv fc 0 , soit 

M.^ une fonction continue et positive, définie sur un ou­

vert G (dans ce qui suit, G coïncide avec la domaine 

des distributions de <C ). Supposons 

(2) V S . - W W (K+i>0) • 

Désignons par & l'ensemble des fonctions ec € %^ (mul­

tiplicateurs) satisfaisant à 

(3) ID^OCC*)! £ o^ld^É*) 

pour tous l e s # e t 41, ,avec des nombres cv^ dépendants 

de oc . Définissons l a convergence des s u i t e s dans & comme 

s u i t : Xkrm oc. m oc, dans & , s i cela a l i e u dans %^ e t 

s i l ' o n a en même temps 

(4) llTce. <*)1 é a Jft^U) 

avec des a^ indépendents de .4e. . Munissons encore d de 

la topologie localement convexe la plus fine conservant la 

convergence que nous venons de définir. Supposons les fonc­

tions M ^ choisies de manière qu il y ait au moins une sui­

te -IçpjkS c â ^ convergeante vers 4 dans & et telle 

qu a chaque compact K c G- , on ait t3p. « 4 sur X sauf 

un nombre fini d'indices M/ , 
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Evidemment, pour oc c & , /i s <L , on a oc/3 * & 5 

pour oc e &> |%—• /3 dans & ,on a cc/3^—* oc/S dans & . 

Par exemple, pour 0 « JR."* ^ on peut pose r M.~ » A pour 

tous l e s 41» , ce qui mène à l a no t i on h a b i t u e l l e déjà men­

t ionnée de s u i t e de m u l t i p l i c a t e u r s . Aussi b i en , on peut 

poser WL^ <X) ** mlm* C A , 1 x \ ~ > . Pour G c E ^ , po­

sons M^ « Si ( ^ ) P ^ . 0 e n dés ignan t 

P^<*) • mww M , u r l 1 f c l ) , 

a^ C* ) » /wuuc CI , (cOa Cx, m^\ Cf ))~ * ) . 

Comme s u i t e *C°Cj,,* convergent t e ve r s 4 de l a façon e x i ­

gée dans la suppos i t ion 2 on prend <*^Cx) « oc(— ) /3^Cx) où 

oc e s t une fonct ion de 3> éga le à A sur un vo i s inage 

de zéro e t ^ e s t une r é g u l a r i s a t i o n convenable de l a 

fonct ion c a r a c t é r i s t i q u e de l ' ensemble 

Remarque• Pour qu'un sous-ensemble convexe 11 de A 

s o i t vois inage de zé ro , i l f au t e t i l s u f f i t , d après l a 

d é f i n i t i o n de la t opo log ie , que pour t o u t e s u i t e ^oc^} con­

vergeante vers zéro dans & , on a i t oc^ 6 IL sauf un 

nombre f i n i de ^ . I l n ' y a pas d ' a u t r e s s u i t e s converge­

an t e s pour l a topo log ie de l ' e s p a c e & sauf c e l l e s i n t r o ­

d u i t e s dans la suppos i t ion 2 . En e f f e t , i l n ' y en a pas 

d ' a u t r e s même pour l a topo log ie moins f ine donnée par l a 

base de vois inages de zéro 4oc € d*9 ID octx) l é fV ( x ^ ^ C * ) 

pour tous l e s # e t \^u \ .4 m, \ où fm> e s t un e n t i e r Z 0 , 

£j. des fonct ions con t inues , p o s i t i v e s , 
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M#n> f\ (x) m co . M/m^ ^ f^ Cx) » oo . Pour qu'un sous-

ensemble 43 c & soit borné, il faut et il suffit que * 

(3) soit rempli pour les oc m 3 , les nombres o ^ ne 

dépendant pas de oc » Pour qu'un so.us-ensemble convexe, 

équilibré et fermé V « & soit absorbant, il faut et il 

suffit que V contient un ensemble 

i l ^ . U c a . ..D^ccCx). 6 *.M^C*> 

pour tous les *x 9 ! <f* I £ tHr ? • 

Cela résulte du fait que 0/ muni de la topologie pour que 

les ensembles e 1 ^ forment une base de voisinage de 

zéro, est espace de Fréchet. On va désigner cet espace de 

Fréchet par &- • 

Lemme 1. Soit L^. C-|.-s 4, &-.«•• } des applica­

tions linéaires continues de 0/ dans un espace localement 

convexe <f6 • supposons JUm>l,£ (oc) m L Coc) pour chaque 

oc c Cl » Les L A , sont alors é qui continue s. Par consé­

quent, L est continue. 

Démonstration. Si les L<£ n'étaient pas équiconti-

nues, il y auraient un voisinage V de zéro dans %C % con­

vexe et équilibré, une suite partielle * k ^ îj^ et une 

suite 4tCg.} convergeante vers 0 dans 0/ de sorte que 

(5) hi (oc. ) + ir ( j * «-t ,* . , . . . ) . 

Montrons que les oc^ peuvent être trouvés de manière que 

oCfi,. £ «P$ e* <-ue P ° u r tout compact X c G , oc^ * 0 sur 

X. sauf un nombre fini de h, , Prenons d'abord cc^ sans 
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ces dernières conditions et choisissons une suite s= 

i ^ 3 c oB$,., /3̂ —*» 4 dans Cl , de manière que pour tout 

compact X c S } ft$C#) » 4 sur X sauf un nombre 

fini de Z (supposition 2). Les restrictions des LJ sur 

ODQ. sont continues, donc équicontinues, car $$ est ton-

nelé. On peut alors trouver, à chaque Z , un te^ si grand 

que 

H^v**i *\v c*~ <>2»-> • 
D'après (5), on a L- Cot^ - fi&*'%J 4* *r ^ . Ont 

peut facilement calculer, en vertu de (2), que les ^^ftz 

forment un ensemble borné de CU , ce qui signifie que la 

suite A oc^ - /$£ ocjjç, } converge vers Ô dans Ct . Pour 
Xt A/ 

oc e Ct , on a Âùtru ftj^ec « ce dans d> . Alors, pour un 

-L* suffisament grand, on a 

c 'es t a d i re , les fonctions fa C«*jfe - /3g «c^ ) forment 

une sui te désirée . I l n y a qu a changer de notation et 

(5) sera rempli, a ins i que les conditions ajoutées à (5). 

Par conséquent, on peut supposer l es hÀÀjtfy «c^ d i s j o in t s , 

car dans l e cas contraire , on prend une su i te p a r t i e l l e . 

On parviendra à la contradiction en trouvant une fonc­

t ion (h c Ct pour laquelle bùm> Lj C/3) n ' ex i s te pas. 

(i sera de la forme 

où la suite pa r t i e l l e *!«&„! sera définie par récurrence. 
t 
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Comme les supports sont disjoints, fi m CL et la série dé­

finissant (3 converge pour la topologie de CL . Prenons 

Jk^ » 4 . Etant donné ikj,-«*» <&£.-! » soit 4e^ si grand 

que les deux conditions suivantes soient satisfaites: 
ai, 

(6) Lj <«*.>• **<**.> + !* îr a.4,«,.••>-*•-*> 

grâce à la convergence simple des L • , 

(7) L* te-^c-LlT < * * 4,2f..,,4-0 
^ *4 2.4 

grâce à la continuité des L± . D'après (6), (5), (7), on a 

4-4 <* 
Li <£)»,£ L. te- ) + L. teA ) + S L 4 C*^ ) 
S A *24 1X ****> u **M ** al 

4-4 «* A 

4-4 ao 4 
tandis que Lj C/3) c 2EJ Lte^, ) + JE, -—r ^ 

à l%aide du même raisonement. On en voit que la suite 

L J < fi) ne converge pas ce qui achève la démonstration. 

Corollaire . Sous l e s hypothèses du lemme 1, la conver­

gence est uniforme sur chaque sous-ensemble borné de H ou, 

ce qui revient au même, sur chaque ensemble 35 de la forme 

& m t* m & i ID^«c<*)I £ o ^ i t ^ C t n . 

En effet, dans le cas contraire, il y aurait un voisi­

nage V du zéro dans Vt , une suite partielle t^^, i «t 

une suite «C oc* î c & de sorte que 
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L, Cet.) - L C<*. ) * V 

pour tous les M* . Comme i*>k,\ est borné dans *&£ ,on peut 

trouver une suite partielle de *<**,? convergenate dans <g, -

Etant borné dans CL , cette suite y converge, ce qui cont­

redit le lemme. 

Proposition 1. Soit ^t un espace normal de distribu­

tions sur un ouvert G* c R"* et soit \$k} > *?*** a e ux 

suites dans «D telles que Jtim, /3^T * f^ m T dans **% 

pour chaque T « 9t . Si & 3£ c 9fc , alors l'application 

ot .—> ecT de CL dans tit est continue. 

En effet, c'est une conséquence du lemme 1, car l'app­

lication en question est limite simple des applications 

ce —» « /3ĵ  T * f^ , continues mime en tant qu'applications 

de % dans S> . 

Remarque. Si l'on suppose que l'application -̂--> 9 T 

de 3) dans X soit continue, on peut remplacer l'hypothè­

se Urm fy^T # f^ m T par Urm, /3ĵ T » T . La démon­

stration est analogue. 

Pour la proposition suivante, la supposition 1 n'est 

pas encore nécessaire. 

Proposition 2. Supposons que l'ensemble des suites de 

régularisations satisfasse aux conditions suivantes: si 

*?%'*"*•** sont des suites de régularisstions, il en 

est de même pour if%* 6^1 f pour une suite partielle ar­

bitraire 4 »* |« et pour une suite itérée arhî+Tftima 
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*?« fcr Pf l . - '» Pa ' ^ s» ••• * - 5 o i i * 
un espace normal de dis tr ibut ions sur %?* t 4(3^1 <z £ a n e 

suite et supposons que pour chaque T m tt et pour chaque 

suite 4 ^ ? de régular isat ions , on a JUm /Î^CT* f>^) * * 

dans 36 . Si T* p ^ e 2fc pour une suite -tp^î de régu­

la r i sa t ions , alors^ iîwv T* p ^ « T . 

Démonstration. Soit 1f un voisinage de zéro dans 

#6 % convexe et équi l ibré . Pour chaque A, trouvons un JrJk, 

de sorte qu« ^ > ^ - < f , 

Comme iîmv /&^ ( T * ^ # p ^ ) =• T , on & T # fh « 

€ T i f pour l es .& suffisamment grands. 

Proposition 3. Soit <fê un espace normal de distribu­

tions sur 11 , soient *t #£,$*•*fin, $ deux suites dans Ht 

t e l l e s que Xcwv fl^T » T , Mm, T * p ^ m T dans # 

pour chaque T e Ht ; supposons que CL 3fc c Ht , On a 

alors Airm oc^ T # p^ » T quelle que soit la suite 

«C ot^î convergeante vers A dans d . L'application 

ce h» o&T de Cl dans 2£ est continue. Si p c 0 est 

une fonction pour que l ' appl ica t ion cc.-*oc.T*p applique 

OU dans %t , ce t te application est continue aussi . 

Démonstration* Les dernières assertions résultent du 

lemme 1, car l ' app l ica t ion oc. H*»- ocT* p est limite simp­

le des applications <c .—• ( «o T * D̂ ) /S^ , continues 

même en tant qu'applications de % dans 3} , et l ' app l i ­

cation oc v± oc T est l imite simple des applications 
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oo !—• oc T # ÇDĴ  . Comme ce t te l imite est uniforme sur 

ioc^l d'après le coro l la i re du lemme 1, on a 

Awv t**^ m $*** **.% T ^ « 0 , d'où. 

iàwv oc^T * ^ *• T , ce qui achève la démonstration. 

Désormais, on suppose donné un ensemble de suites de 

régular isat ions sa t i s fa isant à la supposition 1. L ' exemple 

suivant montre que, sans ce t te supposition, sous les hypo­

thèses de la proposition 3, on n 'ob t i en t pas comme résu l ta t 

XJm, ce. < T * p ^ ) m T . 

Exemple. Prenons toutes les suites habituelles de ré­

gularisations et de multiplicateurs rappelées au commence­

ment de cet article dans la définition de l'espace permis. 

Il est toujours f^ » pj^ « Désignons par 36 l'espace 

des distributions T sur R de la forme 

4WS-C0 

om. cf est la mesure de Dirac, 9 s S> et «Ca^l un ensem­

ble borné* de nombres. Définissons une forme l inéa i re Z sur 

'St par la formule 

.i(T) « P£ . Jq i te ) cxrtq,** dx 

(Pf. désigne la par t ie f inie de l ' i n t é g r a l e £33) et munis­

sons tf£ d'.une topologie pour que le dual tt* soi t engen­

dré par S u i XI « Pour chaque su i te < p^ ? de régular i ­

sat ions et pour chaque sui te 4-ec^ ? de mult ipl icateurs , on 

a 

JUm l C T # fjfc ) * A C T ) 
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JUm, ZCoc^T) m XCT) . 

Pourtant, l 'énoncé SX/m l Coĉ  CT # f ^ )) sa Z C T ) n 'est 
<kW 

pas valable, si on pose T C K ) » Si d*Cx-.u) , 

X&m, ocĵ  as 4 dans CL CM^ s 4) de manière que la dé­

rivée ocĵ  C Jfc ) s? - 4 , oc^ C £ ) » 0 pour cha­

que entier £ 4» M» et que oc' soit constante aux voisi­

nages des entiers du radius — . 

Lemme 2» Soit 2ft un espace normal de distributions 

sur Bt . Supposons donné un ensemble de suites de régula­

risations satisfaisant à la supposition 1 et une suite 

ifi^l c 3) de sorte que JUm T x p ^ s T et JU#* /3^ T « 

s T dans Vt , pour chaque T « M et pour chaque suite 

de régularisations <pj^l • Supposons encore Q/3£ c 36 . 

Si "tfjfcî est une suite de régularisations, alors à chaque 

voisinage W de 0 dans ^t , il y a un voisinage U de 0 

dans % et un tonneau (convexe, équilibré, fermé et absor­

bant) V c CL 9 de sorte que 

VI * Uf>^ c W pour tous les M, . 

Démonstration. On peut supposer W convexe, équilib­

ré et fermé dans Ifc . Soit < îtg ! (jt » 4, 2,,.. ) un système 

fondamental dénombrable de voisinages de 0 dans % et 

soit, pour chaque Z , i^ l'ensemble des « « & satis­

faisant à oc T # 11^ ÇD^ c Kr pour tous les J& . U^ 

est évidemment convexe et équilibré; il est aussi fermé, car 

l'application «c —* oc T * fcf^ C A e *£ ) est continue 
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d'après la proposition 3 C { —- p±) est une suite de 
X(0) * 

régularisations d'après la supposition 1; dans le cas 

X C 0 ) « D écrivons X m 4- (4 - X)) . Appliquons le 

théorème de Bair pour l'espace de Fréchet kf (cf. la re­

marque suivant la supposition 2): pour montrer que V^ est 

absorbant pour un i , il suffit de prouver que UV& m d . 

Soit donc oc c Cl . L'application X l-> oc T # Xpj^ de % 

dans % est continue, étant limite simple (pour £ -* co ) 

des applications continues X \-+ C oc T # A p ^ ) /3 £ de ^ 

dans Si . Par conséquent, l'ensemble % des & c *ê sa­

tisfaisant à ocT # Xpjfe. c KT pour tous les M> , est con­

vexe, équilibré et fermé dans % . Pour un X m *€ , d'après 

les hypothèses et la supposition 1, la suite < oc T # ^P,% * 

est convergeante, donc absorbée par W ce qui signifie que 

1i est absorbant, donc voisinage de 0 dans *£ , U :.> 11^ 

pour un Z , oc, « 1/̂  cq.f.d. 

Notation. Soient G = JR. , û,p l'espace de Fréchet 

d'après la remarque suivant la supposition 2. Désignons par 

*fc CCLp) l'espace des fonctions ^ « ^A*V R ^ tel­

les qu# i chaque compact X c H # w il y ait des nombres 

o%.^ pour que 

<8) ^ ^ ^ n . ^ i * ^ ^ ^ ^ ^ C t ) 

pour tous les ^, $,» t et pour ^ « X .En considérant cha­

que 'tyC^t) comme fonction de la variable /#. a valeurs 

dans CLp munissons *6 C & F ) de la topologie localement 

convexe de la convergence uniforme de toutes les dérivées 
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JL?" sur tout compact X c B. 

Remarque. Un système fondamental de voisinages de 0 

dans % C a F ) est constitué par les ensembles 

pour tous les t € R, ^ e X J ^ U /m,, l$,l -É .m 1 * s > 0 , 

/m** entier, X compact dans JL • 

Evidemment, % C Û,f) est à base dénombrable de voisinages 

de 0 • Car % est nucléaire (cf. £41,11, § 3 , no 3 , exem­

p le 1, p. 80), % (Clp) est canoniquement isomorphe au 

produit tensoriel inductif complet % ® r a p • 

Supposition 3 . Supposons donné un sous-espace 

% c % ( Qsf ) de sorte que 

<*- « d , \€% ===» «&Ct ) ^ (*t> * > * ^ V t * 

Lemme 3 . Sous l e s mêmes hypothèses que dans le lemme 

2, s i 

(9) / T C t ) ^ C * - t , t ) p ^ C * - t ) < i t « (H)x 

pour chaque T m 1& , % m 71 et pour chaque suite de ré­

gularisations -Cf-^î % alors pour une suite de régularisa­

tions i<p&$ i l e s applications 

i|»^XTCt)i lC*-t,t)f^C*-t)<it 

de % dans 3t sont é qui continue s (M, • 4f ^ t *** > • 

Démonstration. Démontrons d'abord l e lemme pour l e cas 
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où *fl m *t Q & , i . e . que chaque \ m % est de la 

forme 

i j ( ^ , t ) m $ oe^Ct ) ft^Cty) 9 

où la somme est finie, oc^ « CL , &4, e *g . Dans ce cas-

là l'hypothèse (9) est toujours remplie, car on a 

jTCt)^Cx-t,t) p^C^-t )<it « g c c ^ T * A*4,f% . 

La topologie de *)t coïncide avec la topologie du produit 

tensoriel inductif, alors l'assertion résulte immédiatement 

du lemme 2. 

Maintenant, démontrons le lemme pour le cas général -

Soit W un voisinage de 0 convexe et équilibré dans %€ 

et soit -t fcjk î u n e suite de régularisations. D' après ce 

qu'on vient de démontrer, il y a un entier m* 2: 0 , un com­

pact Jt c R ^ et un g' > 0 de sorte que si n^ e % ® 0-

avec 

pour tous les t « R , /y> • X y l ^ l é m v , 1^1 é /m, , on a 

alors 

(10) JkTCt)VCx-tlt)p^C^-t)dt e ~ ClrT)^ 

pour tous les h . La sui te 4 (1% 1 du lemme 2 peut être 

choisie convergeante vers 4 dans & > car d ' après la pro­

position 3, l ' appl icat ion *t> —• otT est continue. On peut 

calculer , tenant compte de (2) , q u ' i l y a un & > Û , t 6 6 

de sorte que s i 

- 758 -



(ii) ID^DJI f>,t) . 6 f-i^ct) 

pour tous les * c J.."* , (̂  s X , | ^ | « m, > | ̂  | 6 m. , on a 

alors 

pour les mêmes t, q̂ , *fi, 4, , et pour tous les Z . Pour ^ 

vérifiant (il), on va démontrer 

(12) /TCt)^Cx-t,t)p^C^-t><it « W , 

ce qui prouvera le lemme. Les applications 

oCV-# J%TCt)^Cx-t,t>oçCt)/3iCx)^C^-t){it 

de CL dans C W )# sont continues, étant continues mime 

en tant qu' applications de % dans C S> ) x f car l e sup­

port de (Î̂ CxO f ^ C x - t ) est compact. Leur l imite, pour 

Z —• 00 , est a lors continue d* après le lemme 1, d'où i l 

r é su l t e que (en substituant % à la place de « et & * 

v Jttmv fiji à la place de fiji ) pour un JL^ suffisamment 

grand, on a 

/ T C t ) ^ ( x - t , t ) / l i C t )p^Co<- t )d t -
(13) * , 

/ T C t ) - i C * - . t l t ) . f ^ C « - i ) « t t * - j ; < ^ * • 

Comme % €> Cl est dense dans < £ $ & • * Ck) , on peut 

trouver un ^ c *i © Ct de sorte que 

'»r*î: *%<».*> • < ^ t ) 3 i é eM^ct) 
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pour tous les t c l ^ ^ i X , 1 ^ ^ ^ » l o j é /m, . En 

même temps, V*'<•#*> P e a t ê t r e c h o i s i s i P r o c h e d e 

^ ( ^ , t ) sur le support de ftt^* * ? * / • * » qu'on ai t 

Clł) 
Гт(t)^( 9 t-t,t>/з J Ь ( t J ř ^ ţ x - t ^ c t t -

Г т m ^ u - t . t ) / ^ * ) ,»*<»-*>** c i í r ^ . 

car ( 4- KT) A «D est un voisinage de 0 dans # . n 

s'ensuit de la définition de fc e* ̂  choix de %K ,resp-

^ (11) que 

V»i<*<<ь*)-n.*<*»* ) )<V t > ,- v *'*•.< *> > к-
i D ^ X ^ ^ C ^ i ) ^ Ci)| A e'Jt^Ct) 

pour tous les t t Jt*" , /y- « X , I *t I * mv , l$,l 4 mt , ce qui 

implique, pour l es mêmes 41. ^ ^ , ^ , t , 

Comme tyf C^, i ) (3jt. Ci ) e % <B & , on obtient du 

choix de s/ (10) que 

jTCi)^ ,
| t (* - t > t ) / î j e ( t > ^ ( x - t > « t t c ~IW)„ 

Cette relation avec (13) et (14) donnent 1m résultat (12). 

"Remarque* 1 / hypothèse (9) du lemme 3 est remplie (mê­

me pour % m %(&) ) , s i l 'on suppose, sous les hypothè­

ses du lemme 2, que îfc soit quasi-complet. 

En effet , soit ^ « % C & ) , Comme % e CL est den­

se dans % C Cl) et que % C CL ) est a base dénombrable de 
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voisinages de 0 f i l y a une sui te ^%%\ c *i €> Q, conver­

geante vers % dans *t C CL) . Pour % m % ® k , l 'hypo­

thèse (9) est toujours remplie, comme on l ' a montré dans la 

première part ie de l a démonstration du lemme 3. Donc, d'ap­

r è s ce lemme, les d is t r ibut ions 

| * T C t ) ^ £ < x - t > t > t^< .x- t><£t C l m 4, 2, . . . ) 

forment une suite de Cauchy dans C&t)^ . Elles convergent 

donc dans C2të)^ vers une distribution, et dans «0f , elles 

convergent vers la même distribution, c.è-d# vers 

jTCt) <iîC*-t,t> f^C«-i)dt , 

c.>q»f«d« 

Théorème« Soit W un espace normal de distr ibutions 

sur JL . Supposons donnés un ensemble de suites de régula­

r i s a t i o n s d'après la supposition 1, un ensemble de multipli­

ca teurs (L d 'après la supposition 2 et un ensemble % 

d 'après la supposition 3 de sorte que Qb<ft c % et que 

pour chaque T e 36 , pour chaque suite <f^ l de régula­

r i s a t i o n s , pour chaque % e % e t pour une sui te t ( i ^ U & , 

on a i t ^J&m, T * m. m T , MJtim, fc- T » T et que (9) 

s o i t remplie. Alors 

JUm, fTCt>* Cx- t , t> * v C * - i ) < l i « <n(0)*>T(x> 

dans 36 et la limite est uniforme par rapport à % si % 

parcourt un ensemble borné arbitraire de 1t • 

Remarque «- Rappelons la proposition 3, montrant que 

JLùm* fi^T m T est valable pour toutes les suites i$z$ 

convergeantes vers 4 dans ù* 
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.Démonstration* Soit W un voisinage de 0 dans 3fc , 

convexe et équilibré. En vertu du lemme 3 et de la remarque 

le précédant, trouvons un & > 0 , un entier rm et un com­

pact X c JH"* de sorte que s± *i n % satisfait à 

(15) l ^ I Ï ^ C ^ t ) ! 6 JA^Ct) 

pour tous les t * B.0* > / ^ « 3 C , l ^ l « i / m / , | ^ l 6 m v , o n a i t 

JtCi) ^ C x - t , t ) y | | f C x - t ) d t c W . 

Désignons 3^ D £ par 5 e*1*" . Considérons le dévelo­

ppement de Taylor par rapport à 9* 

^ C ^ , t ) » .2 r D ^ C 0 , i ) ^ + ®C/^, t ) 
ffcl é tm %• 

et démontrons le théorème pour chaque terme de ce développe­

ment. Comme \ parcourt un ensemble borné dans % .il y a 

des nombres 4*^* tels que 

(16) l3C*,fl\('*»t>* * %t*4i,c*> 

pour tous les 41-, £ , t et pour 1^4 4 . On peut calculer 

(d'abord pour l ^ l a *m + < et puis par récurrence), q u ' i l 

y a des nombres i r ^ . , indépendent s du choix de la fonc­

tion % sa t i s fa isant à (16), t e l s que 

pour tous les t , 4*, 1^1 < 4 , l ç, I * /ni + 4 . Choisi­

ssons une fonction y « D m%f(%^9^ pour 1/y.l é 1 ^ 
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jvujp*. Y c < I <y. 1 é. \ î . Pour 0 < K « -f , on a / 

I B V ( - ) I * *"'1. «-«-• «i»*r c^)i , 

.y ( — ) s 0 pour i/y,l > /t , et on obtient des dernières in-

négal i tés 

* MVGUO ID ^ I 

ce qui est valable pour tous les ^ . Si on choisit n, suf­

fisamment petit, on voit que la fonction 

•ij/̂ .t) s fC^-b)? ( — ) satisfait à (15) même pour tous 

les tty , ce qui signifie que 

|T(t)p(*-t,t) r(i--^) ^(d(-t)dt c W . 

Si nous nous bornons aux M/ si grands que les supports des q> 

soient contenues dans i \ty\ £ — î , où on a T ( ) m ^ > 
I X ~ t \ 

nous pouvons supprimer le facteur or ( ) dans l a re~ 
x H* ' 

lation dernière et l'assertion est démontré pour j> . 

Pour les autres termes du développement de Taylor, cal­

culons: 

JUm, f T C t ) - ^ D C * , 0 V o f t ) . <x-t)%k<*-t)<it m 
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* Jjuty J L [J)C8l%(0,*)TC*>l * *%- (*) . 

Pour 0^*0 , on obtient l:e résultat ^<Û,*)TC*> . Pour les 

autres ^ , on écrit tf^fj^*) • fy,, C#) ~ C 4 - « ^ p ^ C*) . 

i d - * ) ̂ ( * ) î est aussi une suite de régularisations 

(supposition 1), alors le résultat est 0 . Il reste à mon­

trer que la limite dernière est uniforme, sous les conditions 

(16). L# aplication 

ot* --* ocTC*) * *^p|^(*> 

i e CL dans «fê e s t cont inue d ' a p r è s l a p r o p o s i t i o n 3 e t l e 

r e s t e e s t une conséquence du c o r o l l a i r e du lemme 1. 

Remarque. On o b t i e n t , comme cas s p é c i a l , l e s a s s e r t i o n s : 

s i J&m, oc-jj-s oc dans (L % on a Mfin cc^ ( T * ç>^) « oc T (en 

posant n\ t t , «$,)• « oc^Ct + /^) pour \ q>\ & 4 ) e t 

£i/m> « ^ T >«c ç ^ = « T , à cond i t ion que JA^ C* + ^ ) é 

é - fe^-^^C*) pour 1 ,̂1 é A . Ce t t e c o n d i t i o n e s t t o u ­

j o u r s rempl ie , s i M^ 2- -M.Ô pour ^ é $, . De m e i l l e u r s 

r é s u l t a t s seront obtenus pour un cas s p é c i a l de l ' ensemble 

des s u i t e s de r é g u l a r i s a t i o n s , dans l a 2 e p a r t i e de ce t a r ­

t i c l e . 
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