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COMMENTATIONES MATHEMATICAE ШIVERSITATIS CAROLINAE 

16,3 (1975) 

0 ДИФФEPEHЦИPУEMOCTИ KOHCTPУKTИBHЫX ФУHKЦИЙ CЛABO 

OГPAHИЧEHHOЙ BAPИAЦИИ HA ПCEҢДШИCЛAX 

0 . ДEMУT ( 0 . DБMUTH ) , Пpaгa 

Содержание: Доказано, что всякая функция Ф , которая 
не может не быть функцией слабо ограниченной вариации, ко
нечно псевдодифференцируема в каждом Пр-числе, для почти 

каждого псевдочисла ^ существует псевдочисло, являющее
ся значением псевдопроиэводной функции & в § , причем 
дифференцирование является почти равномерным ( с р . Г13, гл. 
VIII # § а и 3 ) . 

Ключевые слова: Конструктивная функция, псевдочисла, 
дифференцируемость, функция слабо ограниченной вариации. 

АМ5: 02Е99 Рг1тагу Нег?. 2 . : 2 . 6 4 4 . 2 

26А45, 26А24 Зесопбагу 

В следующем мы пользуемся б е з ссылок определениями и 

обозначениями из [23 и теоремой о полноте псевдочисел: для 

всяких последовательности псевдочисел и регулятора ее с х о 

димости в с е б е существует псевдочисло, являющееся пределом 

этой последовательности (Б.А. Кушнер). 

Определения. Пусть $ функция, а Р и 0> слова, ко

торые являются или КДЧ или ПЧ. 

а ) З ^ д ^ О , ^ Р ) определено в [ 2 1 . Мы обозначим 
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о А * | У ( * ) - У С а ) УСсО-УСс)) 4 . 

1 ) к л С^а>,У,Р)^УЛппЗЛУа>СалР^*ГЬЛг-а,-<: ^ э 

« л л 4 1 У ( ^ ) - Г С Ф ) | . 

В с 1 < У , ? ) ^ т З * * У а , * ^ — < * л 

1^(Л^Р)^у^ппЗАУаС1Р-а1<^-э1а-^Са,)!<^) . 

б) Если 1 ) к л С ^ Р ) ,то мы скажем, что $ конечно 

псевдо-дифференцируема в Р . Если З^СЯ^У, Р ) (соотв. 

] ) К Л С + а > , У , Р ) , соотв. В к л ( - с о , Т9 Р ) ) | то мы скажем, 

что Ф (соотв. + о о , соотв. —со ) является значением 

псевдопроизводной функции У в р „ 

Определние. Пусть У свойство псевдочисел, а о< А /^ 

сегмент. Мы скажем, что ^ С | ) выполнено для почти всех 

псевдочисел ^ (соотв. | иэ х д <ц* ), если для всякого 

НЧ «т существуют последовательность последовательностей 

рациональных сегментов *** Од-, ? ^ ?,п, и последовательность 

неинфинитных рекурсивно перечислимых ( р . п . ) множеств НЧ 

О 2 такие, что Ут̂ ХС „ л 2 л ^ I ( С 1 < — " ) 

и для всякого ПЧ | (соотв. ПЧ ^ иэ »х д ^- ) верно 

(-|Зт,А,<-1 С^ сБ^) & § 6 а ^ ) э » ( § ) ) 

(см. лемму 7 из [ г ] ) . 

Обозначение. Пусть С р.п. множество НЧ. Мы обозначим 

3€ С С ) , если сегменты &иЛ^ , & в С > не перекрываются и 
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содержатся в 0 д \ и существует возрастающая последова

тельность НЧ ^«п>/Лм, такая, что 

Ч&АИеЪ Л-| Ц с С ^)_э1АХ.1< 4 г > ( с м * [ 2 3 ) • 
•—' 2^ 

Лемма 1, Пусть Ф функция, а С р.п. множество НЧ, 

Э6(С). Тогда существует функция такая, что а) она линейна 

на всяком сегменте -&и-^ , X е С , и б) в каждой точке 

множества А * Н З Х и € С & Эл <^Х/)<*<: Э ^ < # ^ ) ) ) 

ее аначение равно значению функции Ф . 

Замечание. В следующем, когда у нас будут функция У 

и р.п. множество НЧ С такое, что *Х ( С) , мн посредством 

[ 9", С ] обозначим функцию, обладающую свойствами перечис

ленными в утверждении леммы 1. 

Лемма г» Пусть. V функция, ^ и ^ псевдочисла, а 

С р.п. множество НЧ такие, что 

Ж О в п З Л С е с С &$ е ^ Х ^ ) . Тогда 

а) С 3 7 1 ^ € П В , 1 ) к л ^ Г , р ) з ] ) ^ ( ^ ? ) ) & ( 1 ) к л ( ^ р э 

э В Л ( ^ р ) & Ул(Б№Д(Г,л)эЗ^ГчвП8сР1СЛГ'12.?;л»)8с. 

( В о и ^ р . э 3 ^ 6 т т 8 ^ ( ^ , р & (^стт^^сп-.»)* 

С \ Л

С ^ § ) ^ ^ В к л ( 0 * ^ § ) ^ п ^ % Ь < 1 Ь ^ | Ь л п ^ ^ * § ) ) & 

(|€ТТ2а,^)к л<^§)эV^(1^6Тт^^<^ ?^ ?) э 

э Ч ^ а В>сл<0; *;§))» 8с < ? бТТ5 Э 1 ] ) к л (+ со, <Г, р ) 

ж 

в) (Вект;§)-г«5.сс^сз,|))&(3)(сл(?;р :, 

э3)^(0,г- ст, с3,5 » &(Юкл(+ »,?,&•)а В | с д ( + «,, Сг, сз, р> . 
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Обозначение» Пусть Ф равномерно непрерывная функ

ция, а ^*>ь)ь, последовательность КДЧ. Тогда мк обозначим 

Я?*?,*****,) , если а) для всяких РЧ < ^ , а , 2 , ^ , ^ 2

 и 

л, , <ьл < Д^ & <ь2< ЛУ^ & 0 < л, « I «ц д ^ I , 

последовательность ^-,->^?^ н е м о * е т н е содержать члены рав-

н ые ел еду ющим КДЧ; 

%-<ьл ' Лгл Xr^-cu^ ' fy-*** \~ ^ 2 ' fy ~ a f 

супремуму и инфимуму множеств 

#(Ы,)~ 9(с) 
лцу(ВсЖ(а><с<Ы,<&&<>с<1сд<1\8<<Ц'~ ; )) 

л ^ ( З с о С ( о , < с < о 6 < ^ & . > с < 1сд<11 &^=г — — г = =-0) 

и 

б) Уа.&,-1-] З Х ( 0 / . ^4й,в *2^5 Ч ф , ^ - колебание 

функции ^ ) . 

Лемма 3, Пусть & равномерно непрерывная функция. 

Тогда 

11 существует последовательность КДЧ 4 - % $ ^ такая, 

что ЖВ<У, < * * ! * > ; 

2 ) для всяких последовательности КДЧ 4 а ^ ^ , КДЧ п^. 

и знака * , X» ̂ (Р, Ч ж ^ л ) & и З & ( ^ ^ ) & ( * Ж. < V ^ э ^ > ) 9 

если для любого рационального сегмента с д с1 

Ъл (с,до . . )г-* — - * ^ , 

2 Л - с 

1 Г / ( C A A ) ^ <*>.У>--*** 
c £ ~ c ^ 
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то выполнено У<1аЛгл С4 .4 1> & 3& а,< Дг& 0<=- к, «с 1а,д&\э 

э С З с о С ( а < с < о 1 < ^ & л>< 1с доИ & и*Сод<±)) V 
</ 

У 1 3 с с { ( о к с - < о 1 < ; е г & л < 1с лоН & 1Г*(с дЫ,)))) . 

Обозначения. Пусть ^ функция, х^ д *х* сегмент, «> 

КДЧ, ̂  и ̂  ПЧ, ли НЧ, & ^-Ф^Аь последовательность НЧ. 

Тогда мы обозначим 

1) й(9;*4АХ2)** (?(Х2)~ Г(Х^) , 

2) посредством М,% функцию, для которой верно 

Ух (%ъх С*) & % • гтххх, (пгыуги (х, 4 ), 0)) , и 

3) Л^, ̂  ?,лл,%^)-*йп ЗАУЛ(*.4Лэ^в ̂ ) & 

4
 ч
 1?Г*)-УГа) | 4 

Мы напомним, что функция 3" называется функцией сла

бо ограниченной вариации (на 0д4 ), если 

и что любая функция постоянна на л х (х&О) и на 

л * И 4 .х ) . 

Лемма 4. Пусть У функция, * один иэ знаков < и 

> 9 ш х и тг КДЧ такие, что 

<их * ж & \/о> Л"л С 0 . б а > ^ ^ - б 4 & С ^ = я^.х=-г<«г) .э 

^ С » - З^Са.) 

э - ! ( Х ш ) ) Л ( У ( 4 ) - 3 4 0 » * * . 
/«г- а-

Тогда существует р .п. множество НЧ С такое, что Ж (С) Вс 

)/МЛ*Сэ*г.11Ьтгт,1*9'(Эт,С&иЛтЛ))- ПЭЛ(&^Ъ)%. 

у*^ (о.б*<> -̂б ы:?; сз(^)-г?;сзс^)*%.с^-л)) . 
Следовательно, функция С ^ С З - Аи~ является строго моно

тонной на 0 д \ и, таким образом, С $, С 3 равномерно 
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непрерывная функция слабо ограниченной вариации. 

Доказательство* Пусть * зг; > , Мм для всяких сегмента 

О,АЯГ И ВДЧ ̂  обозначим (!}и(а&Яг)ф(Д('?,а,дЯг)>/у.Аад&\). 

Мм построим последовательность систем НЧ 4 -А^.»^ • 

а) Пусть Л^ пустая система, а 33^ система сегмен

тов, которая содержит единственный сегмент - О А А . 

б) Пусть /-к/ НЧ и пусть мы уже построили систему НЧ 

Ад^ и систему неперекрывающихся диадически рациональных 

сегментов, обладающих свойством ^ , - $ - , Пусть 

• » 

которые имеют максимальную длину. Мы построим НЧ *{, . такое, 

что 

ос) Выполнено <? Г ^ д - ^ ) о\ 2 / 4 - Ь - д - ^ - ) . Тогда 
1.2^ 2*0**"*' *\2*е** 2**1 

АА ^ Аа «а 3/» - система сегментов, которая возникает 
&.Н *И *&-И 

из З&л. заменой сегмента — 8 — д —:— на сегмента 
2*° 2*° 

гĄ/4 A ^o и * o 2-Lg 
2*0* ^ 1*о+4 1*о+* %*о+* 

» • 
&) Выполнено -I # (—Л-д—.-----] , Тогда мы определим 

* \2*0 1*о+л* 
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система сегмен

та *. **-/ *_*. 

тов, которая возникает иэ «я- заменой —г-— д—-----
^ 2^о 2 * 0 

нa —^ 
2* 2? 

у) Если выполнено 1 2 (—г^— Л — г - ) , то мы посту-

^ 2*0*4 2 * * ' 

пим аналогично случаю /3 )• 

Мы построим р .п. множество НЧ С такое, что 

уц (Л е с == зм, и в Ад, )) . 
Лемма 5. Пусть {? функция. Тогда существует алгорифм 

^ обладающий следующими свойствами: Ут,%3ф (^^ггиЯ^с^Ар) 

и для всяких НЧ гт,% /(I и ^иГргьЛ^ Ж & , алгорифм % ^ п яв

ляется стройным и 

а ) для всякого НЧ М/ , для которого верно ! ^^^г а Л/_|, 

и^р-оЛ*, НЧ, сегмент» системы ^&ии^„ф®^'^^^}%^л 

не перекрываются и не имеют общих внутренних точек с о̂ _.̂ _/ 5 

-4+1+? * ' * Д ^ -«•_._• I * ЗЛЫ _ ЙЗ^Д. & 

4Ь А А 

Ъ^\&1_<11^о&4^\<2?П'*.\'?Ш\+ -^Т7^Тъ) ••> 

б) *с (с• Й*Х,_ЗЛСИ-л. о А, ЬШЭ л йЬ*> 1^е)1--^5Е=--г 

< и Э _ Д О > 1 < Г ( с ) | . 2 + - ^ 
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и, следовательно, 

в) если с РЧ и 8 ПЧ такие, что 

с б # ^ & -, С ^ е # ^ ) & 1' т ' . I ГГс ) I 2: I ^ - с I , 

то 1 л ^ ( ! ^ п ^ & 5 « ^ А ^ а ^ ) -
Лемма 6, Пусть ф функция, которая не может не быть 

функцией слабо ограниченной вариации, а С р»п# множество 

НЧ такие, что сегменты, е б ^ ^ , ; X е С ; не перекрываются и 

Чх(\?Ы)\>0эЭ1(1еС8<Эл<&^)^*<:Эъ(&^Аз>» • 

Тогда У | ( | с П ^ В - - 1 . В ^ ( ^ б С & | е Ф ^ Ь Я * * ™ , ^ Р > 

и для всяких НЧ /т, и Л существуют последовательность ра

циональных сегментов ^ - Й » ^ ^ , неинфинитное р .п. множест

во НЧ 3) и неубывающая последовательность НЧ ^^^}^, т а " 

кие, что 

^ ^ ^ Ч /̂  ^ 1 ^ 1 < 4 г ) & ^С€еП8<-1а^СХ€С&|€ 

с ^ Х ^ & п З ^ л С & е Р ^ б ^ . 

Доказательство» Пусть ^ алгорифм, построенный со

гласно лемме 5, а гт, НЧ. Существуют последовательность от

личных друг от друга пар НЧ < е ^ а т ^ ^ и последователь

ность рациональных сегментов < Х^-Ьи, т « к и е , что 

У^ гСЗт,С6^а^х^аа>аСЗ^А<Х€СС (^ 4Чс с^)& 

Ьи^^т,^ а % г * < ^ ЗХСХ е С С ^^С<^ ^ ^ асСа л (^б ^ 4^Ь 
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где аЛ^ 1^ последовательность сегментов, построенная 

согласно теореме 2 и» [ 2 ] . 

Тогда верно (1) и ввиду свойств функции У к 

(2) -,-, 3-Ь Ч<гь(ХА 1 И Л 1 < : 1 ) -

1) Пусть ̂  Пр-число, для которого верно 

<з) пвлсг с с & $ € # ^ > • 

Тогда ввиду следствия 2 теоремы 5 и а С 23 не может не сущест

вовать НЧ Л>0 такое, что 

( 4 ) - Э / Л С л » в 6 б Г л , & | 6 Л / п . ) . 

Пусть А>0 НЧ, для которого верно (4) . Тогда 

Ч-Э^С^Х,)!)) . 

Пусть с ш Ы, РЧ такие, что с -с ^ «. б1 & с(- - с •< 

< ,3^'^^»^» * С о г - а с н о -•--* 5 в в Р Н 0 

МШ-ПсП* 1ГСс)1 + !УСА)| < С о б - с ) • - - - . 

2) Пусть Л НЧ* Тогда существует неубывавшая последо

вательность НЧ 4-^^д, А л я К 0 Т°Р°* выполнено 

/р̂ аг /т. 4- 8 & У>гг<3*Л4*« ^ ) 
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Ввиду (2) не может не существовать НЧ *>0 такое, что 

(5) З-ЬУЛ^и**, э&^~ 1ь0+тъ+ 4-) . 

Для завершения доказательства достаточно построить р .п. 

множество НЧ I) , для. которого верно 

\/к,(М,е!3-й Зз/С2б^+/т,+ Ц- < ^ % ) ^ > ш заметить, что для вся

ких П-числа ^ и НЧ /ь0 , выполняющих условия (3) - (5), 

верны, рассуждения из конца 1) и | е. ТТ2 . 

Лемма 7. Пусть Т возрастающая на 0 д А функция, а 

у НЧ такое, что \/аЛг(а><< & э &(&) ~ $'(<ь)< <у. С#-- а,)) . 

Тогда, У § ( | е П а э ] ) к л С У , р ) . 

Доказательство, Ясно, что V^С^6ТТ8<С^-<0V / |--.:^).э 

Ъкл С 0 1 Т, р ) . Согласно лемме 3 существует последова

тельность КДЧ 4 а ^ « ^ > Л Я Я которой верно 2 СТ, {х^^) . 

1) Пусть ^ и / ^ ^ ч такие, что 0-< ^ -с / ^ & 

& 1 3 ^ С ^ = * ^ V /з а̂ а х^) * Тогда согласно теореме 7 из 

С23 существует последовательность р . п. множеств НЧ 4 В^5^ 

такая, что й * С . # С Б л ) & ^ ( - б с Б ^ э 

э З ^ С ^ б Е ^ & ^ Х . - ^ - А Р ^ , Для всяких НЧ ^ и Х выпол

нено ( ^ с Е ^ з А С ^ ^ Х , ) < ^ . \Л1Л^П &(ЯеЕ2гэ 

э^.\&^\< Д С ^ ^ е , ) ) & С € е Б , , з # и Х , с 0 ^ 1 ) 

и. 

( 6 ) < с 1 & 1 а д ^ < ~ * \сд<±\<-1~&А(?,<ъд1Ъ>)<пк4' \ад&\ & 
г^тп л/т 7 °л 

Таким образом, мы ввиду того, что Т возрастает на 

О д 4 , для всяких НЧ^?/{г> и /я,, /|г б Ел л 9 имеем 
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где МСЯ^и) а СЛ т. СЕй ) С л ) А Я ^ 5= . ^ ^ » . 

Следовательно,%1,(л , 4 - 3 ^ I ^ , 4 , 1 < ( ^ ) * ) . (Ср.Е4], 

* г€сш2^гщ и -> \«ь21 
247-251). 

Отсюда мы согласно следствию 2 теоремы 5 ив С 2Л получа

ем у$(%еЩЬ%еОА4эппЗс1^3А(геЖ,1г&$ е &^)) • 

Но тогда Ввиду (6) верно 

У^(§бПа&§е0д'1:э-1~1.3/г^УоЛгсо1(а,-< § -с^-&с-< | <: об & 
1ъ**1<^&\ъд<1\<.~1 ^(А(Г9ФА^)<^.[<ЬААГ\ =з 

кСУ,сдс1)'<<ц<2' ЬьдсИ) & (ц-я* \<ьд Яг\< А(Ф, сьдДг) о 

э ^ . 1сд ^ I < АС^сдсЪ)))) . 

2 ) Пусть § П2-число, с е Од 4 ? а 1* НЧ# Существуют 

КДЧ /иг н НЧ Яь0 ,для которых выполнено 0 -с а̂г < - *•• & 
6*2. 

п ВЯь(/иг = #^) & у < (Ь>0+4). 1* * 

Тогда» согласно 1) не могут не существовать НЧ ть0 и РЧ 

О/ и ..б' такие, что 

А 

а / < . | < ^ & 1ад^еИ<г-— &У<Ссс1('1б<1*:А0&<с<%<*>1к 

(? ) & I с А а I < - 4 - ; э ( Д ( ^ о , д ^ ) < ^ . ^ # 1о,дЛЬ Д«>С4<0< (х-И), 

.41п1сд^1).3<((ф+4).11^а,д^ 

Пусть гта НЧ и а. и /6к РЧ, для которых верно ( 7 ) . 

Существует НЧ -Ь0 такое, что 4 А <10 & Ль0 + 4 Ь (+>0~ 4). 41Г < 

А(Ъ,сьд9г) , 
< — . <л/ ,тг и, следовательно, для всяких РЧ с и Ы., 

|о.д^1 ° 
А Д(Р9сдсО 

с<. <?<об&|сдоМ < -—-. , верно /т***; ( < л - 2 , 0 ) . <иг< -— < 
г й"** ° 1сдс61 
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< iTГШУvCЬQAг Ą,tos0+ 4 ) . W И 

ă(%a>*Sr) ДC^eдoO | . \ 
и + + \ 1 е ^ | Г 3 ^ < 1 ^ Т 

Итак, мы доказали \Л(Р, ? ) . 

Лемма 8. Пусть (^ функция, которая не может не быть 

полигональной, а 4 й^/п- последовательность рациональных 

сегментов такая, что Уа Со. с Од 4 э З̂ г- Со^сС^ (Д^)0)) • 

Тогда» существуют алгорифмический оператор (5 типа ТТ^—*К 

и неубывающая последовательность. НЧ ^ ^ ^ ^ т а к и е » ч т о 

У$С$сПа эЗ) к л (б( | ) ,9 '»§» & "»-»Зл У Л С А - б Л э ^ * ^ ) & 

*сУ^С с̂ТТА -I 3*г С? • й л > э З ^ в Х * УадКо,< § <: л> & 

^ У ^ С ^ . - а < - 4 х > ^ 6* «г (IV 0-< а,-< ^ - - - ^ 4 < «,) & 

Лемма 9> Пусть ^ НЧ, ^ функция, которая не может не 

быть функцией слабо ограниченной вариации, а §.. функция, 

которая не может не быть полигональной* Тогда существуют по

следовательность рациональных сегментов < Ф^/тг ? неубыва

ющая последовательность НЧ ^ф^}^ и алгорифмический опе

ратор & типа Ц»—»-Х для которых верно 

У ^ р в Т Т ^ э В ^ С в С } ) ^ , ? ) ) * У5(?«П-«сп З^С? •»,,,,) э 

э $«па*«(е($),у,ь*,<^**>> 

жСУ/пС^ДСУ-С,^^ ~ » • 

Доказательство» Согласно леммам 4 и 6, где тг .-А ъ -*• 4 > 

существуют р.п. множество НЧ (Ц последовательность рацио

нальных сегментов 4Я.^}д. и неубывающая последовательность 
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т ^ д . д , такие, что Х(С^), <[Т,% 1 - СС ,̂ С,}> Рав

номерно непрерывная функция, УЯ (2. е С. э А СУ- ^,^]_^ ) ** 

< - 18б1_Х.ивсУуС|в1ТЛ-| ЗЛе С^еЛ^МИЗ-ШвС., 8.^6 И^Л,)з 

3?еп2&лсо,г-д,-сс?;с1з-с^с^)^^ + ^ < ^ л ? л ) ) . 

Согласно теореме 7 из С22 и лемме 3 существуют КДЧ п^ 

и р.п. множество НЧ С^ такие, что 

- С^,С 1 3,Йг^ , )1 > ^ ^ Й ^ X ^ ^ ) ^ V а ^ е ^ < 0 ^ а ^ ^ - < : ^ & 

^ ( Д С С ^ С ^ Д - С ^ С ^ З ^ А ^ ^ / и г . \а,АЛг\эЗ&и.бС2тЪ 

п(сид&п&^~ 0)Ь ^ .\ЪАА>\^\&1„ЛЛ\)) . 

Мы построим последовательность р.п. множеств НЧ <А^$е 

и последовательность отличных друг от друга НЧ Ч-эе^!^, та

кие, что 

и<ь(г 6 А^ « Се е С̂  & 2 = -* V г с С2 Л С « 2 . ^ *: С^С^Х,) -

- 2 , 1^-2, ))д СЭ^О-З^) + 2, 1 * ^ /» V Я ^ г % ) ) 8 < 

8сУо^(аг(^бА^) = Зт, Са« «е*,» • 

Мы определим У<ъ СсД̂  ̂  &1*ъе>^а)
 и согласно лемме 8 

построим алгорифмический оператор <» типа ТГ̂—*-• К и не

убывающую последовательность НЧ Ч 2̂&?,%, > обладающие опи

санными там свойствами. Для завершения доказательства дос

таточно определить УМ, (р^ф «ъах, (^ ^ , ^р2 ^ ) ) . 

Лемма 10. Пусть Т функция, а х НЧ. Пусть не может 

не существовать полигональная функция (^ , для которой вер-

но У л С ^ 1 Д С Г - ^ Д ^ ) 1 * - - - ^ ) . Тогда су-

ществуют последовательность рациональных сегментов 4 0*^^ , 
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неинфинитное р .п. множество НЧ 3 , алгорифмический оператор 

6 типа. ТТ^—> X. и неубывающая последовательность НЧ 

^ ^ М 7 д л я К 0 Т 0 Р Ы Х верно 

ШС -Й \<Ь\<с 1~)ЪЧЬС9€1ПВс-13МС'ч(Яъе1))В< 

А | е а л ) э | * Т Т а 8 с Л С в С ? ) , ^ | , « , Ч ^ и ) > ' 

Доказательство, Пусть 4С^$^ последовательность, по

лигональных функций такая, что если (̂  полигональная функ

ция, то -Э"ЬС<^-=^) . Согласно лемме 9 мы для всякого НЧ "Ь , 

исходя от т, У ж 0* построим последовательность рациональ

ных сегментов 4 $ ^ $ ^ , неубывающую последовательность НЧ 

^-ФЪЗАЬ
 М оператор С^ , обладающие описанными там свойст

вами» 

Существует неубывающая последовательность НЧ *С51<пЛт,
 т
*-~ 

тrt» 

кая, что Ут> Со = <о^ ( 2 ! (Д. | < ------ )) . Тогда 

ввиду леммы 9 и наших предположений пп ЗА>У(гъ(<ьбпгэ<1т,- %*>) * 

Мы определим /|г0 ^ 4 и построим последовательность 

рациональных сегментов "Сф,^?^ , неубывающую последователь

ность НЧ - 1 4 4 ^ ^ ; оператор б типа* ТТ^—>К и неинфинитное 

р .п . множество НЧ Е , для которых для всякого НЧ пг ВЫПОЛ
ОЛ1!/ Я./П, 

н е н 0 с ^ ж а ^ л С ^ г Я л ) ^ 
э ОС%\Ст,) *$^^)}Ст,)) &. (пъ еЪ ш З л > ( ^ < %»)) . 

Методами, которыми мы пользовались в предыдущих дока

зательствах, можно доказать следующее утверждение. 

Теорема 1. Пусть У функция. Тогда 0и1слС9') (см.ЦЗЗ) 

в том и только том случае, если для всякого НЧ гт, не может 

не существовать полигональная функция Су , для которой верно 
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9 * А * А 

На основании леммы 9 и следствия 2 теоремы 5 и8 Г2Д мы 

получаем: 

Теорема 2. Пусть У функция и пусть существует после

довательность функций ^О'^'т, т**к&я, что для всякого НЧ 

«п> - Ф'/щ, н е м о ж е т н е б ы т ь полигональной функцией и вы-

полнено \сгъ (,Й I А С ^ - О- , ̂ г ^ ^ ) I < — ^ ) • Тогда 

существуют последовательность последовательностей рациональ-

ных сегментов "К Яд. }^1пп и последовательность неубыва

ющих последовательностей НЧ ^Л^ь ^^гт. такие, что 

*^(^\я21<-^)Ъ*с1$($еПЭ<*т(гб«ъ э 

эпЗЬС^ъК™')) э ^еГТд&З^ (<^е Л & V™, ($.-= т> э 

Следовательно, У^( |вТТД э и 3% (% € ТТ ^ЪКЛ (4,-У, % ))) > 

На основании лемм 4, 6, 7 и 10, теоремы 1 и следствия 

2 теоремы 5 из 123 верно следующее утверждение. 

Теорема 3* Пусть $ функция, которая не может не быть 

функцией слабо ограниченной вариации (на 0 д А )• Тогда 

У | ( | € ТТ̂  о Ъ^л ( &, % ) ) и существуют последовательность 

последовательностей рациональных сегментов «1 \ТСГ* \« }т , по

следовательность неинфинитных р .п. множеств --Н ^1^.*^ и после-

довательлость неубывающих последовательностей ШНф^Аъ^лп* 

такие, что У/т,,» < ^ ^ 5 , п С * е » ^ | В - * ' * ~ ^ ) & 
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Следовательно, для почти всех псевдочисел | верно 

З^С^сТТ&Я^С^,^)) . 

Пример 1. Существуют последовательность последователь

ностей диэъюнктных рациональных сегментов, содержащихся в 

О ь *\ 9 - Ц &"!ъг1/ъ,}т , П^-число §0 * возрастающая на 

О А 1 функция .У такие, что 

1) для всякой последовательности неинфияитных р.п. 

множеств НЧ АЪ^Ъ^ верно п ЗтМ, (п (^с1)^)8с&> 6 ф ^ ) ж 

2 ) Л к л ( Г ) Л У л 3 ^ 1 ) ( 1 р , У . , х ) » Ч У ? < | в И # ! э 

=>З^С^
6
П8<\

Л
С^,Г, р ) ) * У^С^еПэЗ^дС^?» & 

&пЗ^С^€П^1)
к л
С^,^^)) , 

Пример 2. Существуют функции К и & такие, что 

1) < Х С ^ ) (см.СЗЗ), ^ С ^ е Т Т ^ & ^ е О д ^ э 

2) V*,*, <1^0м,)-^(х)и 1/̂ -ск1) & У^С^сТТ ̂  

э^ЗП(п*ЪЬ.Ъкл(П,$1,ЪЮ8<Ух 3 ^ В (+, ?„* ) * 

3 ) не существуют НЧ -г-, А & <Ь & 0.9 и последовательность 

функций 4.%*^^ такие, что для всякого НЧ <тг - ^ не 

может не быть полигональной функцией и выполнено 

Пример 3, Пусть Я НЧ. Существует последовательность 

неотрицательных полигональных функций 4^3/п, такая, что 

V* Зля, Улгц> Слп/ г̂ /»% & I <ц—х I < —-• э %ь(<$.)згО) & 
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и вместе с тем не существуют последовательность последова

тельностей рациональных сегментов 44 К ^ ^ ! , - ^ ; последова

тельность неинфинитных р .п . множеств НЧ 41)/тг}/т и НЧ ф, та

кие, что 

(ср. теорему Егорова [1.3, стр. 111) . 
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