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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE

18,1 (1977)

SUR IES GROUPES QUASI-PURS-PROJECTIFS SANS TORSION

Khalil BENABDALIAH et Robert BRADLEY, Montréal

Abstract: Un groupe abélien G est dit quasi-pur-pro- ,
jectif s1 pour tout sous-groupe pur H de G et pour tout
homomorphisme f: G—>G/H, il existe un endomorphisme g
de G tel que VP = £ oh Yy désigne 1 épimorphisme ca-

nonique de G sur G/H. Nous établissons qu un groupe sans
torsion compldtement décomposable est quasi-pur-projectif
si et seulement si il est soif homogdne, soit somme direc-
te d'un groupe divisible et d un groupe homogdne de rang
fini. Nous démontrons également qu un groupe sans torsiom
non réduit est quasi-pur-projectif si et seulement si sa
partie réduite (unique & isomorphisme prds) est quasi-pure-
projective de rang fini n admettant pas @ comme image
épimorphe.

Mots clés: Groupes abéliens sans torsion complate-
ment agcomposables, groupes homogdnes, quasi-purs-projec-
tégs,tde rang fini, sous groupe pur, groupes divisibles,
réduits,

AMS: 20K20, 20K15 Ref. Z.: 2.722.1

Dars ce travail, nous établissons une caractérisation
compléte des groupes quasi—purs-projeptifs sans torsion
compldtement décomposables, Nous démontrons également que
les groupes sans torsion séparables quasi-purs-projectifs
réduits sont homogdnes., De plus, nous. voyons qu’on peut
réduire 1°étude des groupes sans torsion non réduits quasi-
purs-projectifs aux groupes réduits de rang fini n’admet-
tant pas & comme image épimorphe. Les notations utili-

sées sont, sauf avis contraire, celles de [3] et tous les
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groupes considérés sont abéliens.

Comme suggéré par L. Fuchs [3], p. 134 et pour pour-
suivre la recherche déjd entreprise dans (1], nous étudie-
rons la classe des groupes quasi-purs-projectifs sans tor-
sion. Rappelons d’abord la définition de groupe quasi-pur-
projectif.

Définition. Un groupe G est dit quasi-pur-projectif
si, pour tout sous-groupe pur H de G et pour tout homomor-
phisme £f: G— G/H, il existe un endomorphism ¢ : G—> G
tel que Yy.@ = f ol ¥, désigne 1’épimorphisme canoni-

que Pyt G—> G/H. Nous écrirons q.p.p. dans ce qui suit.
I1 est facile de démontrer le lemme suivart :

lemme 1., Soit G un groupe sans torsion et soit H un
sous~-groupe pur de G. Alors on peut écrire G = D@ R, H =
=D, @R, od D& D sont divisibles et R, &R sont réduits,

De plus R1 est pur dans R.

Théordme 2, Si G est un groupe sans torsion non réduit
et si on écrit G = D@ R od D divisible et R réduit, alors
G est q’.p.p. si et seulement si R est q.p.p. sans épimor-
phisme sur @ .

Preuve. Supposons G g.p.p. . Alors R est aussi q.p.p.
car R est facteur direct de G. Sans perte de généralité, on
peut supposer D &~ B ., S’il existe un K 4R tel que R/K =
».-.:hﬂ ,posons H = D@ K. Alors H est pur dans G et G/H~Q =~
~D, On définit £: G —> G/H par le: D— G/H 1 isomorphis-
me existant par ce qui précdde et flR = 0, Alors, il exis-

te ¢ : G—>G tel que Pp.q@ =T° ot ‘g désigne la pro-
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jection canonique de G sur G/H. Alors G/H = £(D) =
= Pge @ (D) £ g (D) = 0 ce qui est une contradiction.

Inversement, on suppose que R est q.p.p. n'nyant pas
d “épimorphisme sur Q. Soit L un sous-groupe pur de G et
soit £f: G—> G/L un homomorphisme quelconque. On peut suppe-
ser sans perte de généralité par le lemme précédent que L =
= D1$ Rl ot Rlé R, D1£ D, Alors G/L.»-:D/Dle R/Rl ol R/R1 ‘

est réduit, Ecrivons D = D;@ D,. Nous noterons les injec-

tions, projections et isomorphismes canoniques suivants par

i: R—>G, j: D—G, MW,:G/L—>(D+ L)L
Myt G/L—>(R+ L) L ©;: (D+ L) L—>D,
8,: (R + L)/L—>R/R,, 63: R/Ry — (R + L)/L

Alors ©,.T,.f.i: R—> R/R; et donc il existe @;:
: R—>» R tel que val. @ = 0, T fi ou le est 1’épimor-

phisme canonique de R sur R/Rl. Soit ¢ : G—> G défini par
Q.= Ql.ﬂl.f.j et

g.i= 0,.T .f.i + ¢,. Alors, si de D,

Peg@) = » .08, M@ = T,.e(a) = £(a)

car

f(d)e (D + L) L. De méme, si reR,.

Peg(r) = ¥, 0, Me(r) + 65, ¥g - A1)

T2(r) + 03, 0,. Myt(r)

Ti2(r) + sz.f(r) = £(r)
Done G est q.p.p.

En vue du résultat précédent, 1°étude des groupes sans
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torsion nom réduits q.p.p. se ramdne & celle des groupes
q.p.p. réduits de rang fini n’admettant pas @ comme ima-

ge épimorphe.

Neus avons besoin des lemmes suivants, dont les preu-

ves sont immédiates.

lemme 3. Si G et H sont des groupes sans torsion et
si G est de rang un, alors il existe un homomorphisme f:
: G—>H tel que £(g) = h o g€ G et heH si et seulement si
1la caractéristique de g est plus petite ou égale & celle de

h. Dans ce cas, f est unique.

Lemme 4. Si un groupe sans torsion G est somme direc-
te de deux groupes homogines Gl et G, tels que le type de
Gl est seit plus grand, soit non comparable avec le type de

G,, alors G, est totalement invariant dans G.

Théordme 5. Si G est somme directe de G, et G, deux
groupes sans torsion réduits de rang un et si G est q.p.p.,
alers G est homogene.

Preuve., Désignons par c(g) la caractéristique et par
t(g) le type d un élément g de G. Si G n’est pas homogdne,
on peut supposer G; = { x 7, ob c(x) = (ky,kyyee0,k 4, O,
Kpppree=)s Gy = (y2 odely) = (£ 10 £p1e00) avec soit
c(x)>c(y), soit c(x) et c(y) non comparaties.

Soit H= (x +‘ Pp¥ )* .Alors H est un sous-groupe pur
de rang un de G et donc G/H est de rang un. Par conséquent,
t(x +y + H) = t(x + H)2 t(x) et il existe un entier m, pre-
mier avee p,, tel que c(m(x + y + H))Zec(x). Alers on peut

définir un homomorphisme f: G —» G/H tel que f(x) = -m(x +
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+y + H) et f(Gz) = O, Comme G est q.p.p., il existe ¢ :
:G—>0 tel que Y. @ =fod Py: G—> G/H est 1 épimer-
phisme canonique. Mais alors @ (x) + H = £(x) = -m(x + y +
+H a’od @(x) +mx + my e <x + py > .Done, il existe

des entiers a, b, qu’onr peut suppeser premiers entre eux,
tels que a(@ (Xx) + mx) + amy = bx + bp,y. Par le lemme 4,
@(x)e G. Doxic, par indépendance linéaire amy = bpy, a =

= p,d car (n,pn) = 1 et donc ppd(g (x) + mx) = bx avee x
(pn,b) =1 car p, divise a. Donc p, divise f ce qui est une

contradiction, Par conséquent, G est homogdne.
On obtient alors:

Théoréme 6. Si G est un groupe sans torsion séparable
Q.P.p. réduit, alors G est homogine.

Preuve., En effet, toute paire d’éléments non nuls de
G est dans un facteur direct compldtement décomposable qui
est alors aussi q.p.p. et par le théordme 5 il est homogine

et pur dans G,

Lemme 7. Si G est sans torsion homogdne, si H est sous-
groupe de G et si g + Ee G/H tel que c(g + H)= ¢(x) pour un
xe G, alors il existe g'c G tel que g"° + H=g + H et ¢(g’) =
z c(x).

Preuve. On ordonne les nombres premiers pour avoir

c(x) = (kl,kz,oo-, »21, /22,0--) Oﬁ ki* 40,@} et iie"o’w;.

Comme t(g) = t(x) et en réordonnant s il le faut les nombres

premiers correspondant aux ki, on a la situation suivante:
C(g) = (rl'rZ""’tl’tZ"")

avec ri<kj, i =1,2,000,8, r;Z ki, i =8+ 1,..., t; 284,
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i=1,2,0ee . Si 8 =0, c(g)>c(x) et on Prend g° = g. Sup-

posons donc 840, Comme c(g + H)2 c(x), on aura g + H =
k .
= piigi +H,1i=1,2,...,8, Donc g - p; 8;€H, i =1,2,...,s.

I1 suffit donc de trouver des entiers 8982..0,8g tels que
. A ' ‘ A » k;
g =g+ Zyeilg-pg) = (14,2 08 - X a0,
c(g’)zec(x).
Pour chaque i = 1,2,...,8, il existe un nombre entier
ny premier avec P1Pp+. Py tel que c(nipll...pssgi)zc(x) car
G est homogdne. I1 suffit donc de résoudre les systdmes de

congruences

(1) a;=0 (pllc]v’ztz... p:fil p:ﬁl... psani) i=1,...,8
ag= -1 (p:i)

kl k

2 s
(2) 1 +L=2 a;=0 (p; ... P )

1

Le premier systdme est résoluble par ie théprdme chinois
des résidus. De plus, toute solution de (1) est solution de
(2) car

ky
,83=1+a;=0 (p;7)

My

1 +

i
Donc c(g’)zci(x) et g+ H =g + H,

Théordme 8, Si G est sans torsion compldtement décompo-
sable réduit alors G est q.p.p. si et seulement si il est ho-

mogéne,
Preuve. Si G est q.p.p., il est homogéne par le théo-
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réme 5.Si G est homogdne, on écrit G =A§>IGi ol chaque Gy

est de rang un., Soit H un sous-groupe pur de G et soit f:
: G~ G/H un homomorphisme quelconque. Clairement, il suf-
fit de trouver pour tout i€ I, un ;i Gy —- G tel que

vH. @ = f\Gi ot vH est l'épimorphisme canonique de G

dans G/H. Evidemment, il suffit de trouver une telle fonc-
tion pour un i fixe, Soit x un élément non nul de G; et soit.
g8€G tel que f(x) = g + H, Alors c(g + H)= ¢(x) et donc, par
le lemme précédent, il existe g'e H tel que g” + H =g + H
et c(g’)z c(x). Soit P;: G;—> G @éfini par ¢g;(x) = g’.
Alors Yy, @; = flGi et donc G est q.p.p.

On obtient enfin:

Théoréme 9. Un groupe sans torsion compldtement décom-
posable est g.p.p. si et seulement si il est soit homogéne,

soit somme directe d ‘un groupe divisible et d ‘un grdupe homo-

g%ne de rang fini.
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