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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 

18,1 C1977) 

SEPARATION FORTE k-BRANLANTE DE DEUX CONVEXES 

Jacques BAIR, Liège 

Résumé : Nous répondons a une question posée par J.R. 
Reay et caractérisons ,1a séparation forte k-branlante de 
deux convexes A, B, c est-a-dire une séparation forte de 
A, B par k hyperplans indépendants. 

Mots clef3: Ensembles convexes, séparation forte bran­
lante. 

AMS: 52A05, 52A30 Réf. 2.: 3.918.1 

0. Introduction. Au récent colloque d Oberwolfach con­

sacré aux corps convexea et à la géométrie ordonnée (mai 

1976), j ai présenté les résultats que i1. Jongmans et moi 

avions obtenus sur la séparation forte branlante de deux en­

sembles convexes [3]. A l issue de mon exposé, J.R. Reay me 

posa le problème suivant: << dans la séparation forte bran­

lante de deux ensembles A et B, on exige que deux hyperplans 

non parallèles séparent fortement A et B; ne peut-on généra­

liser cette notion en recherchant dans quelles conditions il 

existe une séparation forte k-branlante de A, B, c'est-à-di­

re une séparation forte de A, B par k hyperplans "indépen­

dants" ?>> 

L'objet de cette note est de montrer que les idéea ex— 

ploitées dans 131 permettent d'obtenir à peu de frais des 
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critères de séparation forte k-branLante pour deux ensemb­

le» convexes. Au surplus, la séparation forte k-branlante 

de deux polyèdres convexes est caractérisée. 

--* Définition; Sauf mention explicite du contraire, 

les résultats seront toujours valables dans un espace vecto­

riel réel de dimension non nulle. Les définitions et nota­

tions de base seront celles de [1,2]. 

Deux ensembles A et B (toujours supposés non vides par 

la suite) sont fortement séparés par un hyperplan H si celui-

ci est situé entre deux de ses translatéa qui séparent éga­

lement A et B; ila 3ont déparés fortement par une forme li­

néaire non nulle f si un hyperplan de niveau de f les sépa-

re fortement t5; p. 249.]; A et B admettent une aéparation 

fortf k-branlante s'il exi9te k hyperplans indépendant9 qui 

séparent fortement A et B; k hyperplans sont dits indépen­

dants ai l'interjection de leurs sous-eepacea vectoriela pa­

rallèles est de codimension k, ce qui revient à dire que les 

formes linéaires qui déterminent ces hyperplans sont linéai­

rement indépendantes* 

Lorsque k vaut 1 ou 2, on retrouve reapectivement la 

séparation forte ou la aéparation forte branlante de deux 

ensembles. Notons encore que cette notion de eéparation for­

te k-branlante n'a de sen3 que dans un espace B de dimension 

eupérieure à k - 1. 

Dans l'étude initiale de la aéparation branlante, il 

était fait appel à la notion de cène d'obstruction il (A) 

d'un ensemble A: il (A) est, dans le dual algébrique E * de 
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E, le cône pointé de toutes les formes linéaires qui admet­

tent sur A un majorant fini [31. 

2- Pour que les convexes A gi B admettent une sépara­

tion forte k-branlante, il est néces3aire et auffi-

sant oue: 

a) A et B admettent une séparation forte par une forme 

linéaire f non nulle; 

b) les conee d'obstruction de A et de -B (ou. indiffé­

remment, de -A et de B) aient en commun k - 1 éléments oui 

forment avec f un ensemble de point3 linéairement indépen­

dants. 

Il suffit en fait de démontrer la auffisance. 

Grâce à la condition a), il existe un réel oo tel que 

l'hyperplan H = f~ ( <ac} ) sépare fortement a et B. 

Si f-j^f^f. f̂ fc.i sont les k - 1 éléments livrés par la con­

dition b), le raisonnement formulé au paragraphe 1*3 de î31 

garantit l'existence de réels ^i>'^2,*# * * "^k-l* 3tr*cte-

ment compris entre 0 et 1, tels que les hyperplans H, =-

» ( a-jf -K (1 - A1)f1)
,"1(-(«:J ),..., Hk.1 * (^k.xf + 

* d " ^k-l^k-1^"" ^°°i ) 9éparent fortement A et B. Les 

hyperplans H, %f•••>H^-i sont visiblement indépendants, 

d où A et B admettent une séparation forte k-branlante. 

3. Cet énoncé est le pendant du résultat 2.1 de 131f du­

quel certains critères de séparation forte branlante avaient 

pu facilement être déduite. Il semble donc logique de repren­

dre dans le cas général la démarche effectuée pour k « 2. 
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Soient A et B deux cellules convexes. On sait que la 

séparation forte de A et B a lieu si et seulement si 

0 $ b(A - B) Cl;III.1.5, p. 783. Si B est cerné (c'est-à-

dire, si B admet E* pour cône d'obstruction C3J), le cône 

d obstruction de -B coïncide également avec E* ; pour rem­

plir la condition b) de l'énoncé précédent, il suffit donc 

que le cône d obstruction de A contienne au moins k points 

linéairement indépendants c est-a-dire que la dimension 4e 

H (A) vaille au moins k. Cette dernière condition est équi­

valente au fait que la codimension du sous-espace caractéri­

stique r (A) de A soit supérieure à k - 1. En effet, A. est 

l'intersection des demi-espaces fermés qui la contiennent et 

qui sont associés à tous ses hyperplans d'appui £1; 1.1.7, 

p. 253; il en résulte que T (A) coïncide avec 1 intersec­

tion des noyaux de tous les éléments non nuls de il(A)f par­

tant que la codimension de V(A) se confond avec la dimen­

sion de il (A). En résumé: 

3.1. Un convexe d'internat non vide A et un convexe 

cerné B admettent une séparation forte k-branlante si et seu­

lement si 0 4* (A - B) et la codimension de P(A) est supé­

rieure à k - 1. 

3.2. Corollaire. Un point a et un convexe A d internat 

non vide admettent une séparation forte k-branlante si et 

seulement si a # À et la codimension de T(A) est supérieu­

re à k - 1. 

4. Le même raisonnement peut être formulé dans un es­

pace localement convexe en faisant appel aux hyperplans fer-

- 198 -



mes séparant A, B et en remplaçant le dual algébrique E* 

par le dual topologique E ' . Des considérâtions semblables 

à cel les développées dans l ' ar t i c l e [33 et dans le para­

graphe précédent livrent les énoncés suivants. 

4 . 1 . Dana un espace localement convexe, un convexe A 

et un convexe faiblement borné B admettent une séparation 

forte k-branlante par des hyperplans fermés s i et seulement 

s i 0 n'est pas adhérent à A - B et la codimension de F (A) * 

est supérieure à k - 1. 

4 .2 . Dans un espace localement convexe, un convexe fer­

mé A et un convexe faiblement compact B admettent une sépa­

ration forte k-branlante par des hyperplans fermés s i et seu­

lement ai A est d isjoint de B et la codimension de P(A) est 

supérieure à k - 1. 

5. Dans B n , soient A un convexe et B un convexe con­

tinu (c'est-à-d ire dépourvu de demi-droite-frontière et de 

demi-droite asymptote, ce qui revient à dire que sa fonction 

d'appui est continue sur la sphère unitaire S [5; p . 2593). 

On sait que A et B peuvent être fortement aéparés s i et seu­

lement s i A et 1 sont d i s joints î; 5; 2.13 , p. 2623. Dans ces 

conditions, on peut trouver un élément f de S dans i l (A) n 

P. i l ( -B ) ; comme B est continu, la fonction d'appui de -B 

reste f inie dans un voisinage de f sur S, d'où f est inté ­

rieur à H ( - B ) . S i , de p lus, i l (A) pos3ède k - 1 éléments 
f l , f 2 , # * * , f k - l q u i ^ o r m e I ï t avec f un ensemble de vecteurs l i ­

néairement indépendants, ce qui a l ieu s i et seulement s i la 

codimension de F(A) est supérieure à k - 1, alors la con-
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d i t i o n b) de l 'énoncé 2 e s t s a t i s f a i t e . En e f f e t , comme f 

es t i n t é r i e u r à & ( - B ) et comme i l (A) et I I (-B) sont con­

vexes , pour j s- l , 2 , . . . , k - 1 , i l e x i s t e un r é e l A i de 

J 0 , 1 C t e l que &jf • (1 - A , J f , 6 X1(A) n J l ( -B) ; t^X-fi + 

• (1 - Xx)tlf &zt • (1 - A 2 ) f 2 , . . . , -îljj-^f + 

• (1 - ̂ k-l^k-1 sont i-^airement indépendants. En conclu­

sion: 

Dans B n (n>k), un convexe A et un convexe continu B 

admettent une séparation forte k-branlante ai et seulement si 

A et B sont disjoints et la codimension de V (A) eat supé­

rieure à k - 1. 

6# Les critères de séparation forte k-branlante obte­

nus jusqu'à présent font appel à des ensembles dont l'un eat 

borné ou continu. Cela n englobe pas le cas de deux polyèd­

res convexes A, B de R .La séparation forte de A et B par 

une forme linéaire f non nulle équivaut à celle de 4 0} et 

de A - B par f C5; 2.5, p» 2%3, <*'où la séparation forte k-

branlante de A et B équivaut à celle de 4 0? et A - B, ou 

encore à la double condition 0 % A - B (c'est-à-dire A o B =-

» 0) et codim T (A - B)> k - 1 (4.2). 

Or, tout polyèdre convexe est 1 enveloppe convexe d'un nom­

bre fini de points et de directions (ces dernières pouvant 

être appelées points extrêmes à 1"infini ou directions extrê­

mes du polyèdre) t7; p. 1703, étant entendu que les direc­

tions ou pointa à l'infini de H n sont les classes d'équi­

valence de l'ensemble des demi-droites pointées par 1 équi­

valence "être tranalaté deM L7; P* 60 3 et que l'enveloppe 
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convexe des points x 1 , x . ? f . . . fXîc et des directions des demi-

droites CO:xk+1), C O : x k + 2 ) , . . . , fO:xm) est l'ensemble des 

points x de la forme JJ&A -̂-j x j t o u tous les coefficients 

A j sont non négatifs et t e l s que - 2 ^ X* -» 1 L7; pp. 153-

1543. Ainsi, A est 1 enveloppe convexe de pointa a-pa^,. . . 

• • • , a p et de points à l ' in f in i associés aux demi-droites 

Lo:u^), C o : ^ ) , . . . , Co:ur), tandis que B est l'enveloppe 

convexe de points b ^ b ^ , . . . ,bQ et de points m 1 infini asso­

ciés aux demi-droites T o : ^ ) , C o ^ ) , . . . , Co:vft); A - B est 

alors 1 enveloppe convexe des points â  - b^, et de direc­

tions des demi-droites C o : ^ ) , C o : ^ ) , . . . , C o : ^ ) , Co:-v^), 

[ o:-^v 2) , . . . , Co:-v s ) . Le sous-espace caractéristique 

T (A - B) de A - B coïncide donc avec la variété extrême V 
n, * 

du cône polyédral P » . S - C o:uJ • . S - t o:-vJ» Mais V, 

qui est une facette de P, est la some d'une facette de 

2 ,Co:u . t ) et d'une facette de . S 4 l o:-v4) C2: II.4»143 : 

i l s'agit donc de l'enveloppe positive d'un sous-ensemble S 

de T -* {upU^f. . . , u r , - v 1 , - v 2 , . . . , - v a \ , et l 'on peut même 

prendre pour S une base positive de V, étant entendu qu un 

ensemble U est une base positive d'un espaee E s i pos U * S 

et s i u ^ pos (Us in}) pour tout point u de U C6; 2 .1 , p* 

53. Dans ces conditions, la codimension de F (A - B) es t 

supérieure à k - 1 s i et seulement s ' i l n'existe aucun sous-

ensemble de T qui forme une base positive d un sous—espace 

vectoriel de dimension supérieure à n - k. De façon assez 

suggestive, on dira que les points à l ' in f in i associés aux 

demi-droites Coîa,) , C o : z 2 ) , . . . , Co:zt) sont i-positive?-

ment indépendants (0 .&j£n) s i les points z l t z 2 , . . . , z t for-
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ment une baae poeitive d un eepace vectoriel de codimensi-

on j; ceci requiert évidemment que t + j & n. Moyennant cet­

te définition, on aboutit au critère auivant: 

£•!• -Dana B (n>k), deux polyèdres convexee admet­

tent une séparation forte k-branlante si et seulement 3l 

les deux conditions suivantes sont satisfaites: 

e) A et B sont disjoints; 

b) parmi lea direction extrêmes qui déterminent A et 

-B, il n'en exlate paa qui soient .j-positivement indépen­

dant a avec j< k. 

Ce résultat devient facile à appliquer dans B . En 

effet, deux polyèdres convexes A, B ne peuvent pas pos3éder 

dea directions extrêmes a-t-â  et b^ de manière que Sit8^ et 

-b^ soient O-positivement indépendant s, ainon A et B se ren­

contreraient. Par ailleurs, si A et B admettend une sépara­

tion forte branlante, ila sont forcément dépourvus de droi­

tes. Partant, on obtient l'énoncé suivant: 

^•2. Corollaire. Dans 1R , deux polyèdres convexee 

A, B admettent une aéparatlon forte branlante si et seule­

ment 3'ils sont disjoints, démunis de droites et dépourvus 

d'une direction extrême commune. 
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