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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE

18,4 (1977)

GEBIETSINVARIANZSATZ UND EIGENWERTAUSSAGEN FUR KONZENTRIE-
RENDE ABBILDUNGEN

Siegfried HAHN, Dresden

.

Inhalt: Auf der Grundlage eines vom Verfasser in 13]
bewiesenen Homotopieerweiterungssatzes ftr konzentrierende
Abbildungen werden ein Eigenwertsatz f{lr konzentrierende men-
genwertige Abbildungen und der Gebietsinvarianzsatz fir k-
konzentrierende (0£Xk<1) Vektorfelder in lokalkonvexen Riu-
men bewiesen, Das Hilfsmittel des Abbildungsgrades braucht
nicht verwendet zu werden.

SchlilsselwSrter: Homotopieerweiterungssatz, konzentrie-
rende und k-konzentrierende Abbildungen, Nichtkompaktheits-
mass.

AMS: 4TH10 Ref. Z.: 7.978.53

Einleitung. Ein wichtiges Hilfsmittel in der Theorie
der nichtlinearen Operatorengleichungen stellen Homotopieer-
weiterungsslitze dar. A. Granas zeigte zuerst flr kompaktie Ab-
bildungen (s. z.B. [1]), dass sich die Existenzaussagen die-
ser Theorie in unendlichdimensionalen normierten Riiumen auf
der Grundlage eines Homotopieerweiterungssatzes ohne Verwen-
dung der von Leray und Schauder benutzten Theorie des Abbil-
dungsgrades beweisen llassen. Wihrend fir den Fall kompakter
Abbildungen dieser (elementare) Zugang voll erschlossen ist
(L21,06],[10]1), gab es bisher f{ir die grdssere Klasse der
konzentrierenden Abbildungen keinen Homotopieerweiterungs-
satz, obwohl fUr die entsprechenden Vektorfelder das Hilfs-
mittel des Abbildungsgrades bzw. der Drehung schon einige

-

- 697 -



Jahre bekannt ist. In [3]) bewies nun der Verfasser einen
solchen Homotopieerweiterungssatz fOr konzentrierende men-
genwertige Abbildungen in allgemeinen lokalkonvexen Riiumen.
Da der Abbildungsgrad bzw. die Drehung fir diese Operatoren-
klasse im Falle allgemeiner lokalkonvexer Riiume bisher nicht
bekannt ist, erhalten wir nicht nur ein einfaches, sondern
auch ein neues Hilfsmittel f0r den Beweis von Existenzaussa-
gen in allgemeinen lokalkonvexen Rfumen. In [ 3] demonstrier-
ten wir dies am Antipodensatz von Borsuk und an Fixpunktaus-
sagen.

Wir wollen in dieser Note den Homotopieerweiterungssatzs
verwenden, um eine Eigenwertaussage fir mengenwertige kongzen-
trierende Abbildungen (Abschnitt 3) und den Gebietsinvarianz-
satz fir k-konzentrierende (Og k €1) Vektorfelder (Abschnitt
4) in lokalkonvexen Riiumen zu beweisen. Im Abschnitt 1 erkld-
ren wir einige Begriffe und Bezeichnungen und im Abschnitt 2
werden die ftir den Beweis unserer Hauptergebnisse n3tigen

Hilfsmittel bereitgestellt.

1. Bezeichnungen und Begriffe. Es seien X und Y zwei
separierte topologische Riume und % (Y) das System aller
nichtleeren abgeschlossenen und konvexen Teilmengen von Y.
Eine (mengenwertige) Abbildung F: X —> X (Y) heisse nach
oben halbstetig auf X, wenn fir jedes xe X folgendes gilt:
Zu jeder offenen Teilmenge W von Y mit F(x)c W existiert ei-
ne Umgebung U von x , so dass F(U)c W erf111t ist. Die Ab-
bildung F: X —» % (Y) heisse kompakt, wenn F auf X nach
oben halbstetig und F(X) relativ kompakt in Y ist. Ist Y ein
topologischer Vektorraum, so heisat ®: X —p % (Y) finit,
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wenn F kompakt und F(X) in einem endlichdimensionalen (linea-
ren) Teilraum von Y enthalten ist. Speziell enthalten die
kompakten Abbildungen F: X —» & (Y) natfirlich die kompakten
punktwertigen Abbildungen F X—Y .

Definition 1. Es seien E ein reeller, separierter lo-
kalkonvexer topologischer Vektorraum, % ein System von
Teilmengen von E, dass mit jeder Menge M auch deren abgeschlo-
ssene, konvexe Htille &6 {M> enth#lt. Weiter sei (A,& ) eine
halbgeordnete Menge. Als Nichtkompaktheitsmass (NKM) in E be-
zeichnet man jede Funktion v : W —> A, flr die

Yy {L2Y) = ¢y(l) (N eMM) gilt.

Wir untersuchen NKM mit folgenden Eigenschaften:

(1) Aus 2'c 2 folgt v )&y () (2,0« M),

(2) Fir jedes Q e 7t , x,€ E gilt y (ﬂU(xo}) = g ().
(3) vy (2,U05) = max{y(2,),y(2,)} (2,,2,e% ).
(4) w(=2)=y(Q) (NeMm).

(5) ¥ (t2) =ltly(R) (e, t reell).

(6) y(Qy+0,)€ r(,) + ¥(2,) (R, 0, em )e
(7) A sei eine Teilmenge eines halbgeordneten linearen Rau-
mes mit o¢ A, und es gilt ¥ (L) = o genau dann, wenn
pr&kompakt ist.

Beispiele fir NKM in lokalkonvexen RAumen, die alle Bi-
genschaften (1) bis (7) haben, liefern das Kuratowskische
und das Hausdorffsche NKM (vgl. [ 51,[151).

Bei den folgenden Begriffen orientieren wir uns an [5].

Definition 2. Es seien E, 7! ,A wir in Definition 1 er-
kl8rt, Weiter sei 1 : 9% —> A ein NKM in E, M eine Teil-
menge von E und B ein topologischer Raum. Die auf Mx B nach

oben halbstetige Funktion H: MxB —> ® (E) heisse (%3 )-kon-
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zentrierend, wenn fiir jedes £l c M sowohl 2 als auch
F(L»B) zu %7 gehdrt und wenn die Ungleichung y(fl) &
€ v (F( x B)) nur £ir relativ kompakte Mengen F(Q = B) be-
stehen kann.

Sei k eine nichtnegative reelle Zahl und A der Kegel
der nichtnegativen Elemente in einem halbgeordneten linea-
ren Raum. Die nach oben halbstetige Funktion H: Mx B —>
—> R (E) heisst (k,y )-konzentrierend, wenn fir jedes S c
c M sowohl 2 als auch F(x B) zu % gehdrt und die Un-
gleichung Y (F(Nx B)) & ky(R) gilt.

Definition 3. Es seien E ein lokalkonvexer Raum, M ei-
ne Teilmenge von E und B ein topologischer Raum. Weiter sei
¥ ein NKM in E mit den Eigenschaften (1) und (2) sowie H:

: MxB~—> R (E) eine (3 )-konzentrierende Abbildung. Eine ab-
geschlossene und konvexe Teilmenge S von E mit Mn S ¢ und
H((MNn S)x B)c S, fr die H((Mn S)= B) relativ kompakt is,
heisse charakteristische Menge ftir H.

Man vergleiche hierzu den Begriff der Fundamentalmenge
(s. z.B, [13]1,[15]). Jede konzentrierende Abbildung H (be-
zliglich eines NKM, das die Eigenschaften (1) und (2) hat) be-
sitzt bekanntlich eine charakteristische Menge, die eine be-
liebig vorgegebene endliche Anzahl von Elementen aus E ent-
h&1t, Hat das NKM noch die Eigenschaften (3) und (4), so exis-
tiert sogar eine symmetrische charakteristische Menge ftr H,
Ein einfacher Beweis dieses Sachverhalts (ohne transfinite
Induktion oder Verwendung des Zornschen Lemmas) wurde z.B.
in [3) angegeben. Man beweist leicht (s. z.B. [5]) folgende

Aussage.
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Anmerkung 1. Es seien E ein quasivollst#indiger (s. z.B.
[7]1) lokalkonvexer Raum, M eine Teilmenge von E und B ein to-
pologischer Raum, Weiter sei y ein NKM in E, das die Eigen-
schaft (7) besitzt und k eine reelle Zahl aus [ 0,1). Dann
ist jede (k,y )-konzentrierende Abbildung H: Mx B —> E auch

(v )-konzentrierend.

Wir erinnern schliesslich noch an den Begriff der'Homo-
topie zwischen zwei Abbildungen. Sei E ein lokalkonvexer
Raum, A, B uns S Teilmengen von E mit Ac B. Zwei kompakte
(bzw. (v )-konzentrierende) Abbildungen F;: B —> R (E) (i =
= 1,2) mit Fy(B)c S (i =1,2), die auf A fixpunktfrei sind,
heissen homotop auf A bezfiglich S, wenn es eine kompakte
(bzw. (7 )-konzentrierende) Abbildung H: A x [0,1]—> R (B)
mit H(A%[0,11)CS, x#$H(x,t) (xeA,t € [0,1]) und H(x,0) =
= F(x), H(x,1) = Fz(x) gibt. Eine Teilmenge A eines Vektor-
raumes E heisse sternf8rmig, wenn aus xe A und t ¢ [0,1] stets
txe A folgt. A nennen wir symmetrisch, wenn mit x auch (-x)
zu A gehdrt. Sind a und b zwei reelle Zahlen mit a&b, so be-
zeichnen wir mit [a,b] A die Menge M ={zeE|z = Ax, A ¢
ela,bl, xeA},

2, Approximationsunwesentliche konzentrierende Abbildun-

gen.und Hilfesftze. In [2] bewiesen wir fiir kompakte Abbil-

dungen in (nichtnotwendig lokalkonvexen) topologischen Vektor-
r8umen und in [3] fUr konzentrierende mengenwertige Abbildun-
gen Homotopieerweiterungssftze, die anstelle des Abbildungs-
grades als nlitzliches Hilfsmittel in der Theorie der nichtli-

nearen Operatorengle ichungen verwendet werden kdnnen. Wir wie-
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derholen hier einige Definitionen und S&tze aus [3], die wir

im folgenden ben3tigen.

Definition 4. Es seien E ein lokalkonvexer Raum, X und
Y zwei abgeschlossene Teilmengen von E mit XCY und R eine
abgeschlossene, konvexe Teilmenge von E mit RO Y sowie ¢ ein
NKM in E mit den Eigenschaften (1), (2) und F: X — & (R)
eine (1 )-konzentrierende, fixpunktfreie Abbildung. Weiterhin
sei S eine charakteristische Menge f0r F mit RN S# . Die Ab-
bildung F heisse approximationsunwesentlich bezfiglich (XNS,
NS, #(RNS)), wenn zu jeder Nullumgebung V aus E ein end-
lichdimensionaler Teilraum Bv von B mit XAnRA S P und eine
kompakte, fixpunktfreie Abbildung Fy: XN S —» R (EynRnS)
existieren, fr die Fy(x)c F(x) +'V (x€XNS) gilt und deren
Einschriinkung Fvl XnSA By eine fixpunktfreie Erweiterung
Fi: Ynsn B —> R (B;NRAS) auf Yn Sn K besitst.

Anmerkung 2. Es seien E, X, Y, R, ¥ und F wie in Defi-
nition 4 erkl#irt, Denn gilt
(a) Hat P eine (¥ )-konszentrierende fixpunktfreie Erweiterung
F:r—o R (R), 80 ist flir jede charakteristische Menge S von
¥ nit SAR&P aie Abbildung F approximationsunwesentlich be-
ztglich (XnS, YnS, R(RAS)).

(B) Sei T eine charakteristische Menge ftr F mit Tn R @, Ist
P finit und approximationsunwesentlich beztiglich (XnT, YIn T,

R(RNT)), so existiert ein endlichdimensionaler Teilraum E,
von E mit XA2n B¢ §, 80 dass F| XA TN X eine fixpunktfreie
Erweiterung #: YnTnE —> R (RNTAE,) hat.

Diese Aussage seigt, dass jede unwesentliche (y)-konnn-
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trierende Abbildung F: X —> & (R) (d.h., F hat eine fix-
punktfreie (i )-konzentrierende Erweiterung F:Y— % (R)
auch approximationsunwesentlich ist. Fiir finite Abbildungen
gilt im gewissen Sinne die Umkehrung. Man erkennt leicht, dass
in endlichdimensionalen normierten Riumen die Begriffe “appro-
ximationsunwesentlich®™ und "unwesentlich" die gle iche Bedeu-
tung haben. Grundlage fUr unsere Note ist der folgende Homo-

topieerwejterungssatz.

Satz 1. Es seien E, X, Y, R und ¥ wie in Definition 4
erklirt. Weiter seien F;: X —> R (R) (i = 1,2) swei fixpunkt-

freie, (y )-konzentrierende Abbildungen, die mittels der (y)-
konzentrierenden Abbildung H: X »x [ 0,11 ~—> R (R) homotop sind.
Ist S eine charakteristische Menge fur H mit SAR4% una Fy
approximationsunwesentlich beszfiglich (XnS, YnS, R(RnS)),
8o gilt dies auch ffr F,.

Definition 4, Anmerkung 2 und Satz 1 wurden in [3] far
den Spezialfall R = E formuliert, Die Beweise der letzten bei-
den Aussagen kSnnen auch f{ir beliebiges abgeschlossenes, kon-
vexes R so wie die entsprechenden Beweise in [3] geftihrt wer-
den. Deshalb verzichten wir hier darauf.

Wir zitieren noch einige (im wesentlichen bekannte) Er-

gebnisse, die wir als Hilfsmittel benBtigen,

Anmerkung 4. Es seien E ein lokalkonvexer Raum, M eine
abgeschlossene Teilmenge von E sowie F: M — R (E) eine Ab-
bildung. Weiter sei eine der folgenden Bedingungen erfiillt.
(a) F ist kompakt.

(b) E ist metrisierbar und F konzentrierend besfiglich eines
NKM, das die Eigenschaften (1), (6), (7) hat.
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Dann ist A *={zeE| zex - F(x), xeM{ abgeachlossen.

Fir kompakte Abbildungen ist diese Aussage wohlbekannt
(s. z.B. [ 9]). Den anderen Fall beweist man mit Ehnlichen Ar-

gumenten, wie sie in [12, S. 724] angegeben sind.

Anmerkung 5. Es seien E ein lokalkonvexer Raum, M eine
abgeschlossenen und S eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge
von E. Weiter seien y ein NKM in E, das (1) und (3) erftillt,
F: M—>» R (S) eine (y )-konzentrierende Abbildung mit x ¢ F(x)
(xe M) sowie V eine sternfdrmige Nullumgebung aus E derart,
dass {x -~ F(x)}n V = #(xe M) gilt. Dann ist jede (% )-kon-
zentrierende Abbildung G: M—>» R (S) nmit G(x)c F(x) + V (xe
e M) fixpunktfrei und auf A zu F beztiglich S homotop.

Diesen Sachverhalt beweist man leicht mit der Homotopie

H(x,t) = t F(x) + (1 - t) G(x) (xeM, t €[0,11).

3. Eigenwertaussagen fiir konzentrierende mengenwertige

Abbildungen

Satz 2., Es seien E ein lokalkonvexer Raum, W eine abge-
schlossene Nullumgebung aus E und ¥ ein NKM in E mit den Ei-
genschaften (1), (2), (3). Weiter sei R eine abgeschlossene,
konvexe Teilmenge von E mit O WnR#@, oe Rund F: 9 WaR—>
—> R (R) eine (y )-konzentrierende Abbildung. Es existiere
ein y,€ R\ W derart, dass x¢t F(x) + (1 - t)y, (xe IWAR,
te€[0,1]) gilt., Dann gibt es ein u € dWNR und ein .9‘,°> 1
mit ﬂ.ouos F(u,).

Beweis, Wir setzen

2t F(x) (xe dWNR,t e [ 0,3
H(x,t) ={ x xe te [l”zl)
(2 = 2t)F(x) + (2t - 1)y, (x € 3WNR,t e [5,11)
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Man erkennt leicht, dass fir jedes A c 9WNR die Beziehung

H(A x [0,1))c [co (F(A)U {0}> U &0 (FA)U {5,351

gilt. Aus den Eigenschaften des NKM und der Abbildung F
folgt, dass H eine (1 )-konzentrierende Abbildung von
(dWnR) x [0,1] in R(R) ist. Mit den Festlegungen G,(x)=
={o} (x €3WnNR), Gy(x) = {y,} (xedWnR) gilt H(x,0) =
= G, (x), H(x,1) = Gp(x) (x6 dWNR). Wir nehmen nun an, es
wiire fir alle xe WNR und £r alle A > 1 stetse A x §¢F(x)
glltig. Daraus und aus der Voraussetzung unseres Satzes folgt
x¢H(x,t) (x e 3WNR, t € [0,1] ), Somit sind die (y )-kon-
zentrierenden Abbildungen Gl und Ga homotop auf 8 WNR be-
zfiglich R, Sei nun S eine charakteristische Menge ftir H, die
o und y, enth&lt. Durch az(x) =4y, (xe¥WNR) ist eine fix-
punktfreie (y )-konzentrierende mengenwertige Erweiterung auf
ganz WN R erkl#rt, Offenbar ist S auch charakteristisch fir
@'2. Nach Anmerkung 2 (a), ist G, approximationsunwesentlich
bezliglich (8WNRAS, WARAS, R(RNS)). Wegen Satz 1 ist
dies dann auch G;. Aus Anmerkung 2 (b), folgt dann die Exis-
tenz eines endlichdimensionalen Teilraums Eo von E mit Sn RN
NE # P, dWNSARNE+ &, so dass G; | 8WNRNSAE, eine
fixpunktfreie Erweiterung &, : WA Rn SNnB,— &(Rnsano) hat.
Dann ist durch

8,(x) xeWARNSNE,
G(x) = {

eine kompakte Abbildung
o x ¢ (RNSNE NV

von RASAE, in k(RnSnEo) erklirt, Weil RN SAE, eine ab-
geschlossene, konvexe Teilmenge von E, ist, hat G nach dem
bekannten Fixpunktsatz von Kakutani [ 4] einen Fixpunkt. Dies
widerspricht aber der Beziehung x¢51(x) (xe Wn RnSnEo).
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Damit ist Satz 2 bewiesen.

Diese Eigenwertaussage stammt f{ir den Spezialfall kom-
pakter (punktwertiger) Abbildungen in vollst&ndigen metri-
sierbaren lokalkonvexen Riumen und R = E von T. Riedrich
[14]. Setzt man im Falle kumpakter Abbildungen fir R einen ab-
geschlossenen Kegel K (d.h., K ist eine abgeschlossene, kon-
vexe Teilmenge von E, fir die mit xe K auch tx¢K (t&0)
gilt, nicht aber (-x)e K, sofern x$o0 ist), so l#sst sich
aus Satz 2 die bekannte Eigenwertaussage von M.A. Krasnoselski
[8] folgern. Danach hat F einen positiven Eugenwert, wenn nur
otm gilt. Einfache Beispiele zeigen, dass dieser
Satz und auch der Eigenwertsatz von Birkhoff und Kellogg
(s.z.B. [1]) fir die Klasse der konzentrierenden und sogar
fiir die Klasse der k-konzentrierenden (0< k<1l) Abbildungen
nicht gilt (vgl. [11)). Um eine teilweise Ubertragung dieser
S#tze auf konzentrierende Abbildungen vornehmen zu k3nnen,
muss offenbar die Voraussetzung o § F(OWNK) durch schirfere
Forderungen an die Lagebeziehung der Bildmenge ersetzt wer-
den. Aus Satz 2 folgt unter diesem Aspekt die folgende Aussa-
ge.

Satz 3. Es seien E ein lokalkonvexer Raum, W eine ab-
geschlossene Nullumgebung aus E, R eine abgeschlossene, kon-
vexe Teilmenge von E mit o€ R, 8 WAR4 ¥ und y» ein NKM in E
mit den Eigenschaften (1), (2) und (3). Weiter sei F: 3 ¥ n
AR—> & (R) eine (¥ )-konzentrierende Abbildung. Es exis-
tiere eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge M von E derart,
dass F(8WNR)cM und MNW = @ gilt. Dann gibt es ein A, >1
und edn u,e IWAR mit A u e F(uo).
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Zum Beweis wlhlen wir Yo aus M und wenden Satz 2 an.

4, Der Gebietsinvarianzsatz flr k-konzentrierende

(0@ k<1) Vektorfelder

Hilfssatz 1. Es seien E ein lokalkonvexer Raum, W eine
symmetrische, offene Nullumgebung aus E, R eine abgeschlosse-
ne, konvexe und symmetrische Teilmenge von E mit oe? und
RNOW4 P, v ein NKM mit den Eigenschaften (1) - (4) und
F: 0 WAR—> R eine fixpunktfreie (4 )-konzentrierende Ab-
bildung. Ferner sei S eine symmetrische charakteristische
Menge fliir F mit RAS# @. Gilt F(x) = - F(-x) (x€ d¥nR), so
ist F nicht approximationsunwesentlich bezfiglich (3 WNRANS,
WNARNS, RNS).

Beweis. Angenommen, es existiert eine symmetrische
charakteristische Menge S von F derart, dass F approxima-
tionsunwesentlich ist. Wegen x#+ F(x) (x €« WA RNS) finden
wir unter Beachtung von Anmerkung 4 eine Nullumgebung V mit
x -Ff(x)§V (xe D¥NRNS)., Sei U eine symmetrische, konvexe
Nullumgebung, fiir die U + Uc V gilt. Nach unserer Annahme
2ibt es einen endlichdimensionalen Teilraum Eo von E mit
RASAE # ¥, dWARNSNE % & und eine finite Abbildung Fy:
: SWNRNS—> RNSNE  mit Fy(x) - F(x)e U (x ed¥NRNS),
deren Einschr#inkung FU} dWNRASAE, eine kompakte fixpunkt-
freie Erweiterung '15"0: ¥ARNSNE,— RASAE  besitzt. Wir
setzen W, = WNE , K, = RASAE, und bezeichnen mit av,

den Rand von 'o beztiglich der induzierten Topologie von Eo.
=1
Es sei F (x) = » EFU(x) - PU(-x)J (x e a¥,N Ko).

Fo: 9 W,n K,—> K ist offenbar ungerade und kompakt. Weil
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auch F ungerade ist, gilt F (x) - Fy(x) = %— [F(x) - F (x)] +

+ % [F(-x) = FU(-x)J € % U+ % U=U(xce AN Ko). Ferner

folgt aus der Wahl von U die Relation x - FU(x)¢U(x € aowcn
n Ko)‘ Nach Anmerkung 5 sind daher Fo und FU in aoion K,
beziliglich K, homotop. Aus Satz 1 folgt dann die Existenz
einer Erweiterung 'f"o: Wyn K,—> K,. Weil W, eine offene, sym-
metrische Nullumgebung in Eo und K0 eine abgeschlossene, kon-
vexe und éymmetrische Teilmenge von E  ist, steht das im Wi-
derspruch zum Antipodensatz von Borsuk in endlichdimensiona-
len Rfumen (der auch fiir diesen Definitionsbereich gliltig

ist).

Aus Hilfssatz 1 folgt mit Anmerkung 2 (a) sofort, dass
unter den gegebenen Voraussetzungen F keine Fixpunktfreie
konzentrierende Erweiterung F: WA R—> R hat (s. auch [ 3],

Satz 43).

Hilfssatz 2. Es seien E ein lokalkonvexer Raum, ¥ ein
NKM mit den Eigenschaften (1) - (6) und k eine nichtnegative
reelle Zahl. Weiter sei W eine sternfdrmige, abgeschlossene
Nullumgebung aus E und F: W—> E eine (k,y )-konzentrierende

Abbildung. Dann ist auch die durch H(x,t) = F(I——f—r) -
- F(i—-f_—xt—) (e« dW, t €L0,1]) erklfrte stetige Abbildung

H: W= [0,1]—> E stets (k,y )-konzentrierend.

Beweis., Sei ¢ eine beliebige reelle positive Zahl.
1
n
ne beliebige Teilmenge von 3 W. Es gilt vy (H(A=[0,11)) =

Ly@@ax (4,221 una Hax [d,45L )¢

c F( [5—;-%—;7.5—2—'1‘] A) - F(‘[n 2 janil; } 1] A). Weiter-

Wir whhlen ein n(e) derart, dass = < ¢ gilt. Sei nun A ei-

max
#8500, ymeA4
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hin erkennt man leicht die Relationen [n f T+ I'n : J_'[ A=

n n + —,. n
mA[n+a+ ’ 1]6 co(mAU{0}> und

3 '+1 .j+1 j — i + 1
[ﬁj+_5’n+.]+ ]Lcn+j+1A[J+1’1]c°°<n+J+ Al

Udo¥> (j =0yseeyn = 1), Die rechts stehenden Mengen sind

in W enthalten, weil W sternfSrmig ist. Aus den Eigenschaften

von ¥ und F folgt

yEOx (AN éx y W GEg + 1) 4

6k y(A)(1 + nl,,-——j)gk ¥ (A)(1 +e) (j =0,...,n - 1), Somit
gilt ¥(H(A= £0,1]1 )& (1 +e) k y(A), Weil € > Ound Ac
c 8V beliebig waren, folgt die Behauptung.

Satz 4. Es seien E ein quasivollst#ndiger metrisierba-
rer lokalkonvexer Raum, W eine offene, sternfdrmige und sym-
metrische Nullumgebung mit W#E. Ferner sei 3 ein NKM mit
den Eigenschaften (1) - (7), Xk € [0,1) und F: W—> E eine
(k, ¥ )=konzentrierende Abbildung. Fiur das durch f(x) = x =
- F(x) (xeW) erklirte zu F geh8rige Vektorfeld f folge aus
f(x;) = £(x,) stets x; - x, € OW (x;,X,&W). Dann ist £(o)
innerer Punkt von f(W).

Beweis., Sei F (x) = F(x) - F(o) (xeW). Dann ist F_ ei-
ne (k, ¥ )-konzentrierende Abbildung von W in E. Aus den Ei-
genschaften von f folgt x#F, (x) (xe 8W). Wegen Anmerkung 4
existiert eine sternfdrmige Nullumgebung V derart, dass x =
- Fo(x)¢ V (xe OW) gilt. Wir weisen nun die Beziehung
(V + £(0))c £(W) nach. Sei dazu yeV + f(o) gegeben. Durch
Fy(x) = F(x) +y (xe 8W) ist eine (k,y )-konzentrierende Ab-
bildung von O W in E erklért, fir die F (x) - Fy(x)ev
(x ¢ @W) gilt. Nach Anmerkung 5 sind F, und Fy mittels einer
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(¥ )-konzentrierenden Abbildung Hy : W x [0,1]—> E homo-
toP (man beachte Anmerkung 1). Es sei H,(x,0) = Py(x) (x
& 8¥) und Hy(x,t) = F(I-%-t—) - F(T{%-) (xedVW, t e
€l0,1) ). Wir setzen
H, (x,2t) (xedW, t €[0,5])
H(x,t) = 1
Hy(x,2t - 1) (xedW, te[51])

H, ist nach Hilfssatz 2 eine (k,y )-konzentrierende Abbil-
dung, die aufgrund der Eigenschaften von f keinen Fixpunkt
auf OW hat. Mit Anmerkung 1 ergibt sich daraus sofort, dess
die (v )-konzentrierende Abbildung Fy zu der durch G(x) =

= F(-E) - F(- ;-) (x € 3W) definierten (¥ )-konzentrierenden

Abbildung G mittels der (y )-konzentrierenden Abbildung H ho-
motop ist. Sei S eine charakteristische Menge ftr H und
fy(x) = F(x) +y (xeW). Dann ist S auch charakteristisch
fur Fy. Nach Hilfssatz 1 ist G nicht approximationsunwesent-
lich bezfiglich (d¥nsS, ¥nsS, S), und wegen Satz 1 gilt das
dann auch fur Fy. ?y ist eine (v )-konzentrierende Erweite-
rung von Fy und muss wegen Anmerkung 2 (a) einen Fixpunkt
x,€ W haben. Somit gilt y = f(x,) e £(W) und daher die gewiin-
schte Beziehung (V + £(0)) s £(W).

Wir kdnnen nun aus Satz 4 den Gebietsinvarianzsats fir

k-konzentrierende (0§ k<1) Vektorfelder in {iblicher Weise
(s. z.B. [1]) folgern.

Satz 5. Es seien E ein quasivollstiindiger metrisierba-
rer lokalkonvexer Raum, £ eine offene Teilmenge von E, ¥
ein NKM in E mit den Eigenschaften (1) - (7), k € [0,1) so-
wie F: 2 — E eine (k, y)-konzentrierende Abbildung. Ist das
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zu F gehBrige Vektorfeld f eine lokal eineindeutige Abbil-
dung, so muss £({l ) eine offene Teilmenge von E sein.

W.V. Petryshyn bewies in [12] mittels Abbildungsgrad
fir Vektorfelder, die bezfiglich des Kuratowskischen NKM mwe 1~
konzentrierend zu sein brauchen, den Gebietsinvarianzsatz in
Banachr&umen., Dabei benStigte er aber eine zus#itzliche Vo-
raussetzung, die i.a. sch8rfer als die Forderung der (globa-
len) Eineindeutigkeit auf ) ist. Weitere Gebietsvariianult-
ze fiir gewisse nicht notwendig kompakte Vektorfelder bewie-
sen mit Abbildungsgrad u.a. J. Daned [16] und R.D. Kussbaum
[171.
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