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COMMENTATIONES WATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAB 

18,4 (1977) 

SUR IA SOMMABILITÉ DE FAMILIES DE FONCTIONS UNIFORMÉMENT 

CONTINUES 

A. DEAIBES et R. PUPIER, Iyon - St-Etienne 

Résumé. On étudie des conditions pour que certaines 
familles (-^/.j^T. de fonctions numériques uniformément con
tinues fournissent une somme f =- 2, f ̂ uniformément continue. 
Ces conditions sont reliées à des travaux de J. Isbell, Z. 
Frolïk et des auteurs. 

Mots clefs: Fonction uniformément continue, somme des 
fonctions, uniformément localement finie. 

AMS: 54E15, 54C99 Réf. Z.: 3 .962 

Introduction. Reprenant l'étude d'un type d 'espaces 

uniformes introduit par J. Isbell (f9J), N. Azzam, qui les 

nomme espaces de type (C), montrait dans sa thèse que ces es

paces convenaient particulièrement pour l'étude de certains 

espaces de "mesures" sur un espace uniforme (Cl]). Les au

teurs donnaient alors une caractérisation des espaces de ty

pe (C) en termes de propriété uniformément locale ([43); il 

s'avérait que cette propriété était fort proche de l'une de 

celles faisant l'objet de l'article T53 de Z. Frolik. Ces 

classes d'espaces uniformes vérifient, à des nuances près, 

une propriété de sommation pour les suites de fonctions nu

mériques uniformément continues; par exenole, pour les espa

ces de type (C), toute suite (fn^ncN
 d e ^°°(x)> faiblement 
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uniformément localement finie, fournit une fonction f - 25 f 

qui appartient à îL(X) (£1J), th. 1.3.5); pour les espaces 

définis par Z. Frolïk, la même propriété a lieu si de plus 

la suite est uniformément bornée. Toujours motivés par l'étu

de des espaces de mesures, il nous est apparu qu'urne condition 

légèrement plus contraignante jouait un rôle important. 

Nous nous proposons donc de fixer provisoirement les li

ens entre cette condition et les espaces précédemment évoqu

és. Quelques rappels sont nécessaires: pour tout espace uni

forme séparé (X;^) on désigne par &(U> la structure uniforme 

faible définie par les f e U(X). L'espace (X; &p* ) s'appelle 

l'affaibli de (X;(tc). On désigne par t̂ ftt la structure uni

forme fine associée à <a . Si, pour toute partie YcX et tou

te f s ̂ (X; p,\ Y), il existe un prolongement g e U(X)f on dit 

que (Xj^a) vérifie la propriété de 11-plongement (en abrégé 

(U.P)). Enfin, si (f.). * est une famille de fonctions appar

tenant à U(X), on dit qu'elle est discrète si la famille 

(coz(f^)). j est une famille de parties uniformément discrète 

de (XjfM,). 

La première version de cet article ayant été soumise aux 

Editeurs de Comment. Math. Univ. Carolinae, ceux-ci nous ont 

signalé et fait parvenir le Séminaire sur les espaces unifor

mes 1975-1976 dirigé par Z. Frolik. Dans l'article 171 cité 

en références, des résultats similaires aux nôtres ont été ob

tenus indépendamment. Nous en avons tenu compte dans la rédac

tion définitive. 

§ 1. Espaces de type (C) et espaces S00-fins. Dans [93, 

J. Isbell étudiait les espaces faibles définis de la façon 
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suivante: soit A une sous-algèbre de Brt stable par compo

sition, i.e. pour toute famille (f-^,«..ff ) de fonctions 

de A et toute application continue g: RT—> R, l'applica

tion g © [ f^,...,!1 3 appartient à A, où ' - ^ . • • • • > * n 3 «»t 

le produit restreint des fonction f-̂ , défini dans X et à 

valeurs dans Rn; les espaces uniformes étudiés sont les es

paces faibles (X; #*), où 6\ est la structure uniforme 

faible engendrée par les f € A; on a alors 11 (X; 6f») « ï u, 

adhérence de A dans R^ muni de la convergence uniforme. 

Afin de s'affranchir des espaces faibles, N. Azzam 

(113) a étudié les espaces (X; (O,) pour lesquels 16(X) lui-

même est stable par composition. Un tel espace est un espace 

de type (C). La stabilité par composition étant une propri

été de 11(X) est donc conservée pour toute structure uni

forme V sur X telle que U (X; » ) = ^( X ; ^ . ) . Les théorè

mes de Nachbin-Shirota ont pu être étendus aux espaces uni

formes de type (C). Une première tentative dans ce sens a-

vait conduit l'un des auteurs (tll3) à introduire les espa

ces simplement fins définis comme suit: toute fonction f 6 

£ R^ qui est uniformément localement uniformément continue 

(ULUC) est en fait uniformément continue. Ces espaces sont 

liés aux techniques de raffinement définies par Z. Prollk 

(C63). Les études plus systématique des espaces de mesures 

ont amené l'autre auteur ([43) a utiliser une condition un 

peu plus faible: 

--•1» Définition. Un espace (Xj (it) est dit S^-fin si 

toute fonction f : X — y R qui est uniformément localement 

"continue et bornée" (en abrégé UI.UCB) appartient à U(X). 
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Si (X; (A,) est simplement fin (resp. S^-fin) il en est 

de même pour toute structure uniforme >> sur X telle que 

(Lt, 3 >> D G (A* « 

La liaison avec les espaces de type (C) est la suivan

te: 

1.2. Proposition. Les propriétés suivantes d'un espa

ce (X; (A,) sont équivalentes: 

a) (Xf (JL) est un espace de type (C); 

b) toute suite (f-^neu de fonctions de ^°°(X)f faib

lement uniformément finie, est telle que la fonction f « 

« S fn appartient à U (X)j 

c) (Xf6(A, ) est S^-fin; 

d) pour tout entier filel, toute application uniformé

ment continue f : X — > B* reste uniformément continue de X 

dans 5 t^rf1. 

Preuve : a) «--*> b) est le théorème 1.3.5 de tll. 

b) «*=*> c) : soient f une fonction ULUCB sur (X; GÇA, ) et 

^ a ^*k^k*N **** reC(>uvrement uniforme dénombrable d'ordre 

fini de (X; £(U, ), tel que f | ¥ k c U*>(*^i G#u \ ¥k) pour 

tout kcN. Il existe une partition de l'unité (hj.)^N uni

formément équicontinue, subordonnée au recouvrement W f et, 

pour tout kc N, la fonction gk » h k . f est uniformément 

continue sur (Xj^ec), d'après le théorème de Katëtov. Alors 

( g k ) k c N est faiblement uniformément localement finie, et 

f a S g k appartient & 'Zl(X). 

c)s-a^a): soient (flf...ffn) une famille finie de fonc

tions de 'U(X) et gc C^) ; il existe un recouvrement uni

forme V de (X't€fL) tel que tflf...ffn] soit bornée sur 

chacun des V « V ; alors g » tflt...,f 3 est uniformément 

- 744 -



continue et bornée sur chacun des V, donc UHJCB sur (X; tf(ti> ) 

et tout est dit. 

L'équivalence de a) et d) est une évidence. 

Dans t53, Z. Frolik introduit une condition très pro

che de celle abordée dam la définition 1.1, et par une dé

marche analogue à celle de la démonstration précédente, on 

obtient: 

1.3. Proposition. Soit (X; (M) un espace uniforme faib

le; les propriétés suivantes sont équivalents: 

a) soit (fn^ndjî
 u*-e suite des fonctions de %oa(X)t 

uniformément localement finie, telle que f -* 25 f n soit bor

née; alors f est uniformément continue; 

b) soit f une fonction bornée et UIXJC, alors f est uni

formément continue. 

§ 2 . Les espaces de type ( B°? )• L'ensemble des recou

vrements uniformes d'ordre fini d'un espace (X; (M,) forme une 

base pour une structure uniforme sur X notée D p * (L63). Plus 

généralement si X ^ est un cardinal, les recouvrements uni

formes d'ordre fini et de cardinal strictement inférieur à 

4 ^ forment aussi une base pour une structure uniforme sur 

X notée D çt, . L'article précité donne des précisions sur 

ces espaces. En particulier, Dc ̂ c » ^ c ^ s* e t seulen-ent 

si les recouvrements uniformes de (X;QA,) de cardinal stric-

tement inférieur à 4*^ forment une base de xt • 

2---« Lemme. Soient ( À i ) . î -T u n e famille discrète de 

(X;̂ 4,) et i' » l u {ù>î avec eu # I; il existe un recouvre

ment uniforme d'ordre 2, % = ^i^i*p t e l °-ue A i c ui» A i A 
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A U ^ = 0 , pour tout i c i , et U^nU. = 0, pour i c i , j e l , 

i f j . 
Soit d un écart de AJL t e l que d(A^,Aj)£ 1 s i i 4 » j ; po

sons : 

U^ = îx€ X / V i e l , d ( x , A i ) > | j 

V± = - C x 6 X / d ( x , A i ) < | ? . 

Le recouvrement uniforme formé des boules ouvertes Bd(x,g) 

est un raffinement de % , car si d(x,Ai)<4, alors B,(x,g
,)c 

c U^ et si, pour tout i€ I, d(x,Ai)gg, on & Bd(x,g)c U^ . 

On a comme conséquence immédiate: les espaces (Xĵ o.) et 

(X;Dc(u-) (resp. (X.;D|f (a ))ont les mêmes familles discrètes 

^Ai*icl ^resP* a v e c csrd(I) <• 4-r̂  ). 

Une étude catégorique des espaces D* X peut être faite 

en utilisant les résultats généraux de J. Vilïmovsîqf(tl23). 

Cependant, pour notre propos, il nous semble plus intéressant 

de montrer directement: 

2*2* -Théorème. Le foncteur D ^ conserve les sous-espa

ces, i.e. pour toute partie Y de X, on a (Djf'.-tc ) | Y = 

On sait déjà que ($*(*> ) f Y est une structure moins fi

ne que D * ( (L | Y). Soit l\L = (ui)igT u n recouvrement unifor

me d'ordre fini de /a|Y, de cardinal inférieur à «tf̂  . Il 

existe un écart dQ de (W, et un recouvrement uniforme V = 

= (Vj)i j d'ordre fini et de cardinal inférieur à -tf̂  de 

f&| Y, tels que les boules B* (y,l)nY, yeY, forment un # -
o 

raffinement de U et que V soit un raffinement de 
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(B. (y,l)AÏ)yei« On sait qu'il existe une partition finie 
o 

^Jk^lik*m d e J telle ^ue P°ur t o u t k £ "̂  l,...,m \ la famille 
(V ) M T soit discrète (et de cardinal strictement inférieur 

p pCOfc 

a j * ^ bien entendu) (£10],p. 67). 

Soit dk un écart de (X; ft) tel que dk(V ,V )îl, pour 

p«Jk, qc Ĵ  et p + q. On pose d ~ â/^o \ i on construit a-

lors, comme dans 2.1, au moyen de l'écart d, des recouvre

ments KT = (TSuVrj vfai * d'ordre 2, avec a> $ J, tels que 

V» c L , pour Z « Jj-., et on pose W~ Sup(#f ); c'est un 

recouvrement uniforme, d'ordre fini, de cardinal strictement 

inférieur à 4*.- . De plus, si W * wi A ... n W? est élément 
* TL ^m 

de 1tf et si l'un des indices Â^ est différent de O , tn a 

WnY = U Bd(y,l)n Y, y e V^ , et d'après la propriété d'*-

raffinement, WflY est contenu dans un certain IL; sinon, X-, -

= i 2
 = ••• * ^m = *> implique Wnï • 0, et 1CT| Y est un 

raffinement de UL • 

2»3. Corollaire. Les espaces (X; <u,) et (X;D_^^), pour 

ce s 1, ont simultanément la propriété de % -plongement. 

Nous pouvons maintenant étudier le cas général des espac

ées de type ( &£ ). 

2*4- Définition. On dit qu'un espace uniforme (Xj^t) 

est de type (G* ) si pour toute famille (f±h€r discrète, 

de fonctions uniformément continues et bornées, avec Card(I)<* 

< -tf̂  , la fonction f s 2J f̂  est uniformément continue. On 

dira que la famille (fi>iei est sommable. 

Il est évident que (X;^) et (X;DC f^) sont simultané

ment de type (6*° ). D'autre part, si (h •< oo et (X;<u,) est 
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de type (6^ ), il est aussi de type (Gg ) • Notons enfin 

que tout espace est de type ( 6* ) et que le cas particuli

er fondamental ( S*), étudié dans le paragraphe 3, est à 

l'origine de ce travail. 

2»5- Théorème. Les propriétés suivantes d'un espace 

(Xj(U*) sont équivalentes: 

a) (X; (U>) est un espace de type (6^ ); 

b) (XjB^/a) est un espace rie type (6°° ); 
C OC 

c) a^D^ftc) est S00-fin. 

Preuve : soient f une fonction UTAJCB sur (X;.D*f ^C) et 

V « (vi^6x u n recouvrement uniforme d'ordre fini, avec 

Card(I) «- «tf̂  , tels que f \ Vi soit uniformément continue 

pour la structure D^6^) Vif et bornée. Soit (hi)iéj une par

tition de l'unité uniformément équicontinue subordonnée à îT» 

On a évidemment f « 2 h.£.f, et d'autre part h.-.f e 

eU*> (XiD^^). Soit alors (3^), I4kém, une partition 

finie de I te!3.e que (V i) i £ l soit une famille discrète pour 

tout entier k, lékém; comme cozCt^.f )c Vif la famille 

^ h i # f .>i€l est discrète et g^m^Çt h.£.f appartient à U U ) ; 

enfin f s S gk> montre que f €1I(X). 

Réciproquement, soit (f^-m une famille discrète de 

V,00 (X) de cardinal strictement inférieur à M ^ .On con

struit comme dans le lemme 2.1 un recouvrement uniforme 

d'ordre fini de cardinal strictement inférieur à jfi^ , avec 

la famille discrète (cozlt^))^€^i soit V « (Vi^ialu-U>! c e 

recouvrement. En posant f = 23 f-j, la restriction f l Vi = 

=- t^\ Vj est uniformément continue sur V^ d'autre part 
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f \ \ = °- Donc f est une fonction ULUCB sur (X;D^(ic ) et 

le théorème est établi. 

Dans [8], S. Ginsburg et J. Isbell montrent que toute 

fonction numérique uniformément continue sur une partie X 

d'un espace uniforme (X; <u> ) peut se prolonger en une fonc

tion ULUCB sur (X;D^<u, ) (th. 4.12). Ainsi: 

2.6. Proposition* Tout espace de type i&J£ ) vérifie 

la propriété de % -plongement; en particulier tous les es

paces S00 -fins la vérifient. 

§ 3. Les espaces de type (&x)« Ce sorrt ceux Qui joue

ront un rôle intéressant pour les espaces de mesures. D'aut

re part on obtient une caractérisation simple de ces espaces. 

Enfin, sous d'autres formes, on les retrouvent dans l'artic

le 171. 

Rappelons que tout espace vérifiant la propriété de 11 -

plongement est tel que Dz <tt = ê u. (cf. L 21 ). 

3»1« Théorème. Les propriétés suivantes d'un espace uni

forme (X; (U/) sont équivalentes: 

a) (X;<u,) est de type ( 6^); 

b) (X;D*<a) est de type ( 6 p ; 

c) (X ; D ^ ) est S00-fin; 

d) (X;D^) est de type (C) et (U.P); 

e) (X;<a) est de type (C) et (U.P); 

f) (X;<oO est de type (C) et D* <u* = 6fc- • 

Preuve : on a déjà vu l'équivalence de a), b) et c); 

c ) — > d ) d'après 1.2 et 2.6; d)*-=->e) d'après 2.3; e — » f ) 

provient du rappel ci-dessus; enfin f«--^c) d'après 1.2. 
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Remarque : dans 171, Z. Frolik, J. Pelant et J. Vilïmov-

sk^ donnent un certain nombre de propriétés équivalentes à 

a); il nous semble nécessaire de les rappeler; pour cela dé

signons, pour tout ensemble A, par H(A) l'espace métrique des 

familles x « ( x g ) a c A , où 0éx aél et xft = 0 sauf pour un in

dice au plus, avec la distance d(x,y) = 2 1 xa - y& l . Alors 

les propriétés suivantes sont équivalentes: 

(1) U (X,H(W)) = /U(X,tfH(N)); 

(2) £l(X,H(A)) » %(X,tfH(A)) pour tout ensemble infini 

A; 

(3) U(Y,-^) = 2£ (Y.t̂ jf1) pour tout entier n et toute 

partie Y de Xf 

(4) U(Y) est une algèbre pour toute partie Y de X; 

(5) 1L(Y,L0,1]K N) » ^(X,tf(t0,l3x N)) pour toute 

partie Y de X; 

(6) toute suite discrète de fonctions de IL00(X) est 

sommable; 

(7) toute fonction ULUCB sur (X;Dĉ tt) est uniformément 

continue; 

(8) (X;^) est de type (C) et (U.P); 

(9) (X;^) est de type (C) et DJ(U, = 6 ^ j 

(10) U(X) est une algèbre et (X; fu) est (U.P); 

(11) pour toute suite (B ) n é N uniformément discrète de 

(Xi(A) et toute décomposition Bn = U Ank, k = l,...,!^ telle 

que pour tout n les A^, k = l,«..,kn forment une famille dis

crète, alors la famille ( U n k ) f k = 19 •• • •
lcxi'iiieN e s t d i s c r e t e* 

Parmi ces diverses propriétés soulignons le gain entre 

la propriété (8) et la propriété (10), la propriété (U.P) 
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permettant de passer de 1'existence du produit de deux fonc

tions uniformément continues (prop. 10) à la compositio» 

généralisée (prop. 8). Une démonstration directe de ce fait 

serait intéressante. 

3-2. Corollaire. Les propriétés suivantes d'un espace 

uniforme faible (X;^) sont équivalentes: 

a) % (X) est une algèbre et (X;̂ t<,) est (U.P); » 

b) % (X) est stable par composition.; 

c) toute fonction numérique ULUCB est uniformément con-

t inue; 

d) toute suite discrète de fonctions de %°° (X) est 

sommable. 

Les propriétées de stabilité des espaces de type ( Srw 

s'obtiennent facilement: 

3.3. Proposition, a) Les espaces ( 6*̂ ) sont stables par 

passage au complété; b) les espaces ( 6^) sont stable par 

passage aux sous-espaces. 

La première propriété est évidente; la seconde s'étab

lit en remarquant que les propriétés (C) et (U.P) entrainent 

la propriété (C) pour toute partie ïcX, 

Pour terminer, remarquons que l'on peut dans la défini

tion 2.4 ne pas imposer aux fonctions qui constituent la fa

mille (fi'i€i d'être bornées. On obtient alors les espaces 

de type ( Cf̂  ). Il est clair que la propriété (6^ ) impli

que la propriété ( 6* ), et qu'ainsi tout espace de type 

( 6^ ) vérifie a fortiori la propriété de ît-plongement. 

D'où: 

3.4. Théorème. Un espace (X;(U-) est de type ( 6^ ) «si 
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(X;D^ <u/) est simplement fin. 

La demonstration est la meme que celle de 2.5; le iait 

que les h^.f appartiennent a % (XjD^^ ) qui provenait du 

th^oreme de KatStov, est ici consequence du 'Zt-plongement 

que 1'on vient d'etablir. 
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