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COMвNTATIONKS MATHEMATICAI UNIVERSITATIS CAROLПUl 

19,1 ( Ш ) 

B Ш BШШfTAШB ZUQANO Züfì IJ8RAY-SCHAUШR--THK0RI1 

S. HAHN, Dresden 

Abstract: In this note we shall give a simple proof 
of results of the Leray-Sehander-tlieory for set-valued eem-
paet fields in linear topological apacea. She conception 
of non-singular fields (T.W. Ma £171) is in many sases un
necessary. 

Schlflaaelwgrter: Kompakte Velctorfelder, Homotopieer-
weiterungssltze, mengenwertige Abbildungen, Abbildungagrad. 

AklS: 47110 lef. 2.: 7.978.,53 

Einleitung; A. Granas (s. z. B. [2]) begründete fflr 

kompakte Vektorfelder in Banach-RÄumen einen vom Abbildunga-

grad freien Zugang zu fielen Ergebnissen der von J. Leray 

und J. Sehender 1934 geschaffenen Theorie nicht linearer 

Operatorengleichungen in unendlichdimenaionalen normierten 

Räumen. Wichtigstes Hilfsmittel bei Qranaa ist ein Homoto-

pieerweiterungesatz, der auf dem grundlegenden Erweiterunge

satz von J. Pugundji [11 basiert« Da dieser Erweiterungesatz 

nur für metriaierbare lolcalkonvexe Rflume anwendbar ist, 

seheiterte die vollständige Übertragung der Granaa-Theorie 

auf allgemeine topologisehe Vektorrlume zunächst. Zwar konn

te V. Klee [141 einen Homotopieerweiterungesatz fflr allge

meine topologisehe Vektorrlume und entsprechende Folgerun

gen beweisen, jedoch musäte er dabei zusätzliche Vorausset

zungen fflr den Definitionsbereich fordern. Die volle Ober-
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tragung dar Qranaa-Ergebniaaa für (nicht notwendig aetri-

aierbare) lokalkonvexe Räume ermöglichte erstmals T.W. ka 

[17], indem er statt unweaentliche (siehe Granaa) aogenann-

te nicht-singulare ("non-a ingular" ) kompakte (sogar mengen

wert ige) Vektorfelder untersucht. Mit Hilfe des verwandten 

Begriffs der appro-cimationauawesentliehen ¥ektorfelder koaa-

te der Autor dea Granas-Zugang auf allgemeine topologische 

Vaktorrtuma übertragen ([5],[6]), ohne - wie hei Klee * zu

sätzliche Forderungen aad den Definitionabereich der be

trachteten Abbildung zu stellen. Dadurch konnte auf die re

lativ aufwendigen Vorarbeiten zur Untersuchung der Eigen

schaften dieser speziellen Definitionabereiche bei Klee 

[113 verziehtet werden. 

Der Nachteil der HoaotopieerweiterungaaÄtze in [6], 

[171 besteht darin, dass ihre Verwendung unübersichtlicher 

ist, als das bei Granaa der Fall war. 

Wir wollen in dieser Note zeigen, dass in vielen Fäl

len sowohl die Methoden aus ["6],[17] als auch die Hilfs

mittel bei Granaa unnötig kompliziert sind, denn der Erwei-

teruagssats von Dugundji wird in diesen wichtigen Folien 

nicht beaötigt (auch aicht fflr eadlichdimensioaale aoraier-

te Räume). 

Wir achrfinken uns in dieser Arbeit auf kompakte Vek

torfelder ein. Die mit unseren Mitteln bewieseaea Aussagen 

der Leray-Schauder- Theorie wurden in dea letzten «Jahren 

auch auf umfangreiche Klassea aiehtkompakter Abbildungen 

durch Abbildungagrad Ober tragen. Siehe dazu z. B. [181, 

[23] - 1263. Dabei werden jedoch speziellere Mume verwendet. 
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*• Bezeichnungen. All« topologieehe» Btuae seien in 

unserer Arbeit separiert und alle topologisehen ?ektorrSume 

(im folgenden mit t?l abgekürzt) reell und separiert. Ist 

A eine feilmenge eines topologisehen Raumes, so bezeichnen 

wir mit A die Abschliessung, mit int A das Innere und mit 

B A den Rand von A. 

Sei Z eine Teilmenge eines t?l. %(Z) bezeichne stets 

das System aller niehtleeren konvexen und kompakten (bezüg

lich der induzierten Topologie von Z) Teilmengen von Z. Sei 

weiterhin X ein iopologischer Baum, .line(mengenweriige) Ab

bildung F: X — > Ä (Z) heisst nach oben halbsteiig auf Xf 

wenn für jedes a€ X folgendes gilt. Zu jeder offenen feil

menge W von Z mit F(a)s W existiert eine Umgebung ? von af 

so dass F(?)*S W erfüllt ist. 

Eine nach oben halbstetige Abbildung F: X — > %(Z) 

heisst kompakt, wenn F(X) relativ kompakt in Z ist. Die kom

pakte Abbildung F: X*—• %(Z) heisst finit, wenn F(X) in ei

nem endlichdimensionalen (linearen) Teilraum von B enthalten 

ist. 

Is sei I eine Teilmenge eines t?B 1. Eine Abbildung 

f: X—>%("&) heisst kompaktes (finites) ?ekiorfeldf wenn 

die durch F(x) = x - f (x) (x€ I) erklärte Abbildung F: X~~-* 

— • %(B) kompakt (finit) ist. Wir nennen F dann die zum 

?ekiorfeld f gehörige kompakte Abbildung. Pia Abbildung 

F: X~*f|,(Z) heisse gleichmissig finit approximierbar in 

Z, wenn es zu jeder Nullumgebung ? aus E eine finite Abbil

dung FT: X—> %(Z) gibt, so das» F?(x)£F(x) • ? Cxel) 

gilt. Bekanntlich ist jede kompakte Abbildung F: I—¥%(%) 

gleichmissig finit approximierbar in Z, sofern Z eine abge-
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•ehlessene, konvexe Teilmenge eine« lokalkonvexen 

ist (•• i. B. [4]). Beielehnet Fs I — * 1 eine (punktwerti-

ge* kompakte Abbildung, ao ist nach Klee [143 P genau dann 

gleichmiaaig finit approximierbar (in B), wenn B ein • ©ge

nannter sulSsaiger tVR ist« So sind alle lokalkonvexen Räu

me lulSssig. Die nicht lokalkonvexen tHV S(0,1), lP(09l) 

(0<p<l), £ p (0«cp<-el) ©teilen neben anderen tVfi Beispie

le für sulfssige tVB dar« Bisher ist laoeh nicht geklftrt, 

ob all« tVH tulftesig sind. 

!• seien X, Y, Z Teilmengen um tVH 1 mit ISISZSK. 

Vir beieichnen »it CA (Y, *KZ)) die Klasse aller kompakten 

Vektorfelder f s X—e» *KB), für die die zugehörige kompak

te Abbildung Fs X—*-at(Z) gleichmlseig finit in Z appro

ximierbar ist. Bin kompaktes Vektorfeld fs X—t**t#(!) he le

se auf 1 null stellenfrei, wenn o#f(X) gilt« Da» Symbol GAQ 

(T,k(Z),X) bedeute die Klasse aller auf 1 nulle teilenfrei

en Vektorfelder mm CA (T,*UZ)). 

• Zwei Abbildungen f, g« CA0 (T, fUZ),X) heiaeen homotop 

in CAQ (T, H(Z),X)f wenn •• eine kompakte, in % gleichmaa-

sig finit approximierbare Abbildung Ms Ix C0f13 —> tt(Z) 

gibt, so das« die Beiiehungen z - H(x,0) « f(x) (x*T), z -

- H(x9l) « g(x) (x*X)f xfH(x9t) (x€Xf t • tOfll ) gel

ten. Die durch h(x,t) » x - H(x,t) (ze Y, t « t0,13 ) er

klärte Abbildung h: Yx CO, 13 — > tft (E) heisst dann Homo

top ie zwischen f und g in CAQ (Y,«^(Z),X). 

2. Bin Homotopieerweiterungsgati. Der folgende ele

mentare Homotopieerweiterungseati ist vielen Anwendungen 

geeignet angepaset. 
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Sat» 1: .to s t i tn 1 ein tVH, Z tint abgeachloaaane 

Teilmenge Ton l t I eine Teilmenge Ton Z und X eine abge-

achloeatnt Ttilmengt Ton f• Mo kompakten Vaktorfelder 

fcGA0 (T, Ä(Z),T), gcCAQ (T, Ä(Z),X) seien hoaotop im 

CAQ (T,&(Z),X). Damm hat g0 » g I I tine Srwtittrung gQ c 

C CA0 (T, ft(Z),T). Ferner sind g^ und f in CA0 (T, H(Z),T) 

homotop« 

Btwtia: Hach Vorauaattsung tx iat i trt tine kompakt«9 

in Z gltichmlaaig f in i t approximitrbart Abbildung HQ: Xx 

* C0 f 13—• *MZ) mit y - l0CytO) « fCy) Cy«f) t y -

- l0Cyfk) • gCy) Cyt I) vm& x$ l 0 Cx t t ) Cx«I t t « £0,13 )• 

Man trkennt le icht , das« die Menge 

f0 « - fy iX: y«!Cy f«) « r «im « « £0,13 i 

eine kompakt« Teilmenge Ton X iat . Weil B ein Tollettndig 

regulärer topologischer Baum iat und Xf!X0 » JÖ g i l t , exim-» 

t iert eine stetige Abbildung A : T -~* t 0,1] mit Ä (x) « 

» 0 Cx«I0) wöd JlCm)« 1 (% « X ) . S«l 

lCy ft) • l0Cy t ACy)t) Cy«I t t e £o t13 ) . 

Mit HQ iat offenbar «uch H in Z gleichwAeeig f in i t approxi

mierbar und kompakt« F«ro«r g i l t y - H ( T , 0 ) • y - H0CytO) « 

« tCy) Cy« I) und x - BCxfl) • m - l0Cxf &Cx)) « x -

- l 0Cx f l ) » gCx) CxiX). Semit iat di« durch gCy) • y -

- lCy f l) Cy« I ) erklärte Abbildung geGA (ff &CZ)) eine l r -

Weiterung von g0 » g | X. 1« g i l t schliesslich y$H(y t t ) 

(y«X f t « £0,1] ) . Andtrtnfalls wir« für «im «0 * t O , U 

und ein y0« I die Besiehung y 0 * l 0 ( y 0 t » 0 ) erftlllt, mm« xu 

* o € *o* ^ ^ o * * 0 f *1*0 0€^(y©^ ^®l-ft» *>*•• widorapricht 
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der Torausgesetzten Nullstellenfreiheit von f auf T. Somit 

ist speziell ?cCA0 (T, &(Z),Y) und g, t sind homotop in 

CA0 (Tf Ä(Z)fT). 

Wir erinnern an folgende im wesentlichen bekannte Aus

sage. 

Hilfssat« 1s 1s seien 1 ein tVE, Z eine abgeschlosse

ne f konvexe Teilmenge von 1 sowie X und T abgeschlossene 

Teilmengen von Z mit X£ T. Weiter seien f e CAQ (Tf Ä(Z)fX) 

und V eine sternförmige Nullumgebung aus 1 mit f(X)fi? « 0. 

Dann ist jedes gcCA (Tf &(Z)) mit g(x)lfd) * ? (xcX) 

auf X nullstellenfrei und zu f in CAQ (Tf Ü(Z)fX) homotop. 

Folgerung 1; 1s seien 1 ein t?lf Z eine abgeschlossene, 

konvexe Teilmenge von 1 sowie X, T abgeschlossene Teilmengen 

von Z mit XST. M e ?ektorfelder f c G40 (Tf ft(Z)fT)f 

gcC4 Q (Tf fl(Z)fX) seien homotop in C4Q (Tfft(Z)fX). Ist g 

finit, so existiert ein endlichdimensionaler Teilraum 1Q von 

1 mit Xfl!04s 0 derart, dass g0 « g | Xfll0 eine Irweiterung 

g0cCA0 (THlof A(ZHl 0) f Tfll0) hat. 

Beweis: Wegen o#f(T) existiert eine sternförmige Null

umgebung ? aus 1 mit f(T)H ? s 0. Nach ?oraussetzung gibt es 

ein finites ?ektorfeld f ?eG4 0 (T,1UZ)fT) mit f?(y)£f(v) + 

• ? (yc T). Aus Hilfssatz 1 und der ?oraussetzung folgt, 

dass f? und g in CA0 (Tf ff4Z),X) homotop sind. Weil f? und 

g finit sind, existiert ein endlichdimensionaler Teilraum 

1 0 von 1 mit X f.lo4»0f so dass tQ « f? | T H 1 0 und gQ « 

« g|Xfl!0 in CQ (TfHQf &(Zfll0)f Xdl 0) homotop sind 

(s. [16]f Th. 4.2, C31 Hilfssatz). Weil f0 auf If)!0 null

stellen frei ist, folgt die Behauptung aus Satz 1. 
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Wir können nun mit Sati 1 die meisten Ergebnisse aus 

[ 2J,L6],[14],£l73 beweisen. Wir beschranken uns in dieser 

Note auf einige Beispiele. Da die kompakten punktwertigen 

Abbildungen Fs I—» 1 in zulässigen t?l 8 in der Ilasee 

CA (Y,ft(E)) enthalten sind, umfassen die Ergebniase dieser 

Arbeit die entsprechenden Resultaten aus C2J,C6Jftl41fCl71 • 

Wir bemerken, dass unser Zugang auch für den Fall lo-

kalkonvexer metrisierbarer Unrne elementarer als in t 21 ist, 

da wir an keiner Stelle den Erweiterungssatz von Dugundji 

benötigen. 

3. Per verallgemeinerte Antipodensatz von Borsuk. Grund

lage für alle Ergebnisse dieser Note ist die folgende bekann

te Antipodenaussage für endlichdimensionale Rfiume. 

Antipodensatz: Es seien E ein endlichdimensionaler t?lf 

W eine offene, symmetrische Nullumgebung aus E und f: ¥ — P 

—» lt(B) ein kompaktes ?ektorfeld mit f(x) » - f(-x) (xe¥). 

Dann ISsst sich f | B W nicht zu einem auf W n u l l s t e l i e n f . r e i -

en kompakten ?ektorfeld f: ¥•—^lt(l) erweitern. 

Wir folgern nun elementar den verallgemeinerten Antipo

densatz für t?H. 

Satz 2; Es seien 8 ein t?l, W eine offene, symmetrische 

Nttllumgebung aus E sowie tQ€ 0AQ (01, ft(B), i*W). Es gelte 

f0(i)AAf0(-x) » 0 (xcdw, a*tO,ll ). Dann hat fQ keine 

Erweiterung f c CAQ (f, &(E),¥). 

Beweis: Angenommen, f: W — .• It(£) wäre doch eine sol

che Erweiterung von fQ. Sei g(x) » J? tf(x) - f(-x) ] (xef). 

Dann ist g€CAQ (¥f &(£), 0W). Es existiert also eine stern-
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förmige Kullumgebung f mit g( i W)0 f • 0. Sei f 1 eine 

sternförmige, symmetrisch« Kullumgebung aus B mit f^ • f̂ fi 

SV, Bs gibt «in finites Vektorfeld g ^ CAQ (W, ft(B),W) 

mit g1Cx)ßfCx) • fx Cxsf). Wir setzen gQCx) • ̂ tg^x) -

- gx(x)3 (x*W). g0 ist finit und man erkennt leicht die 

Beziehung g0(x)5gd) + V ( i £ 3 I ) . Nach Hilfsamts 1 sind 

gQ und g homotop in CAQ (W, tUE), 9W). Sei 

nCxt.t) » Ufa)- ~ **H-7 Cxcf, t * tO,U ). Aus den forans-
1 * t 

Setzungen folgt sofort, dass h eine Homotopie zwischen f 

und g in CAQ (W, tft(E), 5W) liefert. Insgesamt sind also f 

und gQ in CAQ (f, ACB)f dW) homotop. f ist auf f nullstel-

lenfrei. Daher existiert nach Folgerung 1 ein endlichdimen-

sionaler Teilraum B f so dass gQ | 3 WflBQ eine Erweiterung 

aus GA0(f rtlof &CE0), f AB0) hat. Dies widerspricht dem An

tipodensat« f denn gQ war auf f ftBQ ungerade. 

Satz 2 wurde für punktwertige kompakte Vektorfelder 

in tili mit Abbildungsgrad und in £61 ohne Abbildungsgrad, 

jedoch aufwendiger als hier bewiesen. Für mengenwert ige kom

pakte Vektorfelder in lokalkonvexen Rfiumen und den Spezial

fall, dass W eine konvexe Nullumgebung ist, erhielt Ha t171 

ebenfalls relativ aufwendig dieses Ergebnis ohne Abbildungs

grad, wahrend Petryshyn und Fitzpatrick £181 Sats 2 (für 

lokalkonvexe Räume) mit Abbildungsgrad bewiesen. Wir bemer

ken, dass im Unterschied zu tili f£ 171 ft 181 unsere Abbildung 

in Satz 2 nur auf d W (wie auch in 161) und nicht auf ¥ 

definiert ist. In (nicht metrisierbaren, lokalkonvexen) 

tfl ist dies i.a. eine etwas schwächere Voraussetzung als 

in tili,1171,1181. 
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4* ler Sata Ton Borauk-ülam. Sine Tsilaenge M einea 

linearen Raumes 1 heiaat radial beschrankt, wenn ü%r IXirch-

schnitt von M mit jeder Geraden durch den Nullpunkt Ton B 

in einer Strecke enthalten ist« Ein t?l heiaat lokal radi

al beschrankt, wmtm er eine radial beschränkte Nullumge

bung besitst. Alle lokal beschränkten tVl sind offenbar 

lokal radial beschränkt9 Der lokalkonvexe metrisierbare 

Hau» der auf £0,1] beliebig oft differenzierbaren Funktio

nen ist ein Beiapiel für einen lokal radial beschränkten 

tVl, der nicht lokal beschränkt ist Ca. [ 153»C191 ). 

Sata 3: 1s seien 1 ein lokal radial beschränkter t?l, 

W eine offene, symmetrische und radial beschränkte Nullu»-

gebung aus 1 sowie f e CA (W, fo(E)). Weiter sei L ein linea

rer Teilraum von E mit t(dW)sLt dW$L* Dann existiert 

ein xQ€ dW mit f(x0)fl fC-x0)# 0m 

Beweia: Angenommen, es wäre für alle xc 3 W stets 

fCx0)ftf(-x0) » 0. Dann ist durch gCx) • | EfCx) - fC-x)1 

CxcW) ein Element aus GkQ Cf, ü(l),aw) erklärt# Offenbar 

gilt auch gC3W)S L und daher existiert ein zQe. B W/L mit 

Az0f gC W) (A&O). Weil gCf) radial beschränkt ist, 

gibt es ein k 0>0, so dass k0
z
04- gCW) gilt. Sei hCxft) » 

* gCx) - tkQzQ (xtf, t a £0,11 ). Dann ist o#hC0W * 

HC0 , 1 J ) # Wir setzen g^Cx)
 s gCx) - kQz0 Cx€W). g^ hat 

auf f keine Nullstelle und ist zu g in CAQ (ffÄ(i)»af) 

homotop. Nach Satz 1 hat g0 « g|9W eine Erweiterung g0 e 

€ CAQ (W, &Cl),W). Weil g0 ungerade iat, widerapricht daa 

Satz 2. 
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für punktwertige ¥«ktorftld«r bewiesen wir (auLfwwndi-

ger) Sats 3 in [6.1. Dort forderten wir allerdinga nur, daa» 

f auf 3W definiert ist« Für konvexe Hullumgebungan in lo

kalkonvexen Räumen wurde Sats 3 mit ebanfalle grösserem Auf

wand von Ma [ 172 bewieaen. Verallgemeinerungan in normier

ten Humen findet man in [103,C18] • 

5« Der Gebieteinwariansaats» Sei 1 ein tVR, 1 ein to-

pologiacher Raum aowie ¥ eine aymmetriache Nullumgebung aua 

E. Wir nennen die Abbildung f: I —** %(1) eine ¥-Abbildung, 

wenn aus t(x1)(\t(x2)4*# (x-̂ .x̂ e 1) eteta x± - x%$ Bf folgt* 

Sats 4s la seien £ ein tVfi, W eine offene, aternfOrmi-

ge, aymmetriache Nullumgebung aua B und f € CA (W9lt(£)) eine 

W-Abbildung. Dann gilt f(o)Sint f(W). 

Beweis: Wir eetsen f#(x) * fix) - f(o) (icf), gQ(x) • 

* f(f) - f(-f) (x€§) und h(xtt) « f%-f~|) - f(- r l V 

(xcf, t c tOt13 ). ü gilt o^h ( dfx [0,13 ) f weil f eine 

W-Abbildung iat. Datier eind f0 und g0 in GA0 (ff %(E)t 3W) 

homotop. Ea existiert eine sternförmige, aymmetriache Null-

umgebung ¥ aua i mit fQ(iW)fl¥ » 0. Sei • #¥ und y0€ f(o) 

beliebig aowie y • v • y0 und f (x) « f(x) - y (xcf). Dann 

aind nacb Hilfaeats 1 f0 und f und damit aueb f und gQ 

in CA0 (1, %(M)9B W) bomotop. HItte f in W keine Nulle tei

lt, ao würde naeb Sats 1 fte g0 | 3 W eine Erweiterung f0 m 

c CAQ (W$%(M)9W) existieren« Dies wlre ein Widerspruch zu 

Sats 2, denn g0 ist ungerade« Somit gibt ea ein xQe W mit 

y#f(x0)Sf(W)f alao w • jr0fif(W). Weil •«¥, y0« f(o) be

liebig war, gilt ¥ • f(o)£f(W). Darana folgt die Behauptung. 

- 80 



Durch Translation erhalten wir sofort 

Folgerung 2 s is seien 1 ein t¥Rf xQi Bf ü eine offene Um

gebung von x 0 derart, dass W * ü* - x sternförmig und symmet

risch ist. f c CA (ü%fMD) sei eine W-Abbildung. .Dann gilt 

f(x0)£int f(U)). 

Sei IL eine offene Teilmenge eines t¥R E. Wie in C17] 

heisst fs JX— - * % ( E ) eine lokale Randabbildung, wenn fttr jedes 

K U eine offene, symmetrische, sternförmige Nullumgebung Wft 

aus E existiert, so dass a * Wfi fi XI gilt und aus f (x^fl f (x2>|-

+ 0 (xltx2*
 Ä * \) die Beziehung x^ - x2 # 3W folgt. 

Wir beweisen nun mit unseren Mitteln den folgenden Ge

bietsinvarianzsatz • 

Satz 5: Es seien 1 ein t¥Rf Sl eine offene Teilmenge 

•on E und feCA (Jlffi(E)). Ist f eine lokale Randabbildung, 

so muss f (ü ) eine offene Teilmenge von 1 sein. 

Beweis: Sei zcf(il). Is existiert ein a e il mit 

zef(a). Nach ¥oraussetzung gibt es eine offene, symmetri

sche, sternförmige Nullumgebung W mit (V • a) c & derart, 

dass aus f(X|)f1f(x2)+0 (xlfx2ef •*• a) stets x^ - x2 ^ 

# 6W folgt. Offenbar ist dann f'= f | (I + a) eine W-Abbil

dung. Nach Folgerung 2 gilt zQ€ f(aQ)Sint f
 #(f • aQ) £ 

c int f ( ü ) . 

Satz 5 wurde mit Hilfe des Begriffs des nicht-singull-

ren ¥ektorfeldes für lokalkonvexe Räume erstmals von Ha 

tl71 bewiesen. Für punktwertige Abbildungen in zulässiger 

t¥R siehe C6] ,£14 .1. 
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6. Fixpunktaueeajfn 

Hilfssati 2 s 1s aeien 1 ein tVR, K ein« abgeschlosse

ne, konvexe feilmenge von 1 mit o*K und W eine abgesehlos-

••ne Nullumgebung aus 1. Dann hat die durch f (x) « ix i 

(x € 3wf)K) erklärte Abbildung f keine Erweiterung ?eCAQ 

(WflK, lt(K)fW0K). 

Beweie: Sei durch ?(x) * x - F(x) (xcWflK) eine sol

ch« Erweiterung gegeben. Denn ist F: WOK—-> ft,(K) kompakt, 

fixpmktfrei und es gilt F(x) * 4©} (x« 3Wf1K). Wir setien 

•F(x) (xcWilK) rWix) ixci 

1 
M o } (mel 

Q(x) 
iK/W) 

Item ist 0 eine kompakte Abbildung von K in ft(K) mit 

x$@(x) (jceK). Is existieren eine Nullumgebung V mit 

I x - 0(x)I (l ? * 0 (xcK)f ein endlichdimensionaler Teil-

raua By von I und eine finite Abbildung ö^; K—¥ ft(K) mit 

Ötf(x)fiö(x) * ? (xcK) und OyUOffly. Man eieht leicht, dass 

x + Ov(x) (x *K) gilt. Anderereeits hat ö0
 s Qv 1 Kf|l0 als 

kompakte Selbstabbildung der in EQ abgeschlossenen und kon

vexen Teilmenge Kt1i0S iQ nach dem Fixpunktsatz von Kakutani 

einen Fixpunkt. Dieser Widerspruch beendet den Beweis. 

Satss 6: Sei I ein tVl, W eine abgeschlossene Nullumge

bung aus If K eine abgeschlossene! konvexe Teilmenge von 1 

mit ocK und f «CAQ (® W{\ Kf fi(K)f iWilK). Is gelte - A l f 

4 f (x) (x c t3 Wn K, .A > 0). Dann hat f keine Erweiterung f € 

• CAQ (WflK, Ä(K)f WftK). 

Beweis: Sei f doch eine solche Erweiterung. Is gibt 

also eine fixpunktfreie kompakte Abbildung F: WAK—*Ü(K) 
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mit f (x) « x - F(x) (x§ WfU). Sei hCx,t) » s - tF(x) Cx c 

a wrtK). Dann gilt ©#h(#WftK*. CO,H ). Dia durch g(x) • 

= ix) (xc WHK) erklärte Abbildung g ist also zu f homotop 

in CA0 (WrtK,fc(K), iWrtK). Wach Satz 1 hat g0 • g | tWflK 

eine Erweiterung jf#c CAQ (WO K, <t(K),W0K). Dies widerspricht 

Hilfssatz 2. 

Satz 7: Ba seien 1, K und W wie in Hilfssatz 2 erklärt. 

Weiter sei F: WfiK—> fi(K) eine kompakte in K gleichmassig 

finit approximierbare Abbildung mit ß x f F(x) C /J > lfx c 3 WO 

OK), .Dann bat F einen Fixpunkt. 

Beweis: Es gilt (1 -||)x$x - F(x) ( ß> lfx c3 WAK). 

Mit 1 - |J » & > 0 und f (x) « x - F(x) folgt die Behauptung 

aus Satz 6. 

Satz ? stammt fOr lokalkonvexe Bäume von 0. Kaiser £123, 

fOr K « 1 iron Ma tl63fCl73f för punktwertige Abbildungen in 

allgemeinen tVl von S. Hahn und K.F. Pötter 183,191 • 

Satz 8: Es seien E ein tVR, W eine offene, symmetrische 

Nullumgebung aus E und F: ¥— .»Ä>(E) eine kompakte, gleichmle-

sig f init approximierbare Abbildung. FOr alle x e d W gehöre x 

nicht zur konvexen HOlle von FCx)U C-F(-x)). Dann hat F einen 

Fixpunkt• 

Beweis: Sei f Cx) » x - F(x) Cx e 8W). Wir können x £ 

^ P(x) Cxe aw) annehmen. Es ist f Cx) (\ XIC-x) • 0 Cxc3wf 

% c£Ofl3 )» Anderenfalls gäbe es ein A Q € tOf13, ein yQ e 

€ FCx0) und ein y0c FC-xQ)f so dass xQ - y0 * ^0(-x0 - y^)f 

also x0 * |' * ̂  y0 • Y + \ — ^ P gilt* Dies widerspricht 
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der Voraussetzung. Somit können wir Satt 2 anwenden. Durch 

fix) * x - F(x) (idl) ist eine Erweiterung aus CA (?tH,(D) 

erklärt, die nach Satz 2 eine Nullstelle besitzen muse. B«-

mit hat F einen Fixpunkt. 

Wir bemerken abschliessend, dass wir mit unserem ele

mentaren Homotopieerweiterungssatz in allgemeinen tVl auch 

gewisse Aussagen nicht beweisen können. Dies betrifft z. B. 

Eigenwertaussagen, bei denen die Abbildungen nur auf dem 

Rand der betrachteten Nullumgebung definiert sind. In sol

chen Fällen führen die Methoden aus C3],C6J,C7J zum Ziel. 

Trotzdem konnten wir mit einfachsten Mitteln eine Reihe wich

tiger und allgemeiner Resultate beweisen, die bisher wesent

lich umständlicher hergeleitet wurden. Satz 2 lasst sich 

auch für sogenannte kondensierende Abbildungen (s. z. B. 

£lS]) beweisen, wenn der t?R als lokalkonvex vorausgesetzt 

wird. Alle aufgeführten Resultate lassen sich dann in ähn

licher Weise für kondensierende Abbildungen herleiten, Dies 

zeigen wir für normierte Räume in H221. 
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