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COMMENTATIONES МАТЯБМАТ1САЕ WlflBSIfáTIS 0 4 Ш Ш 4 1 

19,1 (1978) 

О Т Ш Ш Р Е К У Р С И В Н О Г О И З О М О Р Ф И З М А H L K O F O P M X П О Н Я Т И Й 

КОНСТРУКТИВНОГО АНАЛИЗА 

А. КУЧЕРА (A. KUČERA), Прага, В.А. КУШНЕР, Москва 

Содержание? В настоящей заметке вмясняется положение 
некоторнж понятий конструктивного анализа в арифметической 
иерархии. Показана ТГ^-полнота множества (номеров) кон­
структивных функций действительной переменной, а также мно­
жества определенного типа вычислимых чисел. 

Ключевые слова; Частично рекурсивная функция, рекур­
сивно перечислимое множество, Жт ш ТТ^-(полное)множество, 

конструктивная функция, псевдочисло. 

АМ % 02199, 02Г40 Реф. Ж.: 2.644.2 

1. В предлагаемой работе вмясняется тип рекурсивного 

изоморфизма множества (номеров) коиструктивнмж функций (КФ), 

а также некоторой системм вычислимых действительных чисел, 

промежуточной между конструктивными действительными числами 

(ЩЩ) и псевдочислами (непоясняемме понятия конструктивного 

анализа можно найти в [3],142). Эти результатм позволяют 

также определить точное положение изучаемых понятий в ариф­

метической иерархии. Статья внполнена в рамках конструктив­

ного направления в математике (СИ), все высказнваемме суж­

дения следует трактовать конструктивно (С22)« В частности, 

термин "арифметическая иерархия" (а также операция скачка 

и пр.) понимаются как в 161. Заметим вместе с тем, что чи-
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татель, не ваиитересованннй в конструктивной специфике, 

может трактовать полученные результаты традиционным обра» 

вом. В частности! с этой точки зрения имеет место теорема 

о ТТ^ -полноте изучаеимх понятий (при обмчной трактовке 

арифметической иерархии, см* например С5]). 

Результаты п. 3 получены независимо А. Кучера и В«А* Куш-

вер он, результаты п. 4 принадлежат А. Кучера. 

2. Мы будем пользоваться некоторой стандартной нуме­

рацией всех частично ракурсивинх функций (ЧРФ) одной пере­

менно! ср^ (порождаемой надлежащей ЧРФ двух переменных) я 

соответствующей ей нумерацией всех рекурсивно перечислимых 

(р.п.) ниохеств Ш ^ • Множество всех натуральных чисел (НЧ) 

мы буден обозначать Я • Буквы к %ту ъ т % ф % % . * $ у* 

служат переменными для НЧ. Множество всех рациональных чи­

сел (РЧ) мм будем обозначать посредством А • мж алгоритми­

чески перенумеруем все РЧ, причем кахдому РЧ а будет соот­

ветствовать НЧ [йгГ} и каждому НЧ т - РЧ 1т,1 • 

В статье используется аппарат ЧРФ, и в связи с этим понятия 

конструктивного математического анализа, обычно вводимые яа 

основе нормальных алгорифмов, переформулируются нами на ос­

нове ЧРФ. Таким образом, 

1) мнохеству ВДЧ соответствует ннохество 3) НЧ Яь та­

ких, что 

^(\щы(тЖЧтт(\1<§ь(т,П*'~ 1^(т+тП*\ <« 2т*"> ; 

2) множеству записей КФ соответствует множество Ж НЧ 

М такмх, что 

^%1(^€Ъ^%^^)э^^)€Ъ)Ы^€Ъ^€1йЗк^ ш ̂  I* 
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где V обозначает отношение, определяющее яа множестве Р 

равенство, соответствующее равенству действительных чисел; 

3) множеству псевдочжеел соответствует множество ТГ 

НЧ 4& такжж, что 

У^Ифд^ДУ^пЗ^Уед \ < € )*9 

4) множеству ТТ.--чисел (ем. I?]) соответствует мно­

жество 5^ НЧ М такжж, что Ут, (|ф« (л*)) и существует 

(алгорифмическая) последовательность неинфинитных рекурсив­

ных множеств ^Ъ^щ, такая, что для всякжж НЧ м . ф* мера-

Лебега конечного объединения рациональных сегментов 

О» $ ш т у 

4*.Ь*4*> ̂* ̂ %^
Л|
'^ , Ц^Сль-И)-! 3 меньше 2" > где для любмж 

<*•*! 
РЧ о/, А* 1*,д>Э*«|гпД€цФ)Д ляо* Са,*) ̂  

5) множеству ТТ^ -чисел (ем. 17 3) соответствует мно­

жество % * 4 ЛИ & в ТТ А & ф 8.! } . 

Заметим, что 1) с ̂  с ТТ 9 и что ТТ| -числа обладают свое­

го рода (алгоритмическим) регулятором сходимости в себе по­

следовательности РЧ соответствующей ТТ̂  -числу. 

Естественным образом тоже вводятся отношения принадлежнос­

ти элементов множества ТТ рациональному сегменту и интегра­

лу. 

Мм обозначим 

Е +9 4 х 1-11 З ф (у, * ̂  & V тафинитно)! . 

Согласно [5], В является 5.̂ -полным множеством. 

3
* Теорема 1. Множества X ш % рекурсивно изоморф­

ны. 

99 



Доказательство» 1) Согласно СбЗ, 3) яц 0™ 3 м, 

следовательно, Э является ТГ
2
 -множеством. По лемма 5.1 

•а (61, отношение •* является 0*-общерекурсивным отно­

шением, и, следовательно, тоже ТТ
2
-отношением. Таким обра»* 

вом, формулу определяющую множество X можно виравить в 

кванторноя форме 

УП*^ЗэУччЗ)МУч-13»Уч-1 ЗП . 

Используя правила конструктивной математической логики, 

можно ату форму постепенно выразить черев 

Таким образом, множество % является ТТ.-множеством. Ввиду 

ТТв -полнотм множества Б отсюда получаем Ж 4** Ъ • 

2) Остается показать, что Е -6̂  % # Для этого очевид­

но достаточно построить ОРФ Ль такую, что В *„,-, Л/ по­

средством Мь ш Пусть $ -ОРФ такая, что для всякого ШЧ х 

^€(т) -ОРФ» перечисляющая множество Ж^ и 4%ш\ $ где 

Построим МРФ & и ОРФ $# такие, что для всех НЧ х * т, , I* 

а) 1й?Ск
|
л^

|
Л) тогда и только тогда, когда множество 

Ж* ^% имеет по крайней мере |& раэличимх элементов, 

О» 
б) если 1Ф (*,/IV, Л , ) , то Со> {&пт^ Ж,)2 ш 0 9 

в) « С к . л , * ) - ^ , ^ . * ) • 

Заметим, что для любого НЧ х # ас • Б в том и только том 

случае, когда «е может не существовать НЧ*ц, такое, что 

9 ^ ^ - О Р Ф . Ввиду б) и в) отсюда получаем 

(1) V* Сх а Б ш 1-1 Зи* (ф* (*,**)< Ю)> . 
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Построим ЧРФ ш ш ОРФ М, такие, что для всякжх Ш Ш 9 ф 

а) ! * * С * # # ) т З * * Й» - §,Сл,^)) , 

б) ©едя |«еСм,#) , *© ш С м ^ } - *% $ где «5 ф В , 

а) ш(ж9^)ш^ш(^) . 

Ш С1) получаем Чж (ж € Е • л\Сж! ф X ), и, таким 

образом, Е ****& • Теорема доказана. 

Замечание. В докаеательстве теоремы для » % Ж об* 

ласть определения 9 ^ ^ отяееятельи© Ъ пуста. С другой 

стороны, ОРФ ф» можно построить так, что ояа дополнитель­

но обладает свойством ЧжтЩ(щтЛ<** <^(х,т,+ 4)) • Затем 

можяо построить ОРФ Шл ш *ъл такие, что для любых Ш * , 

жг0 если З Ы 0 А ^ * ^ А § Л * , Л ) - ^ ) 

V* 1 — ведя -%Ш(0&Ль*1ьк$,(ж§&1т р)$ 

• «и» 

где щ^ ф В^ «ц а Л # Тогда 1 * л ЭС посредством *#ц » я 

для л * Ж ерл См1 определена я постоянна на 3) , Итак» 

ввиду ТТ3-полноты множества И ,верно следующее. 

Следствие 1 . Следующие множества ТТ^-полны: 

1) X » 

Е) %шФЫ\жш*>ЬЧф(&*Ъх19ж1^))1 , 

3) «^ ^ ^ Ы е З С ^ ^ с ^ е В а - ! ! ^ ^ ) ) I , 

4) X * • 1 * 1 д е Х Л ^ С # « 3 ) э ! у , с С ^ ) Л ^ | С ^ 5 ̂ П 

для любого <*г ш $ в 
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*• ШШВШЛ* Множества ^ ж И рекурсивно мвоморф-

нм. 

Доказательство. 1) Согласно [73 (теоремм 2 и 5), 

существует последовательность последовательностей рацио-

С* § } 
•Щ. яц» щ»* 

яальннх сегментом 44 Х ^ I— }_ такая, что для любого НЧ 

4 е 5
1
 «А,*ТТ*У||*л-1 З ^ С 4 с К ^ ) . 

Построим для всяких НЧ щ, , 1т, рацмональннй интеграл Шт , 

для которого К ^ 6 Н
%
, ' ^ н Ж ^ ! ^ ^ • 

Тогда иа теоремм 2 и следствия 2 ив Г73 вытекает, что для 

любого Н Ч . % М,ш &^ш АеТТйУт,^ З-т (& ш Н ^ ) . 

Согласно 161, ТТ ш^ 0^ $ и, следовательно, ТГ является 

ТГ|-множеством. Далее, согласно СбЗ, отношение меньше для 

псевдочисел является 2}^ -отношением. Таким образом, отно­

шение к, й Н ^ (определяющее для элементов множества ТТ 

принадлежность рациональному интервалу) является З-̂  -отно­

шением. Итак, мм доказали, что В^ является ТГ
3
 -множест­

вом. Следовательно, 5,* -^ -Е» » 

2) Для завершения доказательства достаточно постро­

ить ОРФ МУ такую, что Б Ьт &^ посредством %ъ . Мн для 

всякого р.п. множества "Шм построим последовательность 

4Ш
Д
 }^ конечннх множеств (систем) разякх НЧ такую, что 

У*Шш 0$ Ут, (т,ш% ш ЗМ, (м, с Ж^1
» , и для вся-

кого НЧ М, ^ М & ш«*-И
3
 возьмем ОРФ ^ такую, что 

для всякого НЧ д ^€Сх) ~ 0 Р Ф
» перечисляющая р.п. мно­

жество Ш
х
 У 4«

0
§, где ^ « $ . Мы для всяких НЧ г̂ , Аь » 

X обозначим х^ 4 <^
Г к )
 (^Ь 
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АЫ,М,^)^^^Л^&В/гу(т,еШ &/^фТ^ "*" ) . 

Построим ОРФ со и Яь такие, что для всяких НЧ х , М 

а) Г с ^ С * , * * ) ] * . 0
? 

б) 1Ф Ы,йМ,+ 4 )3
Щ
 -г 0 если 1 Ъ^кЫуЯь,^) > 

§ А 

в) 1с»(х, 2Ль+ 4)1 а ^~ если З^ъАСх^Яь, ф) ., 

где ^ ̂  ^4*А(*,*,,р-), 

г) « ч * ) ^ ^ ( | ( ) и ) . 
Нетрудно проверить, что для любого НЧ «х X € Е ш Ль Сх)фТТ. 

Далее, для любого НЧ ,х
 ?
 если х с Е , то Ль(х) равно (в 

смысле равенства псевдочисел) нулю. Согласно следствию 1 

из Г?3 отсюда следует, что Ух (̂  е Е э 4 ( х ) е 5^ ) , 

Итак, мы доказали, что Н 6гт &^ . Теорема доказана. 

Следствие 1. Множество &* является ТГ« -полным. 

Обозначим через « отношение, определяющее на множестве ТТ 

равенство псевдочисел. Заметим, что согласно С63, «в яв­

ляется ТГ« -отношением. Модификацией доказательства теоре­

мы 2 получаем следующее. 

Следствие 2. 1) Для всякого НЧ <иг , *№ е ТТ множест­

во ТТ (<иг) Й%?*С$С|»Х^ТТВС.Х «• -кг | является ТГ„ -полным, 

2) Б ^ в
а
 . 

Следствие 3. Шожество &* 1) не является ни ТТ~ , 

ни $1- -множеством, 2) является 25. и ТТ^-множеством. 

Доказательство. Часть 2) проверяется непосредствен­

но. Ввиду следствия 2, 5* не является 2Й--множеством. 
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Допустим, что 5и является Ш -множеством. Тогда, ввиду 

следствий 1 и 2 , множества & и &^ рекурсивно изоморфны. 

Используя теорему о рекурсии, получаем противоречие. 
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