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СОМШШШШШ lyaSHBItiTIClX тШШШ1ШИ1В С4ШШ141 

19,3 (1978) 

O KOHCTPFKTOBKIX АНАЛОГАХ ОБОВЩШШ АШОЛШНО НШР1РЫВНЫХ 

ФУНКЦИЙ И ФУНКЦИЙ ОВОВДШНОЙ ОГРАНИЧ1ЖОЙ ВАРМАЦШ 

О. ДШУТ (Ф.ДЗШИН), Прага 

С одержан же; В заметке вводятся ж исследуют©* кожструк-
тжвжме аналоги функций типов У30"# , АССг

ж
 , У3@ ж АСб ж 

аппрокежмативной дифференцируемости почти всюду, Исследуемые 
понятия: важны для теории не абсолюты о сходящихся- интегралов* 

Ключевые слова; Обобщенно абсолютно непрерывная функ
ция, функция обобщенной ограниченной вариации, аппроксима
тивная дифференцируемость• 

АНЗ; Ргалвагу 02199,26439 

ЗееоМагу 26445, 26424 

В следующем А-, & , /т$ т, ,^ , ̂  , ъ ж %~ переменные для 

натуральнмж чисел (НЧ), 4 и |- - переменные для целыж чисел 

(ДЧ), Ф , ̂ г, е ж <Ж - перемежяне для рацжояальныж чисел (РЧ), 

-и,14Г,14г, м ,/и. я » - переменные для конструктивнмж действж-

тедьнмж чисел (1ЩЧ), а € и 1| - переменные для псевдочиеед 

(ПЧ). Мм пользуемся без дальнейшиж сснлок обозначениями ж 

определениями ив 123 ж [141, понятиями П^-чиеед и Д~,-чисед 

ив СИЗ, обозначениями, связанными с пеевдодифференцируе-

мость», из [113 -- С133, понятиями покрытия, функции, абсолют

но непрерывной функции и функции ограниченной вариации из [41 

и свойствами (Т^)* С83 и (М)* [9]. Следует заметить, что 

для любой функции 9* выполнено 
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У х « х * О э Г ( х ) . 040» 1 й . * х э ^ ) - 044») . 

Мы напомним несколько обозначений, введенных в предм-

дущих работах. 

Пусть $* функция ,Д4 и % ВДЧ, 1Г&ш сегмент,^ и % НЧ, 

а «С 6 ^ 1 ^ с 5 (ем. Е В » . Тогда 

1) Д обозначает пустое слово; 

УФС (%,Щ>1Г&ш) обозначает: % является вариацией функции *У 

на сегменте пгД /Ш' (см. [ 4 ^ ; 

$ь% функция такая, что УяСЛ-^Сн) *» %• тихх, (мим> (н14)^0)) * 

<*(?) + Уа,Эу>\км,(у,9&-А,а,9 Од 4) , Д(У^л>ш)ф %(<иг)~$М, 

Жд4,, ?; *) Ф V» з** % а ^^ 

2) О/С^ ^ , о ) обозначает: для любой системм неперекрн-

веющихся рациональных сегментов 4а^Д Ъ*Л* шл верно 

с Д | % Д ^ к Г % # 4 1 Д С Г , Ф ^ > 4 ) 1 < 2 ^ ) | 

31 йШФУтЭ/а(ЫЦщм,%0>\уРУ)+Чт-\-\^т,й,^%ту%пу) % 

4) если V равномерно непрерывная функция, то 

а) <1,^>
1 ы в

4ГД4^ (соотв. < 5 ^ >
и
1 Г Д 4 Г

|
 ̂  соотв. 

<й*,?'>4ГД1«г ) КДЧ, являющееся инфимумом (соотв. супремумом, 

соотв. колебанием) функции & на сегменте ^ г ^ ' ^ ! 

б) 0& пеевдооператор, являющийся продолжением функции У 

на пеевдочисла (см. [11]); 

5) если ее СУ), то У<%х>, У * < ^ > м У~<^%> 

неубмвающие функции такие, что У<^#>С0)« У*<^& > (0) «• 

V " < ^ ж > ( 0 ) « 0 и для любого сегмента .х Д /̂ * КДЧ 

ДСУ<^&> ? * Д ^-) (СООТВ. Д(У 4 <^2.> ? дСД^/), соотв. 

ДСУ""<^^> ? ас Д Д^Л является вариацией (соотв. положитель-
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ной вариацией, соотв. отрицательной вариацией) функции 

(У~ Ь% ) на сегменте х д ! ^ , УГУЗ^А^ Ф &(У<Щ0)91Гй*иг); 

6) РСо-.'Ол- !».<&) значит: Л4> является значением 

Св^?^ в точке % (см. 123 и СзЗ). 

Замечание 1. Пусть У и С* функции, ос (̂ -) # Согласно 

теореме 1 ив 16}§ теореме ив [41, замечанию 1 ив 1Т)$ тео

реме 3 ив С 33 и теореме 3 из Е 5 Л 

а) верно вс(^)в(Д(Я&3/^Мал(^,^,0А 4)), 

б) если $* абсолютно непрерывна (на О Л 1̂ ), то 

есСЯЯСЬОП&ос, С « У Ф ^ ) И, следовательно, для любого 5$* -

множества (см. [2^) «СН^!- сходятся ряды 2. <&>, 3*> М , и 

в) если ( л ( Я В с а ^ ^ ( Г ) у Д ( Г ) & й ( Г ) ) , т о 5" абсолют

но непрерывна на О д 4 # 

Замечание 2. Пусть 3" равномерно непрернвная функ

ция, Д ( Я # Тогда 1) внполнено 

(1) ^ § ( 1 * ^ э < Г ^ С р 4 Я 1 ) 

в том и только том случае, если ^ обладает свойством (И)** 

(теорема 11 из С Ш ) ; 

2) если (1), то ввиду теоремы 1 из Ц1-У & предета-

вима в виде суперпозиции двух абсолютно непрерывных функ

ций и, следовательно, согласно 1101 У обладает свойства

ми ( & ) * , (Т^*, ( Т / 1 СМ)* . 

Определения. Функцию Т мы назовем функцией типа 

1) АС и будем писать АС (У), если У абсолютно 

непрерывна (на 0 4 1 )> 

2) типа ©о , если верно ос (У) | 

3) \̂ оо и будем писать УУсэС ( Я если У равномерно 
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непрерывная функция квазмелабо ограниченной вариации на 

0^4 м верно Д (&) • 

4) ШАС и будем писать Ш С (Т), еелм Мое СУ) & 

Мм заметим
у
 что любая функции ограниченной вариации 

является равномерно мепрермвной. 

На основании замечания 1 и теоремы 2 из С143 мм по

лучаем следующее утверждение. 

Лемма 1. Пусть Т слово, 

Ш Т Е АС V Т х ©6 V Т ж ИМ С V Т ж \/\1сс 9 

У фужвдиж типа Т
#
 Щ^^ последовательность, сегментов, 

Й(4Н^1^1 (ем. [143), « » Х
0
Д ^ сегмент. Тогда 

1% ̂ Нл,^ 3 и ?" *
 1
 функции типа Т (см. [14]» стр. 

* Щ* пу 

500). 

Обозначение* Для последовательности последователь

ностей сегментов 44 Н ^ }-,?—, мм будем писать ñŕy *JŤ%* fìñŕy 

tł.l-> 1Г1Ж 

Чт,Ж({%%^)&ЧЩ€0А4*^ Зт,~13т,С$€М™)) ф 

Легко доказать следующее утверждение. 

Лемма 2. Пусть V д <иг сегмент, 1 ^ V / ^ 1 1 ^ после

довательность интервалов и ^Д Н ^ 1^ 1г^ последователь

ность последовательностей сегментов такие, что г д ^ § 

Тогда же могут же существовать рациональней сегмент а, д &, 

НЧ ли. ж ПЧ --{_ , для которых верно •у<а/<11<Л''<'иг &. 
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Пусть ^ 1 % ^ последовательность КДЧ. Мм скажем, что 
Я^Ф* „пи 

ряд 51г^ пеевдоежодитсж, %ожшЧт^^Зт^%(\^^/*%^<^ )• 

Следует заметить, что если УМ(0 & 4*ъ)
?

 Т€| Р
Я
Д Щ^Ь пеев-

доежодитеж в том и только том случае, если 

-II 3/9 УЬ С̂ ЗЕ̂  « ^ «с 4> ) . 

Обовжачение. Пусть У равномерно жепрермвмаж фужк-

ция,44Н^ %т\т%, последовательность последовательжоетей 

сегментов, а Т слово, (2). Тогда мм обозначим 

1)) Тс5(У,имГииЬ •«. ».ряо 1 Ж < 0 * *-*> * 

если внполнено Тб ( ?5 44 Н ^ \т 1^) и для всякого Ш /щ, ржщ 

21 < ̂ ^ ^ И ^ л ежодитеж (соотв. пеевдоежодитсж») * 

Определение. Пусть ̂  функция, а Т и 11 слова, (2)и 

ш и ж б у и ж б 0 V и ж &т . 

Мм скажем, что У является функцией типа ТИ ? ж бу

дем писать ТЕ (Ж) 9 если К равномерно непрернвная функ

ция и существует последовательность 5 ^ -множеств 

« Н ^ и и такая, что верив ТИ Г*. И Н~ **, 5^) . 

Исходя от определений, мы на основании лемм 1 и 2 сра

зу получаем следующее утверждение. 

Теорема 1. Дусть Т слово, ( 2 ) , У функция типе Т б ? 

* 0 А /у^ сегмент, • Х а Д / ^ е 0 д 4 | а 4 К ^ 1^ последователь

ность сегмежтов, 

Тогда не* могут же существовать рациональнне сегментм 

си0 & Ягй и Ф^ & Лг^ и ОТ ^ такие, что ы0 < <ъ0 < Аг0 < <ц,0 & 

З с О < а ^ < / » 2 < ^ < ' 1 & 1 3 л Ц * ( К Ф ) ° ) и функции 
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7 ° к С ^ - С К ^ ! ^ ] ^ ^ являются функциями 

типа Т 0 

Мм введем понятие, являющеееж коиструктивммм аналогом 

аппроксимативной дифферевдируемоети почти всюду (см. 111). 

Обозначения. Пусть $* функция, шА&^^в В * Мм будем 

писать Д ^ С З О (соотв. Д
Л #

( ^ < ^ ^ ) )» если джя вся

кого НЧ т существует б^ -множество 'СН^ 1^ мерк меньшей 

чем 2"^, ШИП2^ э т||КОв
» « в Д С С ^ Н ^ ^ Л (соотв. 

ДССТ'-'СН^!^ 3 ) ' и для почти всех ВДЧ «х ив Од 4 верно 

С-
1
Зт.(х*Н^)эЗ^СРС^,<б

т
,}

л
,х)& 

Лемма 3. 1) Для функции У верно 

а) Д ^(^1 а том и только том случае, если существует 

4 6 ^ . 6 такое, что Д^СУ, < ̂  ), 

б) если Д(З-), то Д ^ С Я . 

2) Пусть ^ н ?2 функции, /д. КДЧ, 4НЛ1,}Л1 5^--множе

ство, 5ё « Н ^ , ^ ) . « 0 Д X,, сегмент, а { Р ^ , ^ е $ и 

<Г.и* * 5 «"•. «о Ав+(Ъ,<ХЫЪДа+'С%,<фт,). 

Д^С^П, Д ^ З ^ у з ^ С ^ . г ^ Ъ Д * * ^ ) ) . 

Д^С-Я,,*--*- .-*- ) - Д а ^ Г ж - А ^ Л ) (см. 

теорему 2 ив Е143). 

Легко доказать следующие утверждении. 

Демма 4. Пусть ̂  функция, ж ВДЧ, а «НЛ^!^ } ^ 

последовательность 5^ -множеств такая, что для всякого НЧ 

ту - ЗСМН*», I». ) и мера -СН^*!. меньше чем 2" .Тогда 
"1»» » Т | , щ. ^ 
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ЧйЯ> (%9У9 О А 4) ш *ом я *ольке *ом случае» оедя еущее**-

вуе* последовательность ВД1 4.^т}т%0 *акая | что 

Теорема 2. Цус*ь V функция. Тогда ее (Ю т СД (&*)$€ 

ЗхШЫ9Г,0&4)), 

Лемма 5. Пус*ь пГй'Ж сегмеи** 1ГД14Г ш0&49 ф, НЧ, 

а ^ равномерно непрерывная функция, У»х (I С^(х)1 > 0 д *х 4 

с 1Г V 14Г ) # Тогда существует абсолютно непрерывная функ

ция у *акая, ч*о ср возрастает (соотв. убывает) на сегмен

те? 4Г Д ^ * (/*У4-44г) (СООТВ. 2 # С^+'И'ОД'ЯО, 

V* ({{х&&%/ <ЫУ *г,%)э«у(*)» 0) &(4Г<дС<4ГЭ 1^С^)1 < 

< ^ ( ^ с ) ) ) 8 с ^ ( | - * (<г+*г)) *<&91^\>^л^ * 2 " ^ * 

На основании э т о ! леммы и теорем 1, 2 и 4 ив 1114 2 лег

ко доказать следующее утверждение. 

Теорема 3. Пуе*ь У равномерно непрерывная функция. 

Тогда выполнено Д (Ю ш *ом и *ольк© *ом случае, если 

для всякого НЧ тр существует 5 ^ -множеств© ^ М ^ ! ^ меря? 

меньшей чем Г " * *акоо, что 1 « М ^ ) & ДСС % <%% 1^3 ) 

и р я д | < ^ > ^ (соо*в. РШЖ^Г~ЩШ%и>^л ) 
сходн*ся. 

Следствие. Пусть «С Н^,!^ $^-множество к ^ равно- . 

мерно непрерывная функция такие, что ШИШ.^1^ & 

в » У л С 1 У ( х ) 1 > 0 э З т , ( * х е < Н л ) в ) ) я ряд 2 << ,̂ Г ^ Я ^ ежо-

ди*ся. Тогда Д ( Г ) 9 У*» Д ( Г Г М ^ 1 ) . 

Замечание 3 . Пус*ь У равномерно непрерывная функция, 
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1г* А <иг сегмент, ч йг^ 0-<44ГУ^с ̂ -* з*>*) .> ^ ^ ш ^ ^Ш^Ль 

всюду плотная последовательность ВДЧ. Тогда существует 5^~ 

множество -Ш^!^ мер» \4У&ФГ\ такое, что 

^СН^51Г^^&а1|1СЭ
Л
Ш^)ж^&Э^СН^)ж^р)8с 

сходится к ВДЧ меньшему чем (Щ^'У^ДМ^ + 2**'" и 

СС^^Н^!^]-!!-^ 4ГД4*г]) абсолютно непрерывная функцн» ва

риации меньшей чем 2"^ • 

Замечание 4* Пусть {ф^^Ь последовательность КДЧ, 

•̂СК̂ » 1̂ . 1^ последовательность последовательностей сег-
1* т> лгу 

ментов ж "СЛ^^/щ, последовательность НЧ такие, что 

Мтт,ЪЬЩъ-ЪЛМ%'>Ъъ* Эп(К%)) . 

Тсгд. З ^ ё О
0
- "

5
- ^ ' 

Непосредетвеннмм следствием этих замечаний является сле

дующее утверждение. 

Теорема 4. Пусть Т и И слова, где (2) и (з), У функ

ция- типа ТТ1
 ?
 а ^^^^ всюду плотная последовательность 

ВДЧ, УМЯ (*$&<* л§>%о Ль т &) . Тогда существует последователь

ность % -множеств И Н%* 1^ 1 ^ такая, что Т Е СУ,1«СН
Л
 1^ }**,) 

и для всякого НЧ т мера ОА™}^ меньше чем 2 " ^ 

^ З ^ Л С ^
Ж
* Э

4
С Н ^ ) & ^ « Э ^ С Н Х ) > , прячем если и Ж % , 

*о ряд ЗЕ<с*>
?
^>

и
Н^ сходится к ВДЧ меньшему чем 2""*

1
' • 

На основании замечаний 1 и 2, леммм 1, теорем 2 - 4 , 

теорем 1 и 4 ив С14] ж результатов ив I 93 и С Ю ] мм получа

ем следующее утверждение* 

Теорема 5. Пусть У функция, а Т и Ц слова, (2) и 
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(4) й ж ^ у и ж ^ и х й у П ж л . 

тогда 1) (лейсяэ * и с я & имейся) & ц ^ и с я V 
^АШСЯ)эШеси(Я) &(Т(Яэ Т(^СЯ)&(Т^(Яэ 

.эД(Я&Т(?о(Я)&СТ0о(Г)эТб(Я)&(Те(Г)эД*^(Я)& 

& Сч~1 Э/т,ВУ5(/т?Г?0дЛ& ТйСЮэ Т&0СП) к 

&СЗ*Уш,С^Г;0д4)э (И/осб(Г)эвбСГ)) & 

&ШАСб(Я эАССЯ» $ 
2) еслиШСб(Я,то (1); 

3) если Ф равномерно непрернвна м (1), то 

(оси(ЯэАси(Г))&(^осисю эи/дси(Я) & 

4) если оС(5^С?'), то У обладает свойством СХ) (см, 

[103) и, следовательно, и (""П) | 

5) если М/АСбСЯ & Д С Я
 ?
 то У представмма в виде 

суперпозиции двух абсолютно непрернвннх функций м, следова

тельно , обладает свойствами (Т) Д Т ) м СИ) • 

Пример 1« Существуют функция У и 5@ -множество 

4 Н ^ ^ мерм меньшей чем -г такие, что 0вС*С1^1^) А 

&АСб
о
СЯ&а^СЯ&ВУ5С,,Г,0д4)&АСС1:?;<Н^^З)& 

&чЗхС .*с0д1&тЗтД.Х€Н т , ) & Б
лл
СЗ;х)) . 

В следующем мм займемся прежде всего "функциями типов 

АСб^ , оси* ь ^АС <30
 , УУес б

0
 I Т б

?
 где С 2). Соответ

ствующие классические результатм можно найти в [13« 

С помощью замечаний 1 и 3 и леммм 1 и теоремн 2 из [14] 

можно доказать следующее утверждение. 

Теорема 6. Пусть Т и и слова» СТас АС V Т ж Щкй V 

тжШооШиж^иж^ижл\пусть 9лч^% м г 1 ФУ^ВД^И 

типа Т и (соотв. АС б ^ ) , Зла( ! Д11 -Г 1 ) 9 в пу УЦ1. 
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Тогда функции Щ I, щ. % , (% + $% ) 9 (% * Тй ) и ^ жтжшшт-

ся функциями типа т и (соотв. А С б ^ ) . 

Пример Е# Существуют возрастающие на Ой 4 функции ^ 

я ^ такие, что Д С ^ )& Д С % ) 8 | У л ^ С О * . * - ^ ^ => 

а т З г У о ^ & Д - ^ , ^ д / ^ ) ) и § следовательно, ее (%) кос (3^) к 

*д<з;-Зь)*пебе<$;-$). 

Теорема ?. Пусть Т и Ц слова, где (2) и (3), У функ

ция типа Ти , 4Н^}^ 5
Г
 -множество, ШаПт^)$ ах

0
*Х, 

сегмент. Тогда С У, 44^1^3 я У *®
Д
 ^ функции типа Ти

 # 

Замечание 5* Ввиду замечания 1 и леммм 1 для функций 

Г и д* и слова и , (4), верно осиСЮ& АС С^ЪвсШУ*^). 

Пример 3. Существуют возрастающая на Од 4 функция 

У, Д ( У )
?
 и функция (ф, типа АСб^ такие, что 

-|«*С
ж
СУ*0Л , 

Исходя от определений, легко докажем следующее утвержде

ние* 

Теорема 8» Пусть У равномерно иепрернвная функция, 

Д (&)$ ш <Кт
, Зщ, последовательность сегментов, Ж С-С К^, 1^ ) * 

Тогда существуют рекурсивное множество НЧ В , система после

довательностей положительинж ВДЧ ^^ЯУ^^А, • О
 и

 последо

вательность 5̂ » -множеств 4С СЦ^ 1^}^ такие, что рядя 

2Е *аг̂  (4 Ы> 4 3 ) сходятся и для всякого ОТ ль -

V* (в,2 * К ^ , < мера { в* 5 л , - ^ в й * . % ' 3 С К * 3 .бсо.а>*но 

непрерывная функция, рад .& <«*» - ^ Лд..^ сходится к ВДЧ иень-

шему чем<»,^>
4
_Х

я и
+^ я VI С С $ < «^ »* Э -
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На основании ©то! теорем» мм получаем следующие утвер

ждения • 

Теорема 9, Пусть У равномерно непрернвная функция, 

ДСУ^уИК^ 1^,1^ последовательность последовательностей 

сегментов, а Т и и слова, для которых верно (2),(3) я 

т и с * , < < С Ц ^ > . тогд. тис?') . 

Теорема Ю, Пусть 9 равномерно непрернвяая функция, 

Д(Ю9ш " ( К ^ ! ^ последовательность сегментов такая, чта 

5ё«К^и)8с^С|Г(х)1>0эЗ^(дв(Х Л ) е )) я ряд 
Щ^^99'УиКт,вЛ сходится. Пусть Т н и слова, где (2) я 

( 3 ) . Тогда ТЦ(У) в том я только том случав, веля 

Улгтисгс к*3). 

Теорема 11, Пусть Т я Ц слова, (2) и (3), 9 функ

ция тмпаТи^ Д ( У )
?
 а АЖ^}^ последовательность сегментов, 

ж«х*»Л) • *«• ти(су,чхЛиз). 
Теорема 12, Пусть 4 Н ^ 1 ^ 8 ^ -множество, 31 « Я ^ ! ^ ) , 

Т слово, (2) , а кФ^Ут, последовательность равяомеря® 

непрермвнмх функций такая, что Ул х (I *$т (х) I > 0 э х € 0-^)°) А 

«й>? ^У^Н/ру ^ р ^ 0 ) • Тогда существует равномерно яе-
т 

прермвная функция У , для которой выполнено У» 2 ^ и 

1 ) С У ^ Д ^ ( ^ ) в Д ^ ( Л ) & ( ^ Т б ( ^ ) в 1 Т е ( Г ) ) , 

2) ведя ряд -3^^^,^й,>^Нд | >^ певвдоеходмтся, то 

У ^ Т б в ( ^ ) в 1 Т б 0 ( Г ) . 

Пример 4* Существуют функция Т и последовательность 

- 481 -



сегментов 4 Н ^ 1^
 $
 Ш «Жт 1^ ) , такие» что 

а) ВУ5 И, ̂ 0 А 1) к АСб
0
 ( Ю и» следователь

но, д ^ с п А а ^ А < п м (1), 

б) У не обладает свойством Ш ) ,~|Д(Т) 9 С^-СН^ 1^1 

возрастающая на 0 д 1 функция? и п Д (I Т^ 4 Н
Л
 1^ Л ) • 

В связи с этим примером интересно заметить, что верно 

следующее утверждение. 

Теорема 13. Пусть ^ равномерно непрернвная функция» 

Тогда верно Д С У ) в том и только том случае, если для 

всякой последовательности рациональных сегментов ^Нт0Ъ/п, * 

ЖНЯ^Ь^) 9 внполнено Д ^С 1%4 14^1^2 ) (соотв. сущест

вует 4 ^ 1 ^ а 5 такое * что для почти всех ЩЧ к из 0 д 4 

имеет место Э/мДРбм-И
6
/» **•*> ̂ * с

Л
^ , ^ И Н * 1 * Л х ) ) ^ * 

На основании теорем 3 и 9, замечания 1, теоремм 2 из 

[53! теорем 1, 2 и 4 из [14] и теоремм 11 из [11] мм полу

чаем следующее утверждение. 

Теорема 14» Пусть Т и Ц слова, где (2) и (4), 7 

равномерношпрермвная функция, а <р возрастающая на 0 д 1 

абсолютно непрерывная функция, ̂ р(0)«*0&у('1)« 4 # Тогда 

1 ) ( Д С Г * 9 Ь Д С Г ) ) А С Д ^ С Г * 9 Ь Д А ^ Г ) ) А ( ^ Е ( Г ж ^ ) э 

ы.ШТ^^С^осШУт^э^осШТ)} 8с (АССЮэ 

э А С С Г * ^ ) ) ВсСАСС^"*) в ^ | С | # 0 д 4 В , | б И 2 . э 

э О ^ Ц ) *ТТ а )) 5 

2) если Т и С Г ) ? т о С(Д(^*9^АС(9' Г ) )эТЕ(У>1с9»* 

Теорема 15 • Пусть У равномерно непрерывная функция, 

ДСЭО . Тогда 
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1) а) вели 

( 5 ) -•з?^д^»,' г,?)л\Л(+» |г,5?), 
то верно ©сб?

0
СУ) | 

б) если (5) и 3̂  обладает свойством (Т^)*,
 т
® 

« С ^ С Г ) | 

2) если 

то верно АСС^С?') » 

Теорема 16. Пусть У равномерно непрерывна функция, 

Д ^ С Г ) . Тогда 

1) если (5), то есбСУ) $ 

2) если (6), то АСбСГ) . 

Замечание 6. Если для функции У верно (6) , то соглас

но лемме 2 иа [123 вмполнено ( 1 ) . Следовательно, ввиду заме

чания 2 и теоремы 5 - части 2) теорем 15 и 16 являются след

ствиями частей 1) этих теорем. 

Пример 5. Существуют равномерно непрерывная функция 

ф > измеримая функция (см. 1 2 ] , стр. 274 - Ш* ) § и по-

крмтие ф такие, что для всякого ШЧ т, функция € равно

мерно непрерывна, вмполнено Ум Э И Сн )% 3^ «) & У | 1)^ СЗ^ € ) 

и вместе с тем ~|Д ^СГ) и, следовательно,тМ^ос б СУ) . 

Пример ВФ Существуют функция У , возрастающая на О А 1 

функция ср и последовательность квазичиеел (ем. Г 1X2)4*1**^ЛЁ. 

такие, что 

АСЙСУ) ЕсДСГ)& АССф)&фС0) -» 0 * фС4) - 4 & 
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СЗ
кЛ
С- со, Г* у, ? > V 5

К Л
 (+ се, Г* у, $ >» 

х вместе с тем -1УУ-С бС.?"* д> ̂  . 

Лемма 6. Пусть V равномерно непрерывная функция, а 

ЬН^/п, последовательность сегментов также, что 

сходятся. Тогда существует неубмвающая абсолютно яепрермв-

жаж фужкцкж <ф> такая» что \^§х^йЗ*1,С| 6 (Н^)°) 8с 

вЧ0-&х^ | ^ ^ ^ 4 &^<^.э1Д(Г, хд^)1.4 

Д ( V < с 5 ; - с н ^ 1 / ^ , ] I о > + 9 ' ^ А ^ ^ ^ ^ ^ ) - ° * 

Докааательство. Пусть т Ш* 1слж ч{ЖтШ 0 д 4 ) ? то мм 

определим %^ Ф % • ^слм Н ^ 6 О А \ то мм, исжодж #т 

сегмежта Н ^ . НЧ/*л, ж функции СУ- С#; -СН^ з^-П , 

построим согласно лемме 5 абсолютно непрерывную функцию 

Чщ> . Тогда Чт С У - * » - » . » ^ -• -•<*>.*- -'-*-И.»1»Э>1А«*а*'*И> 

ж, следовательно, существует абсолютно непрерывна* функция 
§0 

ф такая, что уж 2Е ср^ # Для завершения доказательства 

достаточно определить 0# ^ У<«§, 0 > (ем* теорему 2 жв 

1143). 

Теорема 17» 1 Пусть Т функцмя тяпа ос Й^ • Тогда су

ществует возрастающая жа 0 д 1 функция у такая * что 

(7) е*(у)||фС0)-0*Г<4)« 4 * АС ( у - * ) ж 

( 8 ) ^ 3 | ( 1 ^ ( - » , ^ * Т ^ | ) V ^ л ( Ф ^ 1 ^ ж И ? » * 

Доказательство. Пусть ̂ - С Н ^ ! ^ ^ последователь-

кость последовательностей сегментов такая, что 
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Пусть ть Ш* Мм для функции ЭГ и последовательности 

*СН^ 1^ построим согласно лемме в функцию ^т0 , обладаю

щую свойствами! описанными в названной лемме, и определим 

Гт&СУИ&АМС^^ОУ +%т,*А^).1огда у^ воараетаю-

щая на 0 д 4 фумжция и согласно теоремам 1 и 2 ив [14 3 м 

замечанию 1 верно оС (у^,) ' 

Мы определю. Т - 4 - Д , ^ д ( у ^ > 0 д 1 > * Т«. л ° г »* Г 

возрастающая ма 0 л 4 функция, и ввиду следствия 2 теорем» 

4 ив 1143, теоремк 2 иа Ц41 и замечания 1 верно (?), мб© 

у ' удовлетворяет условию Липшица. На основании свойств 

последовательностей « С у ^ ^ • ИЯ% 1^, ?т, видно, чт© 

верно (8). 

Мы заметим, что если АСй% (% И Я%* \т ! ^ ) , то 

ввиду теоремн 2 ив [14] верно АС (у) . 

На основании этого доказательства и теорем 14 и 16 мм 

получаем следующее утверждение. 

Теорема 18. Пусть У равномерно непрернвяая функция. 

Тогда внполмено А С б ^ С Ю в том и только том случае, ес-

и Д ( Л м существует вовраетающая ма 0 й 4 функция у 

такая, что (?), АС (у) м (8). 

Теорема 19. Пусть У равномерно непрерывная функция, 

Д ( 0 О , а у вовраетающая ма О А 1 функция такая, что (?) 

и -»Ц (Ъкл(-т, Г* у\ Р & %л С+ оо, V* ут\ | ». Тогда 

аз) выполнен© ^«сб^СЗП, 
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б) если Д ( ^ * ж ) I У обладает свойством СТЛ^ 

то согласно теореме 15 верм© еь&^СУ* у" ) ж, следова

тельно, по теореме 14 осб^(^) . 

Пример 7. Существуют равномерно мепрерывмме функции 

Т и ф ж возрастающая ма О А 4 функциж 1̂  такие, чт© 

Д(У)&Д(С^) , С?),?'*^ удовлетворяет услови» Лип

шица, ч З^В^л (*~ &?, Ск € ) ш лшестш с
 тем-Iос С (У) & 

ь-1« <5^(Ср • 
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