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COifflUlTATIOIES MATHBMATICAE tHIVERSITATIS GAHOUBAS 

19,3(1978) 

O n04HP0CB?AHCTBAX 5 5 - nP0M3BJEWlHM 0TPE3K0B 

B.A. E#MMOB, MOCKB» - F.M. MEPTAHOB, GapaHCK 

Abstract: Subspaces of 2?-products of i n t e r n a l s of 
r e a l s are characterized. As a consequence, one obtains 
e.g. that a l inear ly ordered compact space embeddable 
into a 55-product of metric spaces i s metrizable. 

Key words: 53-product, metrizable space, O-dimen-
sional subspaces, l inear ly ordered compact spaces. 

AMS: 54B10 

В первой части работм мы даем характеристику подпро

странств 38 -произведения отрезков вещественной прямой. 

При этом внделяетс* особо случай замкиутнж и нульмерныж 

подпространств. Возникающие при этой характеристике X си

стемы множеств мы называем почти предбазами X . Основная 

теорема этой части состоит в полном описании почти предбаз 

дискретных пространств. Основной результат второй части со

стоит в том, что всякий линейно упорядоченный бикомпакт, 

лежащий в 25-произведении метрических пространств, метри-

зуем. Это является окончательным решением поставленной на

ми задачи о вложении континуума Суелина 5 в 5ь С 23. (В 

работе [41 мы доказали, что 8 не лежит в 2ь , но лежит в 

52 неприводимый образ В .) Таким образом, класс линейно 
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упорядоченнмх бикомпактом, медет себе по отношению к классу 

метрических пространств и операции Ж* аналогично классу диа-

дических бикомпактов [1]. Основнме результат» работм бмли 

заявлены на У Л-ой топологической конференции в Минске в июне 

19?? г. [3]: 

§ 1 

1.1. Пусть X » Г Н Х «'ОСсА|- произведение тополо

гических пространств 1 ^ в ^ф) 6 X . Через 

^ ^ Х ^ о е с А | * 4д« (х^сХ* К<-ссА:х^4»^11-^ед
0
} 

обозначается .^-произведение пространств Х
л

. , ос б А , с 

базисной точкой ^ • Если Х ^ «г 1^» С0^1 - отрезок вещест

венной прямой щжш всех ое с А и ф г- (0^), то 2Й^ { 1
в о

 $ 

; ее с А } обозначается просто через 2Й • Пусть 

11^-$Х— ^ Х ^ ! . ) ос* с А система отображений. Отображение 

{ я Д < 4 ^ : ее « А } , которое отображает X в ГКX
л
.I«эссА^ 

по правилу: 1Сх) -»4€—(х): ее с А 1 называется диагональ-

ннм отображением. Уплотнением топологического пространства 

X в топологическое пространство У называется непрерывное 

взаимно однозначное отображение. Пусть -у - система подмно

жеств X • Говорят, что у разделяет точки X » если для 

любой пары точек х., /м* с X и х # ^ существует А с у , ко

торое содержит только одну из точек х 9 /у* • 

^•2» Лемма. Уплотнение $1 Х — # У топологического 

пространства X на топологическое пространство У является 

гомеоморфизмом тогда и только тогда, когда существует пред-

база Ф топологии X такам, что млш любого открытого мно-
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жества % ё Ф имеем НИ) открнто в У » 

3**
3# Летит* Пусть У - пространство Фреше-Урвсо-яа и 

&% X—!• У уплотнение X на У . Это уплотнение являет

ся гомеоморфизмом тогда и только тогда, когда для любого 

замкнутого подмножества М с X
 ?
 гомеоморфного натураль

ному ряду, имеем 11М -гомеоморфизм. 

Дока8ательетво. Необходимость очевидна, ибо ограни

чение гомеоморфизма на любое подпространство есть гомео

морфизм. Для доказательства достаточности покажем, что ото

бражение $ -замкнуто. Пусть Р -замкнуто в X и пусть /ц, -

предельная точка для € (Р) , Так как У является простран

ством Фреше-Урмсона, то существует последовательность 

^ *№т% яьк °*в Ъ лежащая в Г и сходящаяся к л^. . Пусть 

х ^ € X таковы, что И^^) » «^^ ш х %Х такая, что 

.Е(х)гг ф 9 Так как отображение взаимно-однозначно, то 

х ^ € Р * Заметим, что последовательность *Сх^$ т* < сд& § 

сходится к точке х , так как в противном случае множество 

М » { & | у { л,щ, \ /IV < ш9 ^ дискретно в себе и, следова

тельно, множество зС Ш ) « 4 ^ 1 у -С ̂ ^ * т, < й>0 | дискрет

но, что противоречит выбору последовательности 4 ^
Л
1 # Так 

как отображение _Г непрерывно и Р -замкнуто в У , то 

{" (Р) ж Р замкнуто в X • Так как последовательность 

4х } — * х , то х € Р 0 Отсюда & (х) » ф, ш Р
 ?
 что и тре

бовалось. 

1*4* ̂
е м ц а >

 Пусть € $ X —• . З а совершенное отображе

ние вполне регулярного пространства X в 2ь , а о,* X — > 2Й 

уплотнение X в 21 • Тогда диагональное произведение ото

бражений & Д (^ I X — * 2Ё х 2Й » 2* является гомеомор-
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фиамом. 

1.5. Предложение. Топологическое пространство X 

тогда и только тогда гомеоморфно подпространствуЦ, когла 

существуют две системн *у » 41^. о&еА§ ш Ж**{$^; ее € А? 

такие» что выполняются следующие условиж: 

1) Система у состоит из непустых открнтнх подмно

жеств и разделяет точки X , т.е. для любнх точек х9 ц, с 

с X существует 1 § у такое, что х е 11 и д̂  ф 1С или 

Х ^ % И /у- € ̂  . 

2) Система у точечно-счетная. 

3) Система & состоит из непрернвннх вещественных 

функций {^ % X — * Г 0,43 и при атом системы У и 3Г согла

сованы следующим образом; 

4) для каждого ее # А имеем Ц.^ ж%\ $^ (0) . 

5) Система ^и о является предбазой топологии на X, 

где сГ» ^Л^ I л е А 1 и 

Доказательство. Пусть X с 2 и ̂  в ̂ ^ | X -

ограничение проекции ф,Н,~: Ж ~Ф Ъ^, на подпространство 

X • Положим 

и^жХ\$~4(0)9 $>шА11^остАЛ , 

Пусть 

сГ* V А<Г-. «* А\ * ?ш4е: ее еА} . 

Нетрудно проверить» что условия 1) - 5) выполнены» что до

казывает необходимость этих условий. Для доказательства 
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достаточности рассмотрим € т &{§ ; ас € А.\ - диаго

нальное произведение отображений йл • Так как система ф 

разделяет точки, то отображение 3? взаимнооднозначно. Так 

как система у точечно-счетная, то образ € (X) лежит в 

22 . Так как система <* и сГ является предбазой тополо

гии на X , то по лемме 1.2 отображение € является гомео

морфизмом, ибо для любого ос е А и пь е К множества 

€С% ) ш $>01^) открытн, что и требовалось доказать. 

Заметим, что, если условие 5) из предложения 1.4 за

менить на следующее условие 

5*) Семейства у ж У таковм, что для любого замкну

того подпространства Я с X 9 гомеоморфного натуральному 

ряду, имеем { \Н гомеоморфизм, если $т Д4€^; ее € А I -

диагональное произведение отображений семейства У , то 

пространство X вкладывается в 2! . Для доказательства до

статочности в этом случае используется лемма 1.3. Если X 

- дискретное пространство, то это условие является необхо

димым. 

1.6. Предложение. Счетно-компактное пространство X 

гомеоморфно подпространству 22 , тогда и только тогда, ког

да выполняются следующие условия: 

1* ) X - нормальное пространство 

2 * ) существует система -у , удовлетворяющая условиям 

1) и 2) предложения 1.5, а также условию: 

3* ) каждое %т с у имеет тип Тр, . 

Доказательство• Необходимость проверяется так же, как 

при доказательстве предложения 1.5. При этом, так как X -

счетно-компактно, то X гомеоморфно замкнутому подпростран-
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ству 2* • Отевда получается, что X нормальное прост

ранство, так как по теореме Корсона С53 22 - произве

дение отрезков нормально. Для доказательства достаточ

ности используем лемму Н.В. Веденисова [63 о том, что в 

нормальном пространстве любое открытое множество типа 

Р̂ * является конулевмм. Это значит, что для каждого 

множества %о0 е 'у существует такая непрерывная функ

ция 1 ^ « Х — • С 0., 4 3
 $
 что И^ * Х \ 1

а
( 0 )

#
 Далее 

применяем предложение 1.5 для семейств $*в <х^ * ее € А} 

с учетом сделанного замечания. В атом случае диагональ

ное отображение € будет замкнутым, так как X счетно-

компактно. 

1.7. Предложение. Нормальное пространство "X гомео-

морфно подпространству 2! - тогда и только тогда, когда 

существует система <$ , удовлетворяющая условиям 1) и 2) 

предложения 1.4, а также следующим условиям; 

3* ) Каждое $ ^ ш, <%> является р^- -множеством, 

т.е. %^ш 1ЛТ™1 т, € М+ } . 

4* ) Каждое Т™ является бу*-множеством. 

5" ) Система сГ и *%* является предбазой топологии 

X , если <Гш 1 Л < ^ « о с е А } , где с^ ш 4У^$ ^ т 

шХ\Т^1 м, шН+1 . 

До ка а ат ель с та о. Необходимость проверяется также как 

при доказательстве предложения 1.4. Для доказательства 

достаточности воспользуемся леммой Н.В. Веденисова и для* 

каждого Т^У построим непрерывную функцию €^: ЭС—* (10,43 

такую, что Т^ш^И) и $%(Х\<Иес) ш 0 , Пусть 
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**вт,?4 2* * * * Т о т т *ве ** X—^С 0^ 4 3 непрермвнал функ

ция и при этом 

C-Xs^-f^CEO,-*-;)>. 
1т' 

Положим ^ - Х ч ^ (01 и Г « 4 ^ , 5 ас е А I
 #
 Тогда 

семейства *$ ж 411^: ас еА} и ̂  удовлетворяют всем усло

виям предложения 1.4 и, следовательно, X вкладмвается в 

25 . Предложение доказано. 

1.8. Предложение. Всякое вполне регулярное простран

ство, имеющее точечно-счетную базу (или, эквивалентно, то

чечно-счетную предбазу) гомеоморфно некоторому подпростран

ству 2Ё. • 

Доказательство• Вез ограничения общности можно счи

тать, что точечно-счетная база у ж %% * ос б А 1 состоит 

ив конулевнх множеств, так как конулевме множества образуют 

базу во вполне регулярном пространстве. Пусть {^ : X—• 

— * С09 41 непрернвная функция такая, что ЭС^х*^ (0)« 11^, . 

Тогда системы *$ и У» 4х*-; ее ш А I удовлетворяют всем 

условиям предложения 1.4 (в этом случае сГ« 0 ), что и 

требовалось. 

1.9. Следствие. Всякое метрическое пространство веса 

Ъ вкладмвается в 2.1 -произведение отрезков в числе *г . 

Непосредственно следует из предложения 1.8, так как 

всякое метрическое пространство веса х имеет в0
 -локально-

конечную и, следовательно, точечно-счетную базу мощности 

--••--•О* Лемм». Пусть Т - дискретное пространство и 

пусть у - точечно-счетное семейство подмножеств Т » раз-
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дедгяцее точки Т и такое, что у и / предбаза дискрет

ной топологии на Т , где зг'=* {Т^ А I А € уЗ * Пусть 

|д . Т —> 4 0
?
 \ \ я «Эд такое отображение Т в дискрет

ное двоеточие 3)д , что -А ** зГд (443) для всех А й у • 

Тогдв диагональное произведение отображений ^ ж Л { ̂ д ; 

1 А € <х> I является гомеоморфизмом Т в 2& -г _2 *̂ «̂ # А € ̂ | 

- 23 - произведение изолированнмх двоеточий• 

Доказательство« Так как каждое отображение непрернв-

но, а система-у разделяет точки, то отображение 4; Т—^.^ 

является уплотнением. Для того, чтобн 2 бнло гомеоморфиз

мом достаточно проверить, что I, (Т) дискретное подпро* 

странство 2?° . Для этого для каждой точки ж с Т постро

им в 2! базисную окрестность 1̂  такую, что %п $СТ )*№(&» * 

Так как у̂ у з"
/
 предбаза дискретной топологии на Т

 § 

то дл« каждой точки х € Т найдутся два конечных подсе

мейства Зо
 с
 Т

 м
 ^

 с
 У такие, что Ах\«• А«СА^' А

4
 * 

е^}пл|4ТчА
4
/А4е%?-Пусть #д,-4*<{.««) ш 11% « 

ш
 ^«^-(40)) - одноиндекснме базисные множества 2Й и 

Проверим, что 1( л К Т ) -г 41(*к)} . Так как х е А
4
 при 

А
4 € ^1 ш * Ф А

4
 при А

4
 в ав *

 т о
 *<** * ̂  * ДУС

*Ь 

#(^) « 11 п 1ЧТ) , Тогда фп*&4 (1^)в |д. Су,) в, 4 при 

А
4
 * У * следовательно, /у. € А^

 #
 Аналогично /̂  ф А

4
 ,ес

ли А
4
 « а^ « Отсюда следует, что /%, §. Г) АА^1 А ^ С ^ ^ А П 

А п*СТ^А4* А^* уй I, то есть /у.е.н, что и требовалось. Итак, 

€(Т) дискретно, следовательно, Г -гомеоморфизм. Лемма 

доказана* 

576 



^••^
#
 Теорема. Для того, чтобы вполне регулярное 

пространство X бнло гомеоморфно подпространству 2?° необ

ходимо и достаточно, чтобы ЗС имело точечно-счетную систе

му %Г $ состоящу» из открыто-замкнутнх подмножеств, разде

ляющую точки X и такую, что у и у - предбаза ТОПОЛОГИИ 

на X . 

Доказательство. Заметим, что 2Ё*° обладает требуемой 

системой (см. И4И). Обозначим ее через т? . Пусть /-(ЗС>« 

в^'ИпХгИсу I для любого X с 2Ё*° , Нетрудно показать, что 

система <у(Х) точечно-счетная, разделяет точки X , состо

ит из открыто-замкнутнх подмножеств, причем ф(%) о <у (X) 

есть предбаза топологии на X , где <у'(Х)**€У?;Ш*ХХ
У; 

: У с у (Х)$.Докажем достаточность. Пусть X - вполне регу

лярно, и пусть -у - заданное семейство. Для каждого 11 € у 

построим функцию йы '» %—* «5д такую, что 11 ж ^ а 41) * 

Ввиду открмто-замкнутости множества 1̂ функция $«, непре

рывная. Пусть | « Д4-С||!^«у? - диагональное произведе

ние отображений &«* . Так как система у является точечно-

счетной полубазой, то отображение 3? является уплотнением 

в 22° • Так" как 25° является пространством Фреше-Уркеона, 

то по лемме 1.3 отображение 4 является гомеоморфизмом, 

если для любого замкнутого подмножества И с % гомео-

морфного натуральному ряду, имеем & 1М - гомеоморфизм. 

Пусть Я с X . Так как <% и у* предбаза топологии на X ^ 

то <у и з*'^^^ ш %% г\Я; 41 € у и %>' } есть предбаза 

дискретной топологии на И , которая разделяет точки М # 

По лемме 1.10 отображение 4 I М является гомеоморфизмом. 

Теорема доказана. 
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1*12» Предложение. Вели в паракомпактном <р -про

странстве X существует точечно-счетная система у , со

стоящая из конулевмх множеств и разделяющая точки X > ̂ о 

X гомеоморфно подпространству 35 « 

Доказательство. Так как X паракомпактное ^ь -про

странство, то существует совершенное отображение 

| * X • •'"•••••"> М на метрическое пространство М • Соглас

но следствию 1.9 метрическое пространство М €. 2Ё . Поето-

му можно считать| что 1;Х • 2?. По системе у строим 

диагональное отображение о*. Х-—.* 25 , которое являете* 

уплотнением. Пусть у ш й д, ф, - диагональное произведе

ние совершенного отображения .€ на уплотнение а., простран

ства X ш 5$ х ^ » ЗЕ1
 #
 По лемме 1.4 отображение у явля

ется гомеоморфизмом, что и требовалось доказать. 

1.13» Пусть X - вполне регулярное пространство ж 

<у - семейство, состоящее из конулевнх множеств X • Через 

&('%') будем обозначать семейство функций :€д : X — * 1 

таких, что А » Х
ч
1 ! д (401) ̂  если А с у , Отображение 

{ назовем у - отображением, если _Еу» Д41д ; А € у .} # 

Семейство у будем навивать почти предбазой пространства 

X $ если для любого семейства 3"('у) у -отображение 

й^ является гомеоморфизмом X в ЗЙ . 

Заметим, что из леммы 1.10 следует, что дл« дискрет

ного пространства Т всякая точечно-счетная предбаза Т 

является почти предбазой. Следующая теорема дает полное 

описание почти предбаз дискретных пространств. 

1*И» Теорема» Млш того, чтобн семейство %> бмло 

почти предбазой дискретного пространства Т необходимо и 
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достаточно, чтобм внполнялись следующие условия; а) у ~ 

разделяет точки, б) у - точечно-счетное семейство, в) 7Г 

- является покрытием Т , г) для каждой точки х ш Т * су-

ществует конечное подсемейство Ты с Т^ с У такое, «
т о 

пересечение О - С А г А е ^ § имеет конечную мощность,
 ес
~" 

ли ^ « - С А в у г х е А ! . 

Доказательств о. Покажем необходимость всех четнрвх 

условий. Пусть у не разделяет некоторне две точки Х , ^ € 

€ Т • Это означает, что для каждого А с -у л и б о х , ^ « А
? 

либо Х)Л^ ф А одновременно. Пусть *ГСу)«* €^Гл; А € у 1^ 

где ^. (&)я 0^ если ос в А $ или ^дбО*-» 4 , если ж ё А * 

По условию у - отображение ^^ является взаимно однознач-

ннм отображением. С другой сторонн, для двух различиях то

чек х ф ^ имеем йф (х) =? &*>(<$) , что доказмвает необходи

мость условия» а). Пусть у не является точечно-счетнмм се

мейством множеств. Это означает, что существует точка ЪйТ 

тахаж, что мощность множества 4А # у #
#
 х е А 1 несчетна. 

Пусть У(у) а» \%^ * А С у I . По условию у - отображение 

:€^ является отображением в 22 -произведение. С другой 

сторонм точка Ж^('Ь) « 4^д("Ь): А € у I имеет несчетное 

множество координат отличнмх от нуля, т.е. Су(^)ф25 ^ что 

доказмвает необходимость условия б). Пусть у не являете* 

покрнтием. Поскольку необходимость условия а) уже доказа

на, то из него следует, что у может не покрнвать только 

одну точку х ш Т , так как в противном случае у не могло 
ос 

бн разделять две непокрытые точки. Пусть Т \ 4 ̂с }»#^ Т»-

объединение непустнх диаьюнктннх множеств, т.е.1^/** Т* сг̂ ., 

если ъ ф ^. Положим *0д (х) « О - если X ф А ^ или -г , 
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если «х с А А Т ^ , Так как х ф А для вееж А в %* ? 

то % ( х ) -в 0 при всеж А с X * 0 тсюда .^» 6с)«-{0 | # По

кажем, что т о ч к а * | 0 | # В ж СИ^(^)I Ф е Т 1 3 , Пусть 

%™ 11$ к % е х ,„ х ^ х П|0д ; А + А^ | - произвольная 

базисная окрестность точки 10} , где ^ с * 109ш) с 1 д , » 
А 

Выберем Ф такое, что -г <• € * Тогда любая точка Ь с Тл 

Ф- "У 

обладает тем свойством, что ее образ С^ С"Ь) принадле

жит В • Следовательно, *€СТ) не дискретно и, значит, 

Су не является гомеоморфизмом, что доказывает необходи

мость условия в). Предположим, что не выполнено условие 

г), т.е. для некоторой точки ж пересечение любого конеч

ного подсемейства у. бесконечно. Выберем в каждом таком 

пересечении счетное подмножество и вовьмем объединение 

всеж вмбраннмж подмножеств, которое обозначим череш ё # 

Ясно, что 151*-4*0
 ?
 так как у точечно-счетное семейство. 

Построим систему функций 9*(у) следующим образом. Пусть 

8ш кы.^1 м, с!С| 9 причем х ш к0 ш Для каждого А с у по

ложим €д Сх
0
) а 4 9 если жйш Л9 -Сд ( Х§ ) » 0 9 если *х#

 ф А % 

- 0 , е с л * х в * А , н о ^ е А ^ д С х ^ ) - ^ ? е с л и х # е 

6 А , но ^ ф А < ? # А ( ^ ) -г 0 9 еслиХ^фА, х а # А • 

Для остальных точек ж € Т функции Ё̂д определяются про

извольным допустимым образом. Согласно условию теоремы диа

гональное произведение €^ всех заданных функций является 

гомеоморфизмом. Следовательно, у точки /^ ^ €^Сн) должна 

существовать окрестность в 51 , не содержащая точек из 

^ ( Т ^ х ! ) * Заметим, что щ,ш (^(9кф)» *^А**о^
 А е Т % и 
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-у^^-^^-лЯ^Ц-)»8 6-* * в *А', 1С *А<**,> , е с л " 

Х 0 ф А } # Рассмотрим проиш вольную базисную окрестность #м.» 

в 25* • Пусть это 
# # # » # 

где & * % ) ) . Ш.,е) с I- и « ^ М ) . М - е , < П с 1 ^ ,оря атом 

предполагается, что 0 е А ^ ^ , М*4929***, М ш 0 ф Аф $ $, * 

&4*,*,.Н**Щ предположению 1АГ\А* Л I *&»Л , Следовательно, 

в этом пересечении найдется бесконечное множество чисел /ц^ 

4 
таких, что -• "-п > т < е и /п-4</Иь< ### * Покажем, что 

^ ^ л * * ? в ®* &жш всех А/ • В самом деле* поскольку * „ - - ш 

е*ДА+* ж V А ъ » « ° * / и А

( а Ч ? " 4 " ^ * ' " * " Зна" 
чит,^д. (Х^ ) с ^

е
 (4)* Даже, поскольку 0 ф А ^ ., *® 

с А.̂ , ч то -Сд
#
 Сэц^)» 0 и, еначит, требуемое включение 

внполнено. Следовательно» ̂ бс^, ) й № для всехт^т.е. 

&*,(0) - предельная точка для последовательности {^(х**.)?; 

&-Н; %***/! то противоречит вмшескаеанному. Докажем достаточ

ность теоремк. Пусть внподненн все условия а) -г) теоремн. 

Покажем, что в етом случае отображение й#* есть гомеомор

физм для любого семейства Т('у) • В силу условий а) и б^ 

и дискретности пространства Т отображение 4*^ является 

взаимно-однозначным непрерывным отображением Т в 2Ё • Так 

как 2? - является пространством Фреше-Урнеона, то для до

казательства теоремн достаточно проверить, что для каждого, 

счетного подмножества К с Т отображение €** I $ являете* ' 
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гомеоморфизмом, т . е . {^ (Н) дискретное подпространство 

22 . Это означает, что для каждой точки к е &у (И) су

ществует базисная окрестность % с 2Ё» такая, что 

СИ п €у ( Я ) \< сд& » По условию г) для каждой точки х е М 

существует конечное подсемейство #^ с 'у такое, что 

1 П < А « 1 ^ * * * А Л - < 6Э0 . Положим ^'^^:А1

С0^41Аг9 

если ^ * 4А^? А^, ••*) Ат I . Так как И^Сх) € % тогда 
/ГУ 

и только тогда, когда х е,Г\- А ^ и последнее пересече

ние конечно, то 1*Иг%1:4ГШ)\ < €§>0 - Теорема доказана. 

§ 2 

2.1. Лемма. Пусть X - замкнутое подпространство 2? 

- произведения отрезков. Тогда 

а) для любого подмножества М с Х и Ш I ̂  б>0 замы

кание ИМ 3 является метрическим компактом (т.е. X являет

ся <&0 -монолитным), 

б) X - пространство Фреше-Урысона, 

в) X имеет точечно-счетную систему *у , состоящую 

ив конулевых множеств, которая разделяет точки X # 

Эта лемма общеизвестна. Доказательство можно найти: 

пунктов а) и б) в 1.63» а пункта в) в С4]. 

2»2« Я
е м м а

• Длш линейно упорядоченного пространства 

X следующие два свойства эквивалентны: 

а) X является пространством Фреше-Урысона, 

б) X удовлетворяет первой аксиоме счетности. 

Доказательство см. Р. Энгелькинг 161» 

2.3. Лемма. Пусть X - линейно упорядоченное про-
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странство и % открнто в X • Тогда %Ьж%Л%' ; ее й АЛ , 

где I - -октрнтке интервалн при всех « | А
 ?
 причем 

1^А 1л в ^
 ?
 если ©С ф /I и для каждого открнтого шХ 

интервала V такого, что V 'о 1
л
 внполнено 

У А < Х М 1 ) # / , 

Доказательство этой леммн следует и§ леммн Цорна и 

хорошо известно. 

2.4. Если р - замкнутое подмножество линейно упоря

доченного пространства X и Ц^Х\Т
 5

 то интервалн 1
Л
, 

на которне распадается % и описаннне в лемме 2.3 нашива

ются смежннми к Г интервалами. 

2*5* Лемма. Пусть X - линейно упорядоченное про

странство, удовлетворяющее 1-й аксиоме счетноети. Тогда 

всякий непустой интервал I с X является конулевнм мно

жеством. 

Доказательство. Заметим, что для нормальннх прост

ранств свойства: а) "бить конулевнм открнтнм множеством
11 

и б) "бить открнтнм множеством типа 7@ * совпадают. Вся

кое линейно упорядоченное пространство нормально. Пусть 

I ш (Ф^ЛГ) л Предположим без ограничения общности, что точ

ки а* и Лг предельнн для интервала I . Тогда существуют 

последовательности ^Щ^^^^ с 1 ш ̂ ^ 1
Л в
^ с 1 $ сходящиеся, 

соответственно, к ей и &* . Можно считать, что а*<$г ш 

^^<^,К<К^А • Тогда I
*

(
^Ч[5ЛЛЛ

п
Р

и ч в , , 

Ё4^$^1 - эамкнутн в X , т.е. I - открнтое множество 

типа Т@» , эначит и конулевое. 

2.6. Лемма. Всякий линейно упорйдоченннй бикомпакт 
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X лежит в 2Й - проневедении отреенов тогда и ТОЛЬЕО тог

да, Еогда X является <й0 -мояолитннм, удовлетворяет 1-й 

ансиоме счетности и имеет точотио-счетнуж систему интерва

лов, Еотораж раеделяет ТОЧЕН 

Доказательство. Во-первнж, еаметим, что 2Е* - проие-

ведение отрезков вполне регулярно, а X бикомпакт. Значит, 

X - аамжнуто в 25 -промшведении отреенов и ио лемме 2Л> 

получаем, что X - пространство Фреше-Урмсона, является 

дйЭ̂  -моволитнмм и имеет точечно-счетную систему -у , состо

ящую не Еонулевмх отнрятнж множеств и разделяющую ТОЧЕН 

X • Ив леммм 2.2 следует, что X удовлетворяет 1-й ансиоме 

счетности. Далее, пусть % е ф , По лемме 2.3 наждое отжри-

тое % € у представим в виде % яг И 4 Х & 1 «о ш А^Л . Ясно, 

что система всеж интервалов 4,% л аС€А?.А-«М А,, явля-

ется точечно-счетной и разделяет ТОЧЕН. Обратно, согласно 

предложению 1.7 бикомпакт X лежит в 25 - произведении от

резков, так как по лемме 2.5 каждый интервал заданной сис

тем» является Еояулевнм множеством. Лемма доказана. 

^•7« Д®*Ц-
а
» Пусть X - линейно:*' упорядоченянй бином-

пант, удовлетворяюще 1-й анемоне счетности. Тогда наждай 

сепарабельний интервал X содержится в максимальном сепа-

рабельном интервале* 

Дожавательство. Предположим противное. Пусть сущест

вует сепарабельний 3** Зй с X * ноторнй обладает тем 

свойством| что для любого сепарабельного интервала З'Э $ 

найдется тажже еепарабельннй интервал У* таной, что 

$Н Ц* 3* Ф Это свойство дает нам вовможность построить по 

трансфияитной индунции вполне упорядоченное по внлючению 

- 584 -



семейство интервалов <Рт 4. 2^ : ее «с с&л 1 такое» что 

(а) Эё т И } (б) если «& < $ , то З^с %ф $ ^
в ) ^Чс^ 

&сдф * Пусть %Х̂ -» ^%сч%с^ * Тогда множество правнж концов 

ЪшЫз^ъъь<.а^ } вполне упорядочено, а множество 

Ав4о^1ео<бЭ^1 левнж концов семейства <Г становится впол

не упорядоченном при замене порядка в X на дуальинй. Лег

ко видеть, что по крайней мере одно из множеств (А или В) 

содержит едм различиях элементов. Пусть В. Так как X -

линейной упорядоченннй бикомпакт и 3 с X вполне упорядо

чено в индуцированном порядке, то замнкание СВЗ является 

вполне упорядоченннм бикомпактом мощности 2г йЦ и, следо

вательно, содержит подпространство, гомеоморфное порядко-

внм числам .6 6ЭЦ
 $
что противоречит 1-й аксиоме ечетноетм» 

Лемма доказана. 

2 # б
* Лвшшт» Пусть X -неметризуемнй, сдт -монолитннй, 

линейно упорядоченннй бикомпакт, удовлетворяющий 1-й аксио

ме счетности. Тогда X содержит замкнутое подпространство 

У такое, что для любого открытого в У множества % вн-

полняетеж /&% > Фй • 

Д оказ ателье тв о * Если X не содержит сепарабельннж ин

тервалов, то У « X и лемма докааана. Пусть таковне имеют

ся. Тогда, применяя лемму 2.7, заключим кажднй еепарабель-

ннй интервал X в максимальннй сепарабельннй интервал и 

пусть сГ« 40Ь1 ее е А § семейство всех таких интервалов. 

Ясно, что при ее ф ^ € А имеем д^п Улт 0 ж, более 

того, интервалы из семейства сГ не имеют общих концов. 

Пусть йж и4 0^ I аС € А I и У » %\ с? * Докажем, что 

У искомое подмножество X . Предположим противное. Пусть 
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^ ^ е У и интервал (%,& п У не пуст и сепарабеден 

в У . Поскольку X является с$0 -монолитным бикомпактом 

л У замкнутое подпространство X , то У Ф& -монолитно. 

Значит С ^ ^ З у - метрический компакт. По теореме Трейбига 

172 линейно упорядоченннй бикомпакт Ж метризуем тогда и 

только тогда, когда /&% 4с с$0 и число скачков (т.е. та

ких интервалов 1а^^Лг2 9 что (ф$Ду)ж 0 ) не более чем 

счетно. Таким образом, Ъ**1р,,%1у может иметь не более 

чем счетное число скачков (ааметим, что некоторые из них 

были скачками и в X , другие же получились при внбраснва-

нии некоторого интервала 1 § / ), Пусть <$"совокупность 

всех интервалов 3^ ш оГ ̂  определяющих скачки 2 • Соглас

но вюпе с казенному 1^"
/
| А с«3>, . Тогда 

1^^\ш1^^1пХ т 2 и-С 0^5 С^ с еГ'} , 

Так как каждмй интервал 3^ с ̂ ' - сепарабеден» С{Ъ,%,Зу -

сепарабеден и 1^1 4. ̂  ^то >ь (*р,9а) & сдй * Следовательно» 

существует максимадьнмй сепарабельнмй интервал ^ 1 / та

кой» что ̂ # * ^
с
^ г * Отсюда С ^ ^ ) / ^ У м 0 , Это проти

воречит исходному предположению» что -бГ^^Зу --* ^о ш 

(^
|
о)у ф 0 * Э т о

 доказывает лемму 2.8. 

2•в. Теорема. Линейно упорядоченннй бикомпакт X мет-

ри§уем тогда и только тогда» когда X гомеоморфен подпрост

ранству .5 • 

Доказательство. Необходимость этой теоремы ясна» ибо 

всякий метрический компакт вкладывается в гильбертов куб» 

который лежит в 22 • Пусть X с 2$ . По лемме 2.6» если ли

нейно упорядоченннй бикомпакт X лежит в 21 > то X с$0 -

монолитен» удовлетворяет 1-й аксиоме счетности и имеет то-
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чечно-счетную систему интервалов, ра»деляющую точки X • 

Допустим, что X не метриэуем. Тогда по лемме 2.8 он содер

жит шамкнутое подпространство У , не имеющее сепарабельннх 

открнтнх подмножеств. Согласно теореме Трейбига I?] биком

пактное подпространство линейно упорядоченного пространства 

является линейно упорядоченным бикомпактом. Следовательно, 

У также сд
0
 -монолитен, удовлетворяет 1-й аксиоме суетнос

ти и имеет точечно-счетную систему интервалов у , разделя

ющую точки У • Построим по индукции системы множеств 

занумерованные натуральннми числами и обладающие следующими 

свойствами; 

(а) С^ ш Сд, - замкнутые сепарабельнне подмножества У . 

Так как У &»
0
 -монолитно и не имеет сепарабельннх интерва

лов, то С ^ и С^ нигде не плотине в У метрические упоря

доченные компактн, имеющие не более чем счетное число скач

ков. 

(
б
^ %ьС

 У? '̂З̂ , 1 ̂  ̂ % и %^ состоит ив всех интервалов 

" й Т $ которне содержат концн скачков множества С ^ . 

(в) I Ькт I -» 0Ш и Д
#
 состоит из всех концов интервалов 

системн ^ > 

(д) С
0
 « 40,^ § — концн упорядоченного бикомпакта У , 

(е) 15^1 4* Ф0 и 5 ^ * 1!45т % 1^ - смежный интервал У 

в множестве У ч Ъ° | ̂  при этом В
т
 « 5* ^ 5 * ? 
л пъ (% 

Ат, *"т 

(вместе с предельными точками), сходящиеся, соответственно, 

где 5* г% Зг ж 0 и 5 ? - Вч - это последовательности 



к Ш 1^ ж мир, 1^ . 

Так как У не имеет сепарабельннх интервалов и удовле

творяет 1-й аксиоме счетноети, то длж любого непустого ин

тервала 1 с У всегда можно построить множества <б- ж 

6 г , обладающие указанными выше свойствами. 

Предположим, что указанные выше системы уже построены 

для всех Аь --в т* Ф Построим т -не системы. 

Положим Сщш1Ст^ и Ж^т^1у
 #

 По предположению мно

жество СД,^ сепарабельно 1 Д ^ счетно. Значит С ^ - се-

парабельное еамкнутое подмножество У • Пусть Д ^ такое, 

как в (е). Докажем, что 1 ^ 1
 т (#0 # В самом деле, <$%у жмеет 

не более чем счетное число скачков, значит множество емеж-

ных интервалов множества У \ С ^ не более чем счетно. 

1гуеть ето семейство смежннх интервалов к С ^ будет е^ ж 

т а^ • т* <*> *2& I * Оно не пусто, так как У не локально ее-

парабельно. Строим в каждом иа них счетнне множества 3 ^ 

ш ** м* у к а к 9**° описано в пункте (е). Множество Вт, опре-

делжм так же как в пункте (е). Ясно, что I Дц, 1 ж\ т0 • 

Положим С
л
 в С^ у 0^ . Легко видеть, что все пре-

дельине точки множества С лежат в С ^ . Значит Ст, шамк-

нуто в У и сепарабельно, ибо по доказанному таково Сщ, • 

Семейства <$т к М ^ определенн так же как в пунктах 

(б) и (в). Проверим, что 1^1 ж\ *&0 ш \М,^\ ж тд # В еа-

мом деле, С ^ - метрический компакт, значит, имеет не более 

чем счетное множество скачков. Поскольку ф точечно-ечетнаж 

система, то для каждого концам скачка С ^ имеем \у(у.)\4*. 

ж Ф0 , значит, 13̂ ,1 ш фф , Отсюда следует, что и 1М
Л
1 * &0 $ 
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ибо каждмй интервал 0 ш ̂ , имеет не более двух концов, а 

число интервалов счетно. 

Тем самим индуктивный шаг оправдан, а поскольку С0 

сепарабелъво, то сепарабельнм ж С^ 9 С * 

Пусть С ш1 О.Ст1^ т1 иА с ^ 1^ ф Ясно, что С - се-

парабельное замкнутое подмножество У • Проверим, что С не 

имеет изолированных точек. Пусть х й С • Если х * С Ч 

\ С/ 'СС^ ?/!),** €дд } ̂  то х -предельная и, следовательно, 

не изолированная, если же х е С^ С® « то пусть М/ - наи-
т/ т, 7 

меньший номер такой, что х € С^ (такой существует). Если 

X не изолирована в У , то опять все очевидно. Допустим, 

что X изолирована в С ^ . Так как х изолирована в С^, и 

не изолирована в У , то найдутся две точки ф и Яг из С ^ 

такие, что (о*,^)п С^т 4хI
 $
 причем хотя бы для одного из 

интервалов (о^ к) я (х,^) точках является предельной, 

но тогда либо X войдет в ё>,ф ^ ^ либо в В^х ^ 9 значит х 

войдет и в С в качестве неизолированной точки» 

Пусть |» т кЛё^ I ль 4 &с $ Ф Проверим, что & плотно в 

С • Пусть % - открнтый интервал У такой, что % А С + 0 * 
00 4 

Так как М*С плотно в С , то найдется точка 
00 л 

X §(^-ЛС / А % # Пусть /т* - наименьший из номеров таких, что 

X * С ^ А ^ # Возможнн два случая: (1) X € С ^ с С ^ ; 

(2) х в С/т\ С/ т, # Поскольку У не имеет сепарабельннх ин-
4 4 л 

тервалов, *о С^ нигде не плотно в У , причем Сть с С ^ ^ # 

Так что достаточно рассмотреть первый случай. Это означает, 
я» 

что внутри интервала % найдется некотормй интервал 1тр 

смежннй в У % Ст Ф Следовательно, и В^ с % , может 

быть, без двух крайних точек. Поскольку б ̂  с 6^ с в ^ 
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то й г% 11 Ф 0 * 

Пусть Са,в) - непустой интервал в У , смежный к С • 

Так как мы предполагаем, что ф разделяет точки У , то най

дется интервал (р,9%) е *у такой, что, например, ф€(р,$%) , 

но в В'ф(^^),дто означает, что ф<.Ф<с^&- А* * По доказанно

му, С не имеет изолированных: точек, значит (р,,ф) л С Ф 0 

и открыто в С . Поскольку ,5 плотно в С , то найдется точ

ка х € В Г*(<Р'}%,)> Пусть пгь - наименьший номер такой, что 

X € $>ш » Так как &т ж 1~/ 4 5^ * 1 ^ смежнн к С ^ в X § , 

и в 5 ^ плотин изолированны©точки,то можно считать, что ж -

изолированная точка Д ^ . Поэтому и принадлежит множеству 

концов всех скачков С^. . Далее к 6 С # ^ ) * у * следователь

но, С#,^) 0 у (х) ., где у(&) есть совокупность всех Э&у 

таких, что X * $ • Отсюда (р>9%)€$^с ^ # Следовательно, 

О # Д ^ С С , Так как (а,в) - интервал, смежннй к С , то 

(а,в) не содержит точек из С значит, невозможно, чтобн <̂ -* 

-* Лг*, отсюда ^ Л ' , Теперь рассмотрим С°* т1Сщ^и М^^у* 

В силу определения С^.^ и свойству , точка^с Ст.^ и з 

интервале (а,в) не может бнть точек из Ст.^ • Значит, точ

ка Яг может бнть концом некоторого смежного,в У к множест

ву Ст. ^ интервала (%^Му)
 ?
 при этом "к 4 ф, По построение 

множества -6^ ̂  получаем, что ̂ & $л
ч
*Л"-*

 с
 С*^) * Таким 

образом, С а , А ) л Й ^ ) + # # Так как -^^ Л-)
с
 ̂ л-н с С ., то 

(л,А') А С ф $
 $
 что противоречит внбору интервала (а,в). 

Полученное противоречие показнвает, что бикомпакт X метри-* 

зуем. Теорема доказана. 

2.10. Следствие. Линейной упорядоченнмй бикомпакт X 

метризуем тогда и только тогда, когда X вкладнвается в 
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22 -произведение метрических пространств. 

Пусть X с 2Й 4 !У̂  * ос с А I ̂  причем 2^ - метричес

кое пространство для каждого ос с А * Заметим, что фЛ^Х м 

• ^м, являются метрическими компактами и, следовательно, 

Хж с Е
Л
 .. если 2 ^ « 1 гильбертов куб для всех ос е А • 

Далее, 

X с ^ 4 Х^. . ©с е А I с 21 4 2^; ое- е А } -* 2& *• 

Следовательно, по теореме 2.9 X метризуем. 

2.11. Следствие. Линейно упорядоченннй бикомпакт Эбер-

лейна (или функционально совершенннй бикомпакт) метризуем. 

В самом деле, по теореме Амира и Линдежштрауса 1*83 вся

кий бикомпакт Эберлейна лежит в 2*. • Отсюда, если он линей

но упорядочен, то по теореме 2.9 следует его метризуемость. 

2.12. Замечание. Примерн бикомпактов, лежащих: в 22 , 

покаанвают, что кажднй из них имеет всюду плотное метричес

кое подпространство. Согласно теореме Розентала С 93, всякий 

бикомпакт Эберлейна содержит всюду плотное метрическое под

пространство. Естественно возникает вопрос: 

1. Всяакий ли бикомпакт, лежащий в 22 » содержит всю

ду плотное метрическое подпростанство? 

Как показано в работе С43, если существует континуум 

Суслина (евяаннй, линейно упорядоченннй, несепарабельннй би

компакт & , удовлетворяющий условию Суслина), то существу

ет бикомпакт ХсЗЁё $ в котором всякое метрическое подпро

странство нигде не плотно. (Несмотря на то, что сам ̂  в ^ 

не содержится.) Таким образом возникает альтернатива: или 

существует "наивннй" пример такого бикомпакта X , или су-
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ществует модель теории множеств, в которой на вопрос 1 мож

но получить положительннй ответ. Заметим, что каждое Х с . & 

является пространством Фреше-Урнсона, отсюда возникает во

прос? 

• Существует ли "наивный" пример бикомпакта Фреше-

Урмеона, в котором всцкое метрическое подпространство нигде 

не плотно? 

Аналогичный вопрос можно поставить и для бикомпактов, 

удовлетворяющих первой аксиоме счетности. Однако, уже для 

совершенно нормальннх бикомпактов это не так. А именно, как 

докааал И. Ш:ас [103, при условии ""ИСН) 4* (МА) всякий 

совершенно нормальнмй бикомпакт содержит всюду плотное счет

ное метрическое подпространство. 
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