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COЖШTÂTIOЋШ MåTHlMåTICAS UNIУEISІÏATIS CAIЮLINAJ 

19,3 C1978) 

0 CУMMAX f -MEEHЫX TOЮЛOГИЙ 

Д.B. PAHЧMH, Mocквa 

Abstract: Dimension of a topology being the supre-
mum of finitely or counts bly many given topologies is in
vestigated. Supremum of one-dimensional compact spaces 
may have infinite dimension. 

Key words: Dimension, supremum of topologies. 

AMS: 54145 

Пусть 4 36 1^в|.2.,„1- некоторое конечное или счетное 

семейство топологий на множестве X и Т*ш ы{1*^14*^%^й.г**Ъ -

их сумма, точнее, структурная сумма или точная верхняя грань, 

то есть наименьшая топология на множестве X , содержащая 

все топологии Щ . Вопрос о том, какую рашмерность может 

иметь пространство (Х^Т*) ставился А.В. Архангельский 

на семинаре по общей топологии в Московском университете. 

Иятерес к суммам топологий возрос в последнее время после 

результатов Е»Г« Пнткеева Е1, 21. Во§можноеть представления 

данной топологии как верхней грани некоторого семейства би-

компактнмх топологий рассматривалась А.Й. Вашкировнм С 31. 

Как известно, операция структурной СУММЫ И операция? 

пересечения топологий превращают совокупность всех топологий 

на данном множестве в структуру (1&*Н1се). Отметим работм 
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А.В. Архангельского С43 и В.П. Золотарева 15, 6] по иссле

дованию поведения ряда топологических свойств при пересе

чении топологий. В.П. Золотарев, в частности, изучал пове

дение размерности при пересечений топологий. В настоящей 

работе научается поведение размерности при операции струк

турной суммы топологий. Мы почти полностью ограничимся ме-

тризуемнми пространствами со счетной базой, особое внимание 

уделяя суммам топологий, гомеоморфннх т.-мерному кубу. Это 

объясняется тем, что интереснне результата получаются* уже 

и в этом частном случае. С дгругой сторонн, даже для таких 

узких классов пространств многие естественно возникающие в 

рамках данной проблематики вопросш оказнваются .не совсем 

тривиальннми, и ряд интересннх вопросов остается открнтмм. 

I 0. Некоторые замечания и элементарные результаты о 

суммах топологий 

0»1» Замечание. Пусть Л - семейство топологий на X 

и 3"* - их сумма. Тогда пространство (X, Я**) естествен

но гомеоморфно некоторому подпространству ГКСХ,^П; (Гй ЛЪ -

Причем естеетвенннй гомеоморфизм определяется так; произ

вольной точке к & X ставится в соотвествие точка а € 

б ГНСЭС...-Т*) / Т*€ Л % 9 все координаты которой равнн х . 

Иными словами, (X, Т*) гомеоморфно "диагонали" в 

Г\<СХ,7): Гй Л% , то есть множеству АСХЛ) , где ДСХ*^« 

в1т%Х ;ф,мШ)** %>тЛш} %жя в с е х «1*'е ЛЪ . Через 

ф,Л обозначается естественная проекция X на ее -й сомно

житель. 

Этот факт отмечается, например, в книге А.В. Архан-
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гельского и В.И. Пономарева [ ?3. 

0*2. Замечание. Из 0.1 следует, в частности, что лю

бая конечная или счетная сумма метризуеммх топологий есть 

метризуемая топология. Если исходите топологии были со 

счетной базой, то получится также топология со счетной ба

зой. 

0.3. Предложение. Если Л - некоторое семейство то

пологий на X , У * - их сумма и для каждого Т € Л 

лмА(Х,7) ш 0 , то лтЖ(Х,Т*) ** 0 . 

Для дальнейшего нам потребуется несколько иная форму

лировка по существу того же факта, который составляет со

держание замечания 0.1. 

0.4. Предложение. Топология (Г на множестве X тогда 

и только тогда является суммой некоторого семейства € ^ : 

«* еС е Л \ топологий ^ таких, что для каждого ©С €. Л про

странство -СУ*.,^! гомеоморфно Х
# с
,1^

с
 когда сущест

вует такое семейство {^^; ос € Л. оо«4- осЛ \ взаимно ОДНОЗНаЧ-

ЯБ' / I О * 

ных отображений 1̂ , : Х^—-*-Х^ ч т о (Уу'Т) гомеоморфно гра-

фику П е X диагонального произведения отображений -Е^ . 

Доказательство. Пусть X* ж Л-ССХ^.,^),' ее е Л§ и для 

каждого оо е Л\ ^*С^т } &. ;Х^ *Х^ - взаимно-однозначное 
О ©ь О 

отображение. Пусть V с Х * , V - график диагонального про

изведения отображений ^ л , то есть такое подмножество то

чек из X * , что если ^ б Г и ^ (ж^в х^ 9 то для каж-
о о 

дого ее € Л\4сс0} выполнено фьс(э&) -* ^сс^сс ) # Тогда 
%с я* ^Ъ 1-у - взаимно-однозначное отображение V на Х^ 9 

Пусть СТ* « Ж (ъ ) ~ прообраз топологии Т . Тогда 
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(Р^Ф'&рМ-****^ ш
 топология Г'на Г , индуцирован

ная- из X* -равна сумме топологий Т^: Т'ш \/4Т - ее с Л1 , 

Отсюда если (У} Т) щ^ (V, Т'), то Тж ̂ <^ . ос е Л I
 ?
 где 

^ *сР й * ^
/ / 1

^ ' *
 0 б
Р

а т н о
1 пусть топология ̂  на У такова, 

что :Г* ̂ {3^1 <* <5.4§ и для каждого «€<Ж ^ ^ ^ в / ^ ^ Х . ; , ^ - ) . 

По 0.1 пространство СУ, СГ) гомеоморфно "диагонали" АСУ ) 

в ГКСУ, Л Ь аб « *А1 # Зафиксируем для каждого ее в А го-

меоморфизм М,^ <У,%с)—> ^ ^ ) ш пусть^* П ^ Щ С У , 2 > 

; «с е Л 5 — • П{(Х^ 9 % ) : осе А! - произведение отображений ̂ . 

Обозначим * • А'|д(у*С) и Т ^ ' Ш У ^ с ГКСХ^,*^)/ о ^ € 1 Ь 

Множество Г состоит из точек вида (^%с(^1СшЛ€^^о^^%с^: 

I ос с Ж} 9 гдш м* пробегает множество У . 

Так как для каждого ос ^ ^ -взаимно-однозначное ото

бражение, то V обладает тем свойством, что для каждого 

ас ш. А естественная проекция ^ ' ^ — * %»ос в з а
ммно-одно-

значка. 

Пусть «с
0
« Л . ДЛЯ каждого /^ € У пустьос^жЛ^ С*|Ле 

е ЗС^
 #
 Тогда для каждого «4»*^ ^ с % ^

ш
^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ с * ^ ^ 

где через йф обозначено взаимно-однозначное отображение 

Я%С° Я%с м н о ж в с т в а %*с н а
 ̂ «с

 # Я с н о
>

 чт0 ^ является 

графиком диагонального произведения отображений й^, • Так 

как Яу гомеоморфизм Л СУ ) на Т* , то предложение пол

ностью доказано. 

^•^
#
 Замечание. Из анализа доказательства предложе

ния 0.4 видим, что топология Т на У тогда и только тогда 

является: суммой семейства 4 ^ # «с # *А| топологий таких, что 
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(У, 7^ ) гомеоморфно пространству (Х^ $Ц^), когда (У} Т) 

топологически вкладываете» в П4СХ
еС
,^

вг
-) ; *& т Л \ в ка

честве подмножества, которое взаимно-однозначно проектиру

ется на каждое Х
л
 . 

В частности, топология У на множестве У тогда и толь

ко тогда является суммой двух топологий ^ , ̂  , для ко

торых СУ, Т^) и СУ, Х^) гомеоморфнм СХ, ъ) 9 когда СУ, Т) 

гомеоморфно графику Г с ( Х
?
^ ) х С Х , т ) взаимно-однознач

ного отображения СХ,1*) на себя. 

0 #
^» 15ММЕ* Пусть X -г М^ или Д * ^ , Если ^ - се

мейство взаимно-однозначных преобразований множества X на 

себя и \&\ ж &0 9 то для любого В с X такого, что !51< 

< X существует такое множество 5 , что 3 с 5 с X , 

11? I < А и €С5)«• *5 для каждого € € & » 

Доказательство* Пусть С?СУ) - наименьшая подгруппа 

группы всех взаимно-однозначных преобразований множества 

X , содержащая 3* . Тогда \(& (Ю\ & я«0 $ ш 3 ж ^4ф*(&) ? 

г ̂  § 6(^/1 - искомое множество. 

0.7. Предложение. Пусть У - семейство взаимно-одно

значных преобразований множества X « Если I Ж\ ж М, ж- М0 ^ 

5 с Х и 151 < X 9 где X ж ^^ или X» Ъ , то существует 

такое множество 5 , что \5\ < X * 5 с § с X и график 

диагонального произведения всех отображений из & лежит в 

множестве ( 2 ) *
И и О О ё )

4
*

4
 с X * *

4
 . 

Доказательство. По лемме 0.6 существует 5 с Х такое, 

что5е§>, | 3 . < А шЦШ)*Ш для каждого $ ш & Ф Тог

да ясно, что график диагонального произведения отображений 

И 8
 V лежит в§к(§ГЧ

и(Х\1)нач§)*'-.(§)
А
*иОС\11^

/
'. 
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°*
8
* Следствие. Если (У, Т) й М Лор (Х,ъ) 1 то для 

всякого В с X такого, что I В I < Л (Л * 4 ^ или Л я- с ) * 

существует 5 с X , так что 5 с ъ
;
 1 5 1 ^ Л и^У

?
^Г) го-

меоморфно вкладывается в подпространство (В) и (X ̂  5 ) 

пространства (Х,^) # 

0.9. Определения. Если Ш, - некоторое кардинальное 

число ш X " топологическое пространство, то через 

%Ж &&р (X) мы будем обозначать класс пространств, топо

логия котормх представима в виде суммн не более *§ем Ж топо

логий, гомеоморфных X . В случае Ж^-^а вместе ̂  &>р/(Х) бу

дем использовать обозначение & %#р (X ) . Обозначим через 

4?^|1/(Х)-аг {}{к>%&р(Х);к/я 4,2,0,, I класс пространств, топо

логия котормх представима в виде суммн конечного числа топо

логий, гомеоморфнмх X . 

Ниже мм оценим, какую размерность может иметь простран

ство У € Л/ Ьур (X) для конечного М/ . 

§ 1. Размерность конечных сумм топологий 

В атом параграфе все рассматриваемые пространства пред

полагаются' метриауеммми со счетной базой. Размерность про

странства X обозначается Ммь X * 

1.1. Определение. Для произвольного пространства X % 

для каждого Ль а 4 9 Яь Ь. Жа определим 

^(Х)ш т1т, {**ту(Х\ &)*$ \В\ < С \ . 

сШ*) (&Я 
Очевидно, что из У с Х следует, что А, (У) & <4 (X) * 
Если У с Х ж (Х\У I < С , то 4 4 * Ш - <^(У) < 
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^•2» Теорема. Для каждого пространства X * для лю-

бого Ль ^ -Я̂  * если У с 1 ^ (X ) ? то с^т. У & с1^ (X) + 4 * 

Доказательство. Если У е Ьэр (X ) и 5 0 е- X таково, 

что с1 (X) ш ёЬт/ (Х\ &0) , то тогда из 0.8 следует, 

что существует В0 с X такое, что \&\<С9 &0 с В0 и 

у^с(М0)
ми(х\в0)

ьсхм'. 

Так как 1501< «с , то ясно, что ейт>(& ) ж 0 . Из определе

ния ё^СХ) следует, что Мт,(Х\?ф)к' * с ^ С Х ) , Но 

так как СХ\ % 1 К с СХ \ &а)^ , то с ^ С Х \ % ) ^ с&Чх) . По 

теореме суммж получаем, что <Мту Г и а1А (X) + 4 * откуда 

ах^у^ с§г*(Х) + 4 . 

1.3. Определение. (Тумаркин Л.А. С83) Рациональным 

называется такое пространство X , что 4лть (Х\ &)< сИт^Х 

для некоторого счетного 5 с X . Эквивалентное определение 

есть в работе Менгера С 93. 

Простейшим примером т> -мерного рационального простран

ства является /п -мерный куб I ( л » ^ 2 , . . « ) # 

Из 1.1 и 1.3 получаем: 

1.4. Предложение. Если X - рациональное пространст

во, то с^Чх) & Ль (Шт X - 4 ) . В частности, ё^\ 1т) & 

*к, (т,-4) «Шв 1.2 и 1.4 имеем: 

^• 5 в Следствие. Для любого к/ ё? -й0 и для любого ра

ционального пространства X тдм» {сй/тУ* Уё ж/1&р'(Х)}& 

& М,(ЖшгуХ~~4)+' 4 * В частности, т№ ёлтьУ'* Ус А Щь(1т') & 

& А Д л ~ 4) + 4 . 

Если В с Iм* и \В\< С ? то Г'* \ й содержит множество, 

гомеоморфное 1 " «, Поэтому а&шЛ! \ 5) ш Ль Слг- 4) . От-
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сюда и иа 1.4 получаем простое, но важное соотношение? 

1*5.1. ф г О при щ,» 4 Для всякого ̂  .6-й
а 

* Х&Ск-'!) при /и, > 2 для всякого^М<*й0 

Теперь мм перейдем к результатам, показывающим, что 

операция суммирования топологий может значительно повмшать 

размерность» Для этого потребуется следующая конструкциям 

1.5.2• Пусть (Х9Т0) - топологическое пространство и 

ф«Х *Х - взаимно-однозначное отображение множества X 

на себя. Пусть Ъ - множество целмж чисел и <3 ** 4 фт' % 

ктшЪ% - циклическая группа взаимно-однозначннж преобра

зований множества X , порожденная у . Рассмотрим для каж

дого т ш Ъ топологию ^^т(Т0)ш4^т(Ц) % и' ш Тс } , • 

"сдвиг* топологии Т0 при помощи отображения ер"** . Тогда 

СХ9 Тщ ) гомеоморфно СХ?
 % ) и <^% (Х9Т&) ~* <Х>Ъп) -гомео

морфизм. Топология Т* на X циклически порождается отобра

жением р̂ , если Т* * уС^,; ля* # Л2 1
 #
 Легко видеть, что V* 

является минимальной топологией на X , мажорирующей иежод-

ную топологию Т0 , для которой отображение ф является? го

меоморфизмом. Такого рода модификации топологии в более об

щем случае рассматривались автором в Г103. Некоторые; резуль

таты автора о размерности такиж модификаций содержатся в 

Г Ш . 

Топологию Т* на X , циклически порождаемую отображе

нием у из топологии (% , мм будем обозначать <ж (Т& ) • 

Если топология Т6 пш X фиксирована и соотететвующее про

странство обозначается просто через X , то пространство, 

получаемое наделением множества X топологией С„ (%) мв* 

будем обозначать просто через б^ (X) . 
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Заметим, что если порядок группы €и не превосходит 

Ь , то 1Х9?+)€ МЬр, СХ9%) . 

1.6. Обозначение. Пусть 4фт(х)} - орбита точки 

X . Равенство О*(<$) = Ло означает, что орбита каждой точ

ки состоит ровно из А элементов. Ясно, что из а*(<р) « 1^ 

следует I б• | » Ль 9 Поэтому если 0*(ц>) «г ЛЬ , то йф (X) е 

е ЛьХор (X) , 

!•?• Теорема. Для любого пространства X , для каж

дого Ль % 2 существует У е Яь'Ьвр, (X) такое, что ШтьУг: 

2 4 СХ > » Более того, существует вааимно-однозначное 

преобразование ^?; X •* X ? для которого о*(9) «-"А/ и 

ви̂ б сх) г 4^\х). 
Для доказательства теоремы 1.7 нам понадобятся следу

ющие вспомогательные обозначения и определения: 

1.7.1. Пусть X - некоторое пространство,2 & Ль & оо . 

Обозначим череэ Х^, ,**4#еХ /^Сзк) «• ^ь^(^)} ш 

Определение. Множество А с X называется правильно рас

положенным в X , если существует такое конечное множест

во С с X , что А с и4ф^(С); 4, т 4, 2,...\ У 4
Ш
< Х Ь 

1.7.2. Лемма. Для любого бесконечного пространства Х9 

для любого целого Ль а 2 $ для любого правильно расположен

ного множества А с X Шт(Х \ А)» с^т^ X # 

Доказательство леммы нетрудно провести с помощью ин

дукции по Ль # 

Доказательство теоремы 1.7. Зафиксируем произволь

ное множество М с X такое, что Ш I « 44
 #
 Пусть 
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^ « Х \ М , Ясно» что Л™(УГ) т 4%*\Х) . 

Пусть А&^сс^С} - совокупность всех непустых 

@^> -множеств пространства У? , размерность которых мень

ше с!̂  (14Г) « <^ (X) . Эти <5^-множества занумерованы 

трансфинитными числами, меньшими начального ординала мощ

ности С • Начальный ординал отождествляется с соответст

вующим кардиналом. 

Рассмотрим множество (?
0
 . Так как по лемме 1.7#2 

<1ит№к\ Л ( У ) ) » ^ ^ ? ̂ % П и дйт % <. 4%*\ю , 

то СШМ\ Д
Л )
 (ТУ» \ ^ # Л , Пусть 

ж»Сл5,...,х^)сИГ*\ СД^)ГИО у й0 ) « Тогда все точки х°* 

различны» Положим С
0
 • 4^с^###

;
 х ^ I и 5^ • Л # 

Пусть (Ь «* С и для каждого об < /1 построены дизъ

юнктные Ле-элементные множества С̂ . « 4д^ *•**? «Х^ 1
 т а к 

что С^ с Ш \ -ё^ ... где 5^ « II -СС̂ ** <% < ©с } и так что 

*<* *»(^,.*.,*%) ф е^ • 

Пусть 5л ш УЧС^* ос< (Э ? «Тогда | 5 ^ 1 < -С • Рассмот

рим Ъ^Шк\(ЬШ)№)и&$)) п Ш\ Вр)** '. Покажем, что 

Ц + Л • 
Действительно! допустим» что (1# \ ( Д^^СШи б^ )) А 

п С Ш \ 5 ^ ) Ь « Л .Тогда С У Ч б ^ ^ с Д ^ СУ) и % . 

Но Д С Ш С ^ ) А С Т ^ \ б^ ) ^ « Д с ^ ( ^ \ % ) . 

Таким образом, ( Ш \ &$г" \ Д аъ,)(У(\ % | ) с 6^ , и, следо

вательно, а ^ « у \ 5 | | ) А ч А Л ) С У \ 5 ^ ) ) А а 1 т . ^ < ^ ( * ) * 

Но по лемме 1.7.2 а Ь * ( Ш \ 5 # ) | | ' \ Д Ш СМГ\ % ) * 

* 41тШ\&л) Ш(к СШ) » Полученное противоречие показы

вает, что 
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(Ж\В^\ (&тШ)и%) Ф Л, 

Выберем *„ - (*?,~.$х& > * ̂ ч &Р ^ Х (&ШШ)и
 «V • 

Тогда если Сл«1х^».,
?
 ̂ > ^ то С^ с Ш Ч ^ , и следо

вательно, для каждого оо< II С^(\С» ж А . и %>л ф (-*/| • 

Таким образом по трансфинитной индукции мы построим 

систему дизъюнктных ^-элементных множеств €&д ** (& < ̂ 1 ? 

так что при некотором упорядочении С» «-( .х^ *<**«*^ 1 име

ем ^ т (*^,,,
м
*^) Ф 6д , 

Обозначим С т ШС* % /3 < -С ? * 

Определим взаимно-однозначное отображение^* С .* С 

следующим образом: на каждом Сл отображение € является 

циклическим сдвигом: &, (д*!) » х * , при Ф < Л/ и 

Так как Х\Ч1 ш М бесконечно, то и Х\С беско

нечно. 

Доопределим на X \ С отображение Ё произвольным 

образом так, чтобы X \ С отображалось на себя взаимно

однозначно и чтобы любая орбита состояла ровно из М> эле

ментов. 

Таким образом определено отображение & г X • Х 

взаимно-однозначное и такое, что орбита каждой точки со

стоит ровно из Аь элементов. 

Рассмотрим Г« а*,**,...,***"**)! X шХ 1 с Х Л
 . 

Ясно, что Т с А, -Ьор, СХ ) (из предложения 0.4). 

Покажем, что 4лт V & сЦ* СХ ) . Предположим, что 

©ЦяууГ<4^ СХ) . Тогда по теореме Тумаркина [12 3 сущест

вует 0^ -множество б с X
 ?

 так что Г е б и 
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<&ть б ш Мти Г < Л^\х ) . Я с н ° э ч т 0 & * №М - б«^-

множеетво в V размерности меньшей ск СХ ) # Но тогда 

для некоторого р <> С й л ЧАТ • й^ , а тогда 

Рассмотрим точку (х*****,*^ ) # Г п IV" # По построений 

Жл ф йд вопреки тому,что Г п Ш с б ^ , Полученное про-

тиворечие показывает, что с/итр Р -Ь с1^ СХ) « 

Положим У » Г # Ясно» что У в А Ц ( Х ) и б ^ У г 

«5 4 * (X), Легко проверить, что У гомеоморфно пространству, 

определяемому такой топологией У* на множестве X , кото

рая циклически порождается из первоначальной с помощью ото

бражения *С • 

Теорема доказана. 

Иа 1.2, 1.5.1 и !•? получаем 

--••8 • Теорема. Для любого М? -й 2 , /п* -5 .2 

Теорема 1.8 покааивает, в частности, что для всякого 

У в !1Щь^1ъ) *йт,У'-4 5 ш
 существует такое простран

ство Т0 й &<Ьр И % ) , что ёЛть У0 2 4 , Вопрос о существова

нии такого пространства У # й ' Ь ^ С !
5
) ^ что Ылш У « 5

 9
 оста

ется- открытии. Также неизвестно, существует жшУб.1Ьщь О. )$ 

для которого *зИ/щ/У"« Ъ • Сформулируем задачу в общей фор

ме. 

1.9. Задача. Доказать или опровергнуть одно из ра

венств; 

для I*. т, -5 2 ? 
/ш**<4эУ/т,У|У* ЬЫра"*)} ш к (т,-4) + 4 
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Теорема 1.7 позволяет получить следующее предложение: 

1.10. Предложение. Для любого компакта X такого, 

что МтрХ^Ъ тм*4ЫЪУ€АЬф(Х)Ъгк,(Шт>Х~2) + 4. 

Доказательство. Предложение непосредственно следует 

из теоремм 1.7 и следующей леммм 

1«--»1« Двшиаи Для любого компакта X размерности 15 3 

с^*\х) г Д (Шмь Х- 2) + А . 

Доказательство: Пусть % с X и 1ё 1< С • Так как 

сСс̂ п/*&-* $ по теореме Тумаркина С12 3 существует 0-мерное 

множество & типа 4^ , такое что & с & , Рассмотрим 

§ в-Хчб сХ\ё . Множество $ имеет тип ^ в компакте 

X « Так как о11/т> § & «Жс/т/ X - 4
 ?
 то существует компакт 

Р с § такой, что ёту Т 2 4т* X - 4 . Ясно, что Г с 

с (Х\5) . Оценим с&т^ Г
 #

 Воспользуемся следующим резуль

татом В,И. Кузьминова [133: для любого компакта Т , тако-

го, что Ш/т/ Р 21 2 размерность компакта Р может быть 

равна только одному из чисел Ль^тьТ^ АЪ(^ШУТ*-4) 4* 4 * 
йа 

Таким образом всегдао-^Р %1к,(<&мьТ~4)ф4^ Лъ(с&т'Х*'й)+4* 
/йЛ 

Отсюда с^ (X) г ЫШМРХ-Ю + 4 . 

1.12. Предложение. Если X - компакт и 2 & сЧть X < со9 

то класс Ф'Ьор, (X) содержит пространства сколь угодно боль

шой размерности и последовательность классов $& "Щь (X) стро

го возрастает. 

Доказательство. Для случая ёшт X Ъ Ъ 1.12 являет

ся непосдредственнмм следствием 1.10. Если же сктр X т I > 

то поскольку для любого В с X такого, что 151 < € , су-

щеотвует компакт Г с сЧ>пъ Т г А , то о1 (X) 2 скт Г . Если 
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М/т V & й ^ то по упомянутому в 1.10 результату В.И. Кузь-

минова ШлпТ гЛ&ф4
#
Если же ЛШУТЖ 4 , то, как Извест

ии 

но, имеет место равенство ёлту"2 ж Яь, В любом случае 

е1ф ( Х ) 2 Л
4
 и, как следует из 1.?» существует Ус /ЫщьСХ) $ 

так что аЦтиУ -& М . Таким образом» €*»ЪэрСУ) содержит 

пространства сколь угодно большой конечной размерности, и 

последовательность классов $&Ъ»р(Х) 9 как легко видеть, 

строго возрастает. 

Следующее предложение показывает» что компактность про

странства X в 1.12 важна. 

1.13. Предложение. Для каждого т* < со существует 

пространство Х ^ с Е**"1" такое, что сШгъХ^в м* и для лю

бого У % Яь ЩьСХ^) при любом А & 4*0 выполнено Жт< У & т, * 

Справедливость предложения следует из следующей теоре-

м» Андерсона и Кейслера С142: для каждого т, < со сущест-
4 . . ** 

вует такое пространство Х ^ с Е ' " ' * , что(йтХтт ^йт/Х^^т^, 
В связи с предложением 1.12 возникает следующая задача 

1.14. Задача. Существует ли несчетное пространство X 

со счетной базой» для которого §/ЫрСХ)т Ц-ЩъСХ) или хо

тя бм ЗЬ>рСХ)т 1ЩьСХ) % 

По-видимому» ни отрезок 1 » ни канторово совершенное мно

жество С не являются такими пространствами» хотя размер-

ностнме соотношения этому не мешают. Соответствующий вопрос 

для отрезка можно ©формулировать в очень элементарной форме. 

1.15. Задача. Пусть Г с I и Г - взаимно-однознач

но проектируется на каждое ребро куба. Можно ли вложить Г 
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в квадрат 1* в качестве такого подмножества V0
 , которое' 

взаимно-однозначно проектируется на каждую сторону квадра

та? Положительный ответ означал бы, что Ъ%ор (Ъ) т1"Щь(1)$а 

из этого легко следовало бы, что €*)Ыр(1) « й.'ЬфрСХ) * 

Теперь подробнее рассмотрим М, Ыр (X) для одномер

ных компактов. Из 1.5 следует, что суммирование конечного 

или счетного числа топологий, гомеоморфнмх отреаку I , дает 

всегда пространство размерности не больше 4 . Поэтому инте

ресно следующее предложение; 

1.16. Предложение. Существует компакт Ж такой, что 

сЦтХ**4 ш тш&\ <Ш*ъУ% Т е пь"Ъв1{У (Х)%*т* для любого ль к ю• 

Доказательство. Пусть X ш С м 1 * где С - канторово 

совершенное множество. Тогда МтъЖ*»* 4 и легко видеть, 

что с1 (Ж) в м, откуда в силу 1.7 существует взаимно-од-

нозначное отображение <р: ЗС — > % , для которого 0*%)-»#-* 

и аЦт/ $<р (X) т т, „ Тогда если У 8 б . IX) ? тоУ&т,Ъ*р(^ 

и сЫтУ** т». Так как по 0.1 пространство У вкладываете.* 

в Хт и <йтф Ж™*» *п*$ то Т имеет максимально большую* размер

ность. 

1.17. Замечание. Поскольку, как легко видеть, для 

компакта Л * С х 1 Шлггу X"1 т /п, и <4 (Хт) =кпь § то 

З^^дает пример такого/я,-мерного компакта, для которого 

тмх\<ЖЬтУ1 У€$Ь'Ъор(Хт')\ принимает максимально возможное 

для (% -мерного пространства значение - Мт, • 

1.18. Универсальная кривая Серпинского, или "ковер" 

Серпинского С15, стр. 280; 16,стр. 2073, $ дает пример 

связного и локально связного одномерного компакта, для ко-

торого <Ж, ($) т т> * Таким образом, в предложении 1.4 
«с 
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компакт можно предполагать связным и локально связным. 

Приведем простой результат о понижении размерности 

при суммировании топологий, гомеоморфныж I . 

1#19. Предложение. Для любого /» - в ^ в * 

тлт,1с&т,У$Уё 2Ь^ат')Ъ** 0. 

Доказательство. Пусть Л - множество рациональных чи

сел иа отрезке ! « СО, 4 3 и 0>о ^ <2Ц таковы, что 1&0\ т 1$>̂ 1, 

0 о и А1 • Д , В ^ ^ в Д , Пусть | , ; ^ 0

 Ш -> Д^ взаимно-одно

значно. 

Положим ^(ж)ш < %> М '• <х * <2Ц 

ь * « х с I \ Л 

Тогда ейщ< Т^ » 0 , где Г^ -график отображения вр . Рассмот

рим т* экземпляров отрезка I I 1^,1*, 1«9 ••- исм1#—-> 1* , 

где ф^ совпадает с у • -Зсли ф ж Л с ^ $ Г**—* I 4 1 ' , то 

^ ^ ^ ^ ^ « Ч * ' V * ' » шэтому ^ б ф а л ) - О, Так 

как $ а - тождественное отображение 1 ^ , то6ф(1л)*2Ъ^СГя').1 

Откуда тшп,К«&т")1"%У й йирСХ^Н т 0 * 

§ 2. Счетные сумму топологий 

Сначала докажем теорему об одном свойстве &1ар< (X) ти

па "конфинальности". 

^•1» Теорема. Пусть % - сепарабельное метрическое 

пространство мощности с • Тогда для всякого сепарабельно-

го метрического пространства (У*9 $*) мощности 4 сущест

вует топология ^ , содержащая Т , так что (Т,Щ) € 

й$0&р,СХ) * Другими словами, если У и &0 - две произволь

ные метризуемые топологии со счетной базой на некотором мно-
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жестве У мощности -С , то существует такое счетное семеЙ-

ство ^ъ*у . Ф * ^ 2 , « , } топологий на У , что СУ, х%) гомео-

морфно (У, Тф) ж Тс У{х^: I * 4, 2, *«* % * 

Для доказательства теоремы полезна следующая простая 

лемма. 

2*2. ̂
емМ
:
а
,* Пусть X - бесконечное топологическое 

пространство, имеющее бикомпактное расширение, удовлетворя

ющее первой аксиоме счетности. Тогда найдутся два дизъюнкт

ных открытых в X подмножества №0 ? *Щ полной мощности, то 

есть 1%\ ш Щ\ т IX) -

Доказательство. Пусть ДгХ - бикомпактное расширение 

с первой аксиомой счетности, не исключается возможность 

Ь>Х т X . Пусть | - точка полного накопления для множества 

X в бикомпакте ЯхХ * Пусть ^и^З - счетная база окрест

ностей точки | в ЙУХ | удовлетворяющая условию I Щ^^З с %^ 

для всякого т * 41&131*** *Для каждого /я* пусть Т^т Х\11^ * 

Если существует номер Н , для которого 1Р^ I -» 1X1
 ?
 то поло

жим % ш X \ С Щ^ 3 , ^ . ^ А Х , Тогда Ш
с
 , Ц откры

ты в X и1^п1^ ж IX1 • Поскольку Г« с №
в
 а | - точка 

полного накопления для X , то Ш§\ » 11^1 т IX I 9 ш лемма 

в этом случае доказана. 

Допустим теперь, что для каждого /П- • 4, 2, 3,,### выполне

но 1Г^1< )Х1, Тогда поскольку [НТ^ип,* 49&9%>** I *Х\ 4 | | $ 

то найдется возрастающая последовательность 4/я,^ 1 •> такаи, 

что мощности множеств Р
Л
 строго возрастают и-!Й1 1Р^ \т 

• 1X1 ф Положим Утти^ пХ и для каждого Л * 4% 2,3, #„ обо

значим М ^ » ^ ^ ! ! ^ ^ ^ Тогда 4М^ ; 1-4,2,,,, ? - дизъюункт-

ная последовательность открытых в X множеств. Легко видеть, 
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что последовательность кардинальннх чисел 1М^1; ̂  ш 4,-2,»*• 

строго возрастает ж Мть ^о^ » 1X1 . Положим Щж М4М^ '• 

I Ц четно 1 , Ж ж и*СМ| I 51 нечетно | ; тогда У10 и ^ 

открыта в X , % а «(, « Л и 1 ^ I т 11^1 « 1X1 , 

2*3. Д в-*-*.»* Если (Х^^Г) - 1^- пространство счетного 

псевдо-жарактера и е$ (\Ж\) > м0 $ то всякая база 5Ъ0 и то

пологии 3" содержат такую базу Л с М0 , что для каждого 

множества % с 33 выполнено IX Ч 14 I » 1X1 • 

Доказательство очевидно. 

Доказательство теоремм 2.1. Пусть 1 У 1 * ^ и ?*, ^ -

две топологии со счетной базой на множестве У . Так жшк 

с€(с) > 44
0 9 то в силу 2.3 существует такая счетная база 

%**А%^% (*ъ* 4%1,Ъ^*Л топологии У , что 1У41^1»С для 

каждого И^ш Л • 

Пространство (У, 3^) ., будучи сепарабельным метризуе-

мнм пространством, имеет компактное метризуемое расширение. 

Пользуясь 2.2, получаем, что найдется такое множество И^€ 

€ Т0 $ ДЛЯ КОТОРОГО \Ж\ ж 1 У \ * # \ т С • 

Рассмотрим 11
/П
, €. Л • 

Если I % 1 * ̂  , то, поскольку 1Ш1». ̂  и !У\^1«1У\14^ 

существует взаимно-однозначное отображение множества У на 

себя, для которого ^(Ж) « 2 ^
 #
 Тогда ̂ «{эд(Ш; 41 ш>Тй% 

- топология на У , гомеоморфная ^ и содержащая 46^ -

Если же 111^1 <<&
 ?
 то рассмотрим какие-либо множества 

А ^ А * , удовлетворяющие условиям* 

А§иА^ С У \ К Л , А 0 А А ^ Ш Л , 1А01 • 14^1* е , 

Пусть с ^ (фвО . ,1) - так же взаимно-однозначное ото

бражение множества У на ееби, так что ̂  СИП * ^ и А^ 
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ПшО,4). Тогда для ФШ 0,4 Г™«*<&'&) I « € % > 

(Ь « 0 7 4 ) - топология на У , гомеоморфная Т0 . Положим 

З»,*?* V ^ Ф Легко видеть, что Й ^ е ^ и, таким образом, 

й с у < ^ I /у** ^ 2 , * # . I и, следовательно, 

Гс*<3^1 т,ш4,2,.„}м €ир(Г,Т01 -

Теорема доказана. 

2 «4. Замечание. Леммы 2 . 2 , 2 . 3 и теорема 2 . 1 сформу

лированы не с той степенью общности, которая здесь возмож

на, однако данные формулировки вполне достаточны для иж и с 

пользования в теореме 2 . 8 . 

Напомним, что счетномернмм называется пространство, 

представимое в виде объединения не более чем счетного числа 

своих нульмерныж или, что эквивалентно, конечномерных под

пространств. 

Легко получить следующее предложение: 

2 . 5 . Если X счетномерно, д р ' Х #> X - взаимно-одно

значно и орбита 4^т'Ы) : # | 2 } каждой точки конечна, 

то йфСХ) счетномерно. 

При изучении вопроса о том, когда У # б'Ъор, СX) может 

быть несчетномернмм, полезна следующая лемма. 

2 - 6 # Лемма. Если А с Х и А счетномерно, то сущест

вует счетномерное множество С? типа (у^ , содержащее А . 

Лемма является непосредственным следствием теоремы 1у-

маркина и определения счетномерного пространства. 

^• 7 * Лемшш» 1 Н Д , * С 1 ) топологически содержит гиль

бертов куб %ф (определение смотри в пункте 1 . 7 . 1 . ) . 

Доказательство. Пусть {1*1,Мш4121.„ I бесконечная с ч е т -

- 613 -



ная еиетема диаъюнктннх отрезков 1^. с 1 ж С 07 4 3 * Тогда 

п ^ л . ^ ^ л ^ , ! 1 * и пиек,т49±$,.лс гт\&шт. 

Напомним, что пространство, не содержащее несчетннх 

компактов, навивается вполне несовершенным С1?, стр. 5233. 

2»8. Теорема. Существует одномерный компакт Ж и та

кое пространство У с б"* 1#^ С Ж) $ которое несчетяомерно#. 

Существует также несчетномернове пространство из €Ь^г(Ж)9 

которое, кроме того, вполне несовершенно. 

Доказательство. Пусть С - канторово множество и ЭТа 

ж С к 1 .Покажем сначала, что существует несчетномерное про

странство иа &±ор, (Ж) . Для этого построим такое взаимно-

однозначное отображение €$ Ж *> % , для которого й^(Ж) 

несчетномерно. Рассмотрим пространство Ж , где 2* - мно

жество целнх чисел. Элементм Ж - двусторонне бескомечнне 

последовательности (•••|^4,х^? х^,Хл9###) элементов иа Ж* 

Пусть *{б' ;ос<<С 1 - совокупность всех счетномерннх подмно

жеств ЗС , имеющих тип б д е • Аналогично построени» в 1»? , 

польауясь 2»?, меечетномерностьв гильбертова куба Г183 м тем 

фактом, что 1Ф\ Д . . ^в Жт\ &(*(Ж) 9 можно по трансфинмт-

ной индукции построить такое вваимно-одновначное отображение 

$ I % Ж..,» з^^для которого все орбитн бееконечнк и такое, 

что график Г диагонального проиаведения отображений йтр , 

т* ш Ъ 9 удовлетворяет тому условию, что для каждого се <<С 

найдется ж^ ш Г* , для которого аг^ ф &т , Пользуясь лем

мой 2.6, легко получаем, что Г -несчетномерное подпростран

ство пространства Ж . Так как ^Ж.®* (X) , *о получаем 

первую часть теоремн. 

Теперь покажем, что существует У^ с € Щь (X) , которое 
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вполне несовершенно* 

Пусть Е - произвольное вполне несовершенное простран

ство мощности -0 • Пользуясь теоремой 2.1, получим, что су

ществует такое пространство У0 из 0 Хщь (Ж) , которое 

взаимно-однозначно и непрерывно может быть отображено на 

Е « Очевидно, что тогда У0 также как Е не содержит не-

счетннх. компактов. Таким образом, У0 ш 0 Хор, (Ж) ж У® 

вполне несовершенно» Пусть У несчетномерное пространство 

ив 0 Хор СЖ) * Рассмотрим У0 н У # Можно показать (по

строение мм опускаем), что существует такое множество 

%4 с Уа н У , что Ъ несчетномерно и Ъ взаимно-однознач

но проектируется как на У0 , так и на У • Тогда тш У0у*>У 

индуцируется на Ь такая топология 7* , что 3*ж ̂  V ^{ и 

СЬ, .Г)^У о , асХ.стр^у. Так как^,У.«Г*в^СЛ), 

то (1*, 3") б 01ор, (Ж ) ш Тогда Ь - несчетномерное вполне 

несовершенное пространство из # 1 ^ (Ж) » 

^•®
#
 Следствие, На множестве X мощности ̂  сущест

вует счетная цепь 3^ с 3% е. Щ* с »## метриэуемых топологий 

со счетной базой такая, что (ЭС, ̂  ) - одномерннй компакт, 

для каждого 4* ж 4$ 1,### пространство СХ,3^) конечно

мерно, но(ЗС
?
113^) несчетномерно. 

Размерности пространств (Х,{Г^) здесь, конечно, не 

могут бмть ограниченн одним и тем же числом, так как имеет 

место следующий факт: 

2,10. Предложение. Вели ^ с Е с Ж с •** счетная 

цепь метризуемнх топологий на множестве X шШ/тОС$7^)4*#ь 

для каждого л, ж 4^й.у.*. 3 то ёЬт, СХ? 1$ Щ^) 4* «ъ • 

Действительно, достаточно заметить, что (Х,1/^) явля-
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ется пределом обратного спектра пространств (Х,Щ) (про

екции - естественные уплотнения), и применить следующий 

результат Нагами С193; 
* 

Если В ш 4Х^; зг* } - обратим! спектр иа метризуе-

мых пространств, удовлетворяющих условию ёшт Х^ ж м, для 

ъ ш А^О.) **ф $ то X • Мпъ «б также удовлетворяет условию 

си/уп .л. &. <гь Ф 

Отметим в конце, что многие результаты ие § 1, оформу-

лированные для пь -мерного куба 2**' легко обобщаются на то

пологические многообразия и полиэдры. 

В заключение хочу выразить благодарность А.Г. Немцу 

за плодотворное обсуждение проблематики работм и А.В. Ар

хангельскому и В.В. Филиппову за внимание и поддержку. 
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