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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 

20,2 (1979) 

а КОНСТРУКТИВНЫХ ИНТЕГРАЛАХ ДАНЖУА 

(о. ДЕНУТ (о. ошигн ) 

Содержание; Заметка содержит дескриптивное определение и 
описание основных свойств конструктивных интегралов Данжуа и 
их сравнение с %-интегралом (см.[10]). 

Ключевые слова? У8кий интеграл Данжуа, широкий интеграл 
Данжуа. 

АМ5: Ргхтагу 02Е99, 26А39; Зесопдагу 26А45 

В следующем мм пользуемся без дальнейших ссылок обозначе

ниями и определениями иа 12] ДЗ] ,[10- и СИ] , понятиями ГЦ-чисел 

и Ги-чисел из [7], обозначениями, связанными с псевдодифферен-

цируемостью, из [7] - 1.9] и свойством (#)* из Г6]. 

Определения. Пусть А Рп \^ € 5 (см. Г 2]). 

1) Мы скажем, что функция Ф является 

а) неопределенным узким интегралом Данжуа ( Д)
ж
 -интегра

лом) от •Сг^}
пг
 на 0 & 4 р если выполнено 

Ас&.лтдс-мр,..-.»), 
б) неопределенным Д)'-интегралом от 4Рт,Ъ'п> на 0&4 > 

если выполнено УУАС<эг
0
 (Т) & Д (% < ?„,*<* ) (ср. пример 4 из Г И ] ) ; 

в) неопределенным широким интегралом Данжуа ( & -интегра

лом) от -СР^?^ на О д 4 , если выполнено ШСЬ(? )& Д ^ ^ - С г ^ ^ ) . 

2) Мы скажем, что элемент 4 Р^]/*, является 

а) 3)% -интегрируемым (соотв. Д)' -интегрируемым, соотв. 
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Д)-интегрируемым) на 0&4, если существует функция, являю

щаяся неопределенным интегралом соответствующего типа от 

б) интегрируемнм по Лебегу ^-интегрируемым) на 0 д 4 } 

если существует ^ ^ ^ € -̂*1 (см. [23 ) такое, что 

< г» ?•««<-» и -
Следует заметить, что соответствующие классические опре

деления и результаты содержатся, например, в [1]. 

Замечание 1. 1) Для любых функции Ф и { г^^с 5 выпол-

нено (ДСГ,4Г
л
»^эД^СГ

э
<Р

л
и»АСД

а
^(УПР^1

л
)в« 

3* Уал С», Г, 0д4)г> ДСГ,<г^}
л
)) (см. [113). 

2) Согласно теореме 2 из 123 и следствию теоремы 2 и* I Ъ] 

^Вл^п € 5 является ^-интегрируемым на 0 д 4 в том и только 

том случае, если существует функция У такая, что АС (У) & 

& Д ^ ^ г
7
^ } ^ ) , т.е. неопределенный интеграл Лебега (Ь -ин

теграл) от -СР^}^ на 0 д 4 . 

3) Ввиду теоремы 3 ив [10] и теоремы 5 иэ Г11] длят вся

кого {?„,$«, е 8 

а) любой неопределенный ^-интеграл от •Сг
|̂г
?
/Иг
 на 0 д 4 

является неопределенным оЬ^ -интегралом (соотв. У-интегралом) 

<?т { Ъп^/п, н а
 ^

 А
 ^ ; любой неопределенный Ф^ -интеграл (со

отв. 5)'-интеграл) от { ^ 1 т на 0 д 4 является неопределен

ным й)'-интеграл ом > (соотв. ф -интегралом) от О^^т, н а
 Од 4^ 

б) ие ̂  -интегрируемости (соотв. Ф% -интегрируемости, 

соотв. {&' -интегрируемости) *С г^?^ на О д 4 следует ввиду 

а) Д)^ -интегрируемость и 'У-интегрируемость (соотв. Ф' -инте

грируемость, соотв. 3) -интегрируемость) ,
(г^?

/П
 на О Д 4 • 

4) Согласно теоремам 2 и 3 из 110 2 и теореме 6 иа [113 

для любых % такого, что 
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(1) х ж а>^ V зс ж & V х ж а> V х ж * , 

< * & * , * ъ > * * * * * * 8 » Ф У « К 1 * И Й «; « ^ « к д ч ^ м ^ 2 

выполнено: если для 1 в 4, 2 2% неопределенный Л* -интеграл 

0 Т
^ * С * * *

 н а
 Од'), то (<му 3^ + ̂ *9^) неопределенный ЯС-

интеграл от б ^ Р Д , } ^ Ъ9* ^ЛК'*на
 °

 А
 ^

 # 

5) Если функция *Г неопределенный % -интеграл от 

*^1п,
в
 ^ на Од 4 , где (1), и Н сегмент, й & О А 4 , то 

ввиду теорем 5 и ? иэ [113 и теоремы 1 и следствия 1 теореме 

10 из [103 верно А С ( У
С Н Л

) ш З * Уо* Г.г, Г, И) . 

Определение. Функцию <̂  мы назовем надфункцией (соотв. 

подфункцией) для-СР^^с 5 на О д ^ , если $* равномерно 

непрерывна и существует <6
т
,З

т
, 6 5 такое, что 

Замечание 2* Пусть С# надфункция (соотв. подфункция) для 

-^Р§^е5 на О д 4 , которая обладает свойством (IV)*. Тогда 

согласно замечанию 2 и теоремам 15 и 5 из СИЗ выполнено 

АСб^(^). 

С помощью рассуждений из доказательства теоремы 10 из 

1103, теоремы 13 ив I 72» теорем 1 и 3 ив С9Л, теоремы 3 и лем

мы 2 из С83 и теоремы 2 ив [ 103 легко доказать следующее ут

верждение. 

Лемма 1. Пусть 96 равномерно непрерывная функция и | 

1ЦЧ такие, что 

( 2 ) ^ с ( Р 6 ^ & п л ( п С 5 ^ ^ ^ ^ ? ^ 1 к л ( + А > , а е , р ) V 

1пЗ/*ВУ& (**,«,<>* О) . 

Тогда 0 < ^ < 1 и не могут не существовать возрастающая 
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ка 0 д<| функция д. , удовлетворяющая условию Липшица на 

О Д А, и КДЧ 1& такие, что 

9-СО)- ОЬ^(4)-4&С^<С|)*Т^Ь-1С-*-0)в.1^ьлСО>-»,^Ср)& 

Ь\л(.*,Х*д.,(У лС|Я&(А(ЗС)э АССд-)). 

На основании этой леммы и теоремы 3 и следствия 2 тео

ремы ? из Г10] мы сразу получаем следующее утверждение. 

Лемма 2. Пусть 96 функция и 9 ГЦЧ такие, что #С#&)& 

(Х-С|) б ТТ
5
 . Тогда для любой последовательности сегментов 

^Чп,^, Я(4Н
(В
,1

л
,)1-,а/п.(| 6 Н^) , выполнено 

5клс-л>,сэе^н^/г,з,§)&5клс+аз,гае,-снт.^л,р& 

IV-г 3<ул,ЪУ$(т.,1Х^Нп^2, Од О . 

На основании результатов из [8] и [9], теорем 2 и 3 и 

следствия 2 теоремы 7 из [10] и леммы 1 легко доказать следу

ющее. 

Лемма 3» Пусть ф и 'дС равномерно непрерывные функции, 

•СН^}^ последовательность сегментов и Р Г.ЦЧ такие, что (2) 

и ЛС<Н^^)ЬпЗт.С|*Н^)вс-
1
-,С(5р($)*Т^А 

ппСпСБ^С-^^^^^С^^^р) У. 

нтЗт^$(тьС?,-СН^1,0А'1)) V 7С?) &ДСЭе)) . 

Т о г д а ^ а е ) с 5 ) е Т Г 2 л " , - ' ( в к л ^ « > » ^ 5 ^ 

А - О к д С + ^ + ю ^ Н ^ М 

Замечание 3* Согласно теореме 5 из СИ] для любой функ

ции Оь , МАСО (С..) , верно: Оу равномерно непрерывна и 

Д 6 * ^ ) * У | С | *Щ э <Г^С§) е ТГ^ . 

Георема 1 . Пусть * Р ^ ? л е 5 И ^ ^ б $ , а ? и ^ 

равномерно непрерывные функции такие, что 
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к((^Ас&су)V*су))^V^(^•п1э^^(^)етг^I) V 

Тогда С (̂  - У ) неубывающая функция. 

Доказательство. Мы можем предположить 3"С0) вг §»(0). До

статочно докааать О & ^ Ш - ^ Ч ' О . 

Мы допустим, что ф И ) - УС4) < 0 , и обозначим 

СЗ) <р -*- ($.- У ) . 

Согласно лемме 4 из [82 существуют КДЧ « г и д ; и р . п. множест

во НЧ С такие, что 

9>С4)< <иг<х<0Ь'ЗеСС)ЬЧгишСэ<шЛ»^1< 

С4) -с Д (у, &^)) 4 У*^ ( 0 * Л < ^ А Ь 

э Д (Г<у, СЛ,**^)-* х- 1хд/^1) 

(что касается обозначений, см. замечание 1 из [103). 

Ввиду наших предположений сегменты ^ Д , , Я с С , образуют 

$3 •множество меры 1, которое содержится в О л 1 . Следова

тельно, верно Д ( С 9, С Л ), Е др., С Л убывающая на 0 д \ функ

ция» и ввиду (4) и монотонности интеграла Лебега функция I д>, С Л 

не может быть абсолютно непрерывной на 0 д \ . Но тогда со

гласно теореме 1 из [103 и замечанию 2 из [113 не может не су

ществовать П^Ч | , &- (̂з (|) 6
 "̂ 1 • 

Пусть | 1ЦЧ, 01
 с з

 ( ̂  ) в "П*2 . Мы обозначим 

Ж *& 1ср, С1 ж & ч& I Т, С Л и заметим, что ввиду теоремы 3 

из [103 и теоремы ? из [113, (3), определения свойства \А/АС& 

и леммы 4 из [83 не может не существовать последовательность 

сегментов -С Н ^ } ^ такая, что 

38ин^^)*пЗл(|€Н
1|
,)к(0^(рв'гг

1
1с 

пи 3/т,ВУ5 (л, С^-СН^и Л, О Д 1 > V *<?)). 
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Пусть -С Н л 1м, последовательность сегментов такая, 

что ( 5 ) . Тогда мы на основании леммы 3 получаем ^ . . СрбТГ̂ А 

ВК Л(-д>, Е С ^ С Д ^ Н ^ ^ З , ^ ) , что противоречит предполагаемнм 

нами свойствам функции 9- " 

Итак, верно 0 * ф, (4) - 344 ) . 

Следствие 1. Пусть -С Р*^?^ 6 5 является # -интегри-

руемым на 0 д 4 , где ( 1 ) . Тогда 

1) если Су равномерно непрерывная функция и выполнено 

Д а ^С(^Дг^^)&У?С|&ТТ 1 э {Г^( | )в ТГ̂  ) , то ^неопределенный 

УС -интеграл от -С Р/^/п, на 0 д 4 ; 

2) любой неопределенный # -интеграл от - ( г ^ ^ на Од4 

является тоже неопределенным 0?-интегралом о т - Г Р ^ ^ к а 0 д 4 . 

Следствие 8 . Пусть $* неопределенный ЯГ-интеграл от 

{Р^/п, 6 5 на О Д 1 , где ( 1 ) , а (^ надфункция (соотв. 

подфункция) для 4. ^ ^ на 0 д А . Тогда функция Сф.-З') 

является неубывающей, (соотв. невозрастающей). 

На основании теоремы 3 иа ПОД, теоремы 7 из [113 и за

мечания 1 мы получаем следующее утверждение. 

Следствие 3 . Пусть Ф неопределенннй ЗС-интеграл от 

*Р*Лт. * 5 на 0 д 4 , где ( 1 ) , а Н сегмент, И е О Д 4 » 

Тогда 

1) если для почти всех КДЧ * из Н верно Вц> С 0 .6 /и, Л 

РС^,Ч ^/ь\т> 9 * )) > то V неубывающая абсолютно непре

рывная на 0 д 4 функция ; 

2) #* абсолютно непрерывна на О Д 4 в том и только 

том случае, если 4 Е^)/* является 1-. -интегрируемым на 0 д 4 • 

Замечание 4 . Из следствия 3 непосредственно следует 

однозначность и монотонность X-интеграла, где ( 1 ) . 
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Следствие 4. { Р^ \ & 5 является ^ -интегрируе~ 

мым на О Д 1 в том и только том случае, если К^Ьи,! 

является ЗС-интегрируемым на О Д 4 , где (1). 

Доказательство. Достаточно использовать замечание 1, 

следствие 3 и леммы 1 и 3 из С 2]. 

Ввиду замечания 1 и найду теорем 3 и 4 и леммы 1 иэ 

[2], С 5], замечания 1 и теоремы 14 из [11] и теоремы 3 из 

[10] легко доказать следующее утверждение. 

Теорема 2. Пусть для % верно (1), пусть-Ц^^в 5 Я 

а возрастающая на %0 д 1 функция, АС(фЛ&ф, (0) в 0 &.^пЬ 

-П& АСЦ"'
1
) . Тогда существует { С г

Л
}

Л
в 5 такое, что 

1) для почти всех КДЧ * из 0 А 4 выполнено 

3*1«КРС1>;4Р^и>»С*»*В^ , 

2) а) функция З^ является неопределенным #-интегра-

лом (соотв. ^ -инте фалом) от -С г ^ ^ на Од'! в том и 

только том случае, если $Г* а, является неопределенным 

Л -интегралом (соотв. ̂  -интегралом) от "Сб^^ на 0д4 

и, следовательно, 

б) •Сг^?^ является % -интегрируемым (соотв. ̂  -ин

тегрируемым) на О Д 4 в том и только том случае, если 

•16/яЛт, является ЗС-интегрируемым (соотв. ̂  -интегрируе

мым ) на 0 Д 4 . 

Определения. 1) Множество КДЧ -# мы назовем правиль

ным, еслиУ^/|^((^б^=>л%0д>1)8<.(х-=г^эС&<е^з ^ е * 6 » ) . 

2) Согласно [33 правильное множество КДЧ X называет

ся измеримым по Лебегу и КДЧ % мерой этого множества,еслж 

существует ^Ш^\^ 6
 ^ такое, что р , ИЩн)*,) ж % и для 

почти всех КДЧ ;* выполнено х 6 КШ^Ч^ ж * • & , 
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3) Пусть для Ж выполнено 

се) ХжФ»*%ж2)\ЖжЯ*%ж % у %ж и , 

пусть < г ^ ^ • 5 } пусть & измеримое по Лебегу правильное 

множество КДЧ (соотв. пусть Н сегмент, Н -в 0 д 4 ) и 

пусть '̂*Й'
т
,\

п
, * М такое, что для почти всех КЦЧ * верно 

* 6 ИП^}^ а х а. X (соотв. х е -СЙЙ^ У^ш х е Н ). 

а) Функцию Ф мы назовем неопределенным ЗС -интегралом 

от «С ̂ ^ на «С (соотв. на Н ), если У неопределенный 

% -интеграл от \ ^\^ • Ц, С Д Ш ^ ^ 3 на О Д 4 . 

б) $ р^ \^ мы назовем 1%, -интегрируемым на $С (соотв. 

на Н ), если существует неопределенный % -интеграл от I г ^ ^ 

на •& (соотв. на Н ). 

На основании замечания 1, следствия 4 теоремы 1, замеча

ния 4 из 13], теорем 2 и 3 из НО] и теоремы 7 ив 111] мы по

лучаем следующее утверждение. 

Лемма 4. Пусть для % выполнено (1) и для Ж выполнено 

(6), пусть А-Р^^е 9, *6, &&| и 1&2. измеримые по Лебегу 

правильные множества КДЧ такие, что мера «б̂  А «С̂  равна О, 

и пусть Н сегмент, Н 5 О Д 4 . Тогда 

а) если элемент •( Р̂ , }„-, ^ -интегрируем на О Д 4 •, 

то -С Р^ \<ъ ^ -интегрируем на «С \ 

б) если -С Р^ Ъм. С̂ -интегрируемый на О Д 4 эле

мент, который не является ^ -интегрируемым на О Д 4 , то су

ществует измеримое по Лебегу правильное множество КДЧ Ж та

кое, что О1^}** не является Л-интегрируемым на Л $ 

в) если для Кт 4,1 функция {% неопределенный Ж -

интеграл от •{ Р
Л
 \т, на $6^ , то СЗ^ +7^) неопределенный 

% -интеграл от < Р1 }
Л
 на Л* 
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г) если ф неопределенный % -интеграл от < 1% }^ на 

О д \ то #*
СН
^ неопределенный ЗС -интеграл от 4 г"

Л
?/п/ 

на И , т.е. на множестве лх (л « Н ) . 

Легко доказать.следующее утверждение (см. теорему 5 иэ 

[103). 

Теорема 3. Пусть для Т и и верно 

( Т х АС V Т ж о̂  V Т ж 1УАС V Т ж ^вс) -ч 

К и х б у и х ^ у и х б ^ ) , пусть У функция?, а 

•С̂ /т-̂ п* воэрастающаж последовательность КДЧ иа 0 9 1 

такая, что ̂ ^ >
Яи̂
'^>

| \ , пусть для % выполнено (1), 

пусть 1Р^\^е 5 . Тогда 

1) верно (%**(Ют Ут.Да^(ГС0Мт1)) & 

стисяж Ущти(УСОА^3)) $ 

2) #* неопределенный *Х -интеграл от •{ г̂,, }
л
 на О Л 4 

в том и только том случае, если для всякого НЧ т, функция 

V ** неопределенный X -интеграл от «С г^ }^ на 

О А *,*̂  • 
гГП* 

На основании леммы 3 иэ [33, теоремы 6 иэ [103» след

ствия теоремы 3 и теорем 10 и 12 иэ [113, замечания 1 и лем

мы 4 можно способом блиэким классическому (см. [1], стр. 

257) доказать следующее утверждение. 

Теорема 4. Пусть для Ж верно (ЗСж^м'ЖжЗО^'^ж «2», 

пусть ^ ^ ^ 1 3 . пусть •( Н,^^ 5$ -множество (соотв. 

слабо наследное 5^ -множество), 35 («С Н ^ ^ ) , & функция, 

являющаяся неопределенным % -интегралом (соотв. #-интегра

лом) от КУ^ъ на лл (л с 0 д 4 & -т 3/т. (х с Н ^ )) , и 

А г ^ ^ последовательность функций такая, что 
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1) для всякого НЧ /иг 

а) если-КН^ & 0 д 4), то V* (^(-ч)* 0) , 

б) если Н^ 5 0 А 4 . то 3^ неопределенный ЗС -инте

грал (соотв. # -интеграл) от < Р"̂  1^ на Н^ и 3^(0)» О 

2) ряд 2> < с*, ̂  >
к
 Н,^ сходится. 

Тогда функция (Ф + 2.. 3^ ) является неопределенным 

УС-интегралом (соотв. У-интегралом) от 4 г^ ̂  на0д1. 

Замечание 5. В случае % ж ф утверждение остается 

в силе, если условие 2) заменить на 

2*) ряд г.ДС'^.Н^)! сходится и С с ^ ^ ^ Н ^ ^ ^ ^ 0, 

Лемма 5. Пусть У и ф- функции такие, что Д
а
'
1
'<^') & 

Д ((̂ ) & п 31 йц;д С- а?, 0̂ , ̂  ) я (ф - 9*) неубывающая функция • 

Тогда ДСФ*) и существует возрастающая на 0 Д 4 функция 

у такая, что 

(7)
 о
сСу)&уС0)

е
г0&уС'1)

в
- \ &АССу~ 1

) , 

(8) пЗ^дС-»,!?'* у-^ $) 

и, следовательно, верно №ес &0 СТ) . 

Доказательство. Мы определим 

% * дс»4од>1)и ' « « - ^ х * . - о м - С Ш ' отр- 4 7 2 ) 

и у Ф Ст̂  - То ^ ) ) • Д л я завершения доказательства доста

точно использовать * замечание 1, лемму 3 и теоремы 2 и 19 иэ 

[ИЗ и теорему 2 из С103. 

Теорема 5. Пусть 4. Р^ \^ 6 5 и (Г равномерно непре

рывная функция такая, ч т о Д ^ С ^ г ^ ^ к У ^ С ^ б Т Т ^ О^Ср б"^) . 

Пусть ф надфункция для «С Р ^ ? ^ на О д т , Тогда 

а) ?* неопределенный й)'-интеграл от -С г^ ^ на Од 4, 
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б) если ф- обладает свойством ( Ю * , то У неопре-

деленннй й>^-интеграл от КТ^}^ иа О А А • 

Доказательство. Ввиду теоремы 1 и леммн 5 и ввиду час

ти 3 теоремы 5 из [11] ((^-Ф) неубывающая функция и вы

полнено №АС60(30&Д С$1 "С ^ъУю, ) « Если (ф, дополнитель

но обладает свойством ( Ю*" , то согласно замечанию 2 и со

гласно теоремам 5 и 6 иа [ Щ верно АСб ,̂ (У) . 

Теорема 6. Пусть Т неопределенннй % -интеграл от 

^ п̂, -Ч. 6 5 на 0 д 4 и пусть существует надфункция длж 

•ГГ1 на 0 д 4 , Тогда У неопределенннй «Э^ -интеграл 

от •( г^ ^ на О д Ь 

Доказательство. Согласно следствию. 2 теоремы 1 и лем

ме 5 существует функция т(/" такая» что тр* возрастает на Од \ 

и верно (7) и ( 8 ) . Но тогда ввиду теоремы 3 из [10 3 верно 

У (ФЬ у"* ) и, следовательно, по лемме 2 и по замеча

нию 2 из [11] Т* у обладает свойством ( Т . ) * , На основа

нии сказанного и теорем 15 и 14 из [ 1 1 ] существует последо

вательность 5 ^ -множества *( ^ Н ^ } л }/ П | < такая, что 

ссФ^(2Г, { { Н^ ^т,^т,) . Отсюда мы согласно теореме 3 и 

следствию 1 теоремы 10 из [ 1 0 ] сразу получаем 

Асе^сг.^С^ \ ш ) . 

Лемма 6. Пусть Ф неопределенный 3)^ -интеграл от 

{ Р
Л
)

Л
6 § на 0 д1

 ;
'а<^ НЧ. Тогда существует неубываю

щая абсолютно непрерывная на Од 4 функция ЗС такая,, что 

ДС#,0д4)<: 1'^ и функция (&+ К) (соотв. (Т-Х) ) явля

ется надфункцией (соотв. подфункцией) для *( ^\^ на Од 4» 

обладающей свойством ( N)* • 

Доказательство. Пусть Ы И^ \^ \я^г последователь-
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ность 3# -множеств такая, что АСб^С^-НН^ 1 ^ ^ ) . 

Пусть/т НЧ. Согласно замечанию 1, теореме 5 и лемме 

6 иа СИЗ и теореме 2 иа 1103 существуют неубывающие аб

солютно непрерывные на Од 4 функции ф.^ и 0 ^ , такие, 

что » т в у < с ^ < С ^ 0 > + < ^ ь 
Щ*Ьс"13'п'С$ бСН^)°)А 0 ^ 4 ^ ^ . 

^4&л^^э!ДС^р<д^)илс^,лд^))&ае^со)« а . 

Ввиду леммм 1 иа С43 существует НЧ с^^ такое, что 

4*<&щ, 1т )<2~*~т' 1 где У*< де^, гт. > неубывающая 

абсолютно непрерывная на Од А функция (см. [ 11] , стр. 

472, и теорему 2 иа С103). 
СО 

Мы определим 9В - ^ ^ * V4
* < 0^,, ̂  > * Тогда X неу

бывающая абсолютно непрерывная на 0 л А функция, которая 

(ввиду сказанного, леммы 1 иа 114] и теорем 5 и 6 иа С 111) 

обладает требуемыми свойствами. 

На основании приведенных выше результатов и леммы 3 из 

[2] легко доказать следующее утверждение. 

Теорема 7. К Р^?^,* 5 является «0
Ж
 -интегрируемым на 

О А 1 в том и только том случае, если существуют надфункция 

и подфункция для ^^1п на О Д 1 , обладающие свойством 

(А/)*. 

Замечание 6. 1) Согласно примеру 3 из С10^ существу

ет % -интегрируемый на О Д 4 элемент множества 5 , кото

рый не является $ -интегрируемым на О Д 4. 

2) Согласно примеру 1 и следствию 1 теоремы 10 ив ПОЗ 

существуют -С Р^т, в 5 и функция $* , являющаяся неопре

деленным # -интегралом от -Сг^?^ на 0 д 4 . которая не 
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является: абсолютно непрерывной ни на каком сегменте содер

жащемся в 0 д А ч но обладает согласно [ИД свойством 

ЩС $ Итак, У неопределенный & -интеграл от ^.^1^ на 

0д\ , но "Сг^^ не является $)^ -интегрируемым на О А 4 

(см. теорему 1 из СИ] и следствие 1 теоремы 1). Следова

тельно, согласно теореме 6 не существует никакой надфункции 

(соотв. подфункции) для {Ь^Ъ /п, на О Д ^ . 

3) Согласно замечанию 7 из [53 существуют возрастаю

щая на 0 д 4 функция: -р и ^ Г ^ ^ с 5 такие, что 

Д
(
М * Ч * * > а 1 О* <Р

Л
?^ и {г^**, не является Ь -

интегрируемым на О д 4 и, следовательно, 

а) -р (соотв. Яь0 , т.е. нулевая функция) является 

надфункцией (соотв. подфункцией) для ЪР^т, на 0 А 1 > 

б) согласно следствию 4 теоремы 1 *-^ $т-
 и е

 явля

ется УС -интегрируемым на О Д ̂  , где (1). 

4) Исходя от покрытия "ЦТ из замечания 7 из С 53, кото

рое является регулярным, но не наследно регулярным (см. 

С103, стр. 499), легко построить Ф^ -интегрируемый на 0 д 1 

элемент множества 5 , неявляющийся % -интегрируемым на 

Од 1 . 

Пример 1. Существует функция У такая, что А С ОСТ) & 

Д (ЯП & 1 М С 6
0
 ( ЗП . Следовательно, существует Л -инте

грируемый на О Д 1 элемент множества 5 , который не яв

ляется Я)' -интегрируемым на О Д А • 

Лемма 7. Пусть Ф равномерно непрерывная функция та

кая, что Д ^ С ^ в с й ^ С Г ) . Тогда 

(9) У$ Ц вТГ,, э (Уд. (§> •ТТ.,). 

С помощью теоремы 2 и следствия 2 теоремы 4 из [103, 
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теорем 5 и 6 и» [11]и леммм 7 легко докааать следующее ут

верждение . 

Теорема 8. Пусть «С Фт}^ последовательность равно

мерно непрерывных функций и Т функция такие, что 

(10) V*» ВУЗ (2""*, & - * ; 0 * 4 ) . 

Пусть Т слово, Тас АС V Т х оо V Тж МС V Т х #сс , Тогда 

У равномерно непрерывна и выполнено (\/т (Л (7^) о й,(Т))% 

(Ут <Ьцх1$т)* а « л <*» & < « * 3 * V» ( * , ^ , 0 л 1) э 

эВ^Уак (у,,% 0*4)) & СУ^ТС^) о КГ)) & СМ» Д **(&,) э 

эД**СУ)> & ()/т(ШС%(^) 8с Д <*,»)) э 

э С ^ А С в 0 С Г ) ^ Д ( ^ ) ) ) 
и, если Чт ШСЬО^) , то Д * * 1 ^ ) * (9). 

Пример 2. Существуют последовательность функций 4Х^т* 

и функция У такие, что (10) и Чт (#(3^)8кАС0г#('$т,')) 

и, следовательно, У (V) & ШС<*0 (Т) 9 но верно пАСв^С^) • 

Пример 3. Существуют последовательность функций4.З^?^ 

и функция ф такие, что (10) и 4<т, М С 0 0 ($!„,) и, следо

вательно, Д ^ С У ) и (9), но верно п ШС& СП • 
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