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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROUNAE 

21,3(1980) 

0 КОНСТРУКТИВНОЕ АНАЛОГЕ ТЕОРЕМЫ К.М. ГАРГА О ПРОИЗВОДНЫХ 

ЧИСЛАХ 

Q. JpIMyT (0.DEMUTH) 

Содержание; Для Г О]-равномерно непрерывных конструк-
тивных Iщ-функций и области арифметических действительных 
чисел докааанж конструктивные аналоги теорем А. Данжу» и К. 
М. Гарга о производных числах. 

Ключевые слова? Арифметическое действительное число, 
103-конструктивная функция действительной переменной, псев-
додифференцируемость• 

С1азз1Г1са"Ыоп; Рг1щагу ОЗР65, 26А24 

Зесопдагу 26А16 

В следующем мы пользуемся определениями и обозначениями 

из [33 и [ 4 1 , в частности понятиями [лгЗ -конструктивного дей­

ствительного числа ([лгЗ-КДЧ), [лгЗ -псевдочисла ([тО-ПЧ), 

арифметического действительного числа (АДЧ), ЮЗ-конструктив-

ной функции действительной переменной ( [03-КФДГО, 103-функ­

ции, понятиями и обозначенями, связанными с псевдодифферен-

цируемоетью, и понятиями ГЬ-числа и П^-числа из Сб]. 

Буквы М, > Л , т, т,, ^$ <^ , л> и Ъ служат переменными для 

натуральных чисел (НЧ), т . е . неотрицательных целых чисел, Ь 

и ^ - переменными для целых чисел, <а., Яг% с. и сЬ - перемен­

ными для рациональных чисел (РЧ), для всякого НЧ т - * ? 

<\к> ж % - с индексами или без них - переменными для 
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[лгЗ -КДЧ, ^ % %^ - с индексами или без них - пере­

менными Для Г/пЗ-ПЧ, а X и У - с индексами или без них 

переменны** для АДЧ. Для любого НЧ «ъ мы посредством J-ЬIJ 

(соотв. ТТ ̂  ) обозначаем множество всех Гт,1-КДЧ (соотв. 

[лгЗ -ТТЧ), а *3) ̂  обозначает Л) расщиренное на - оо и 

+ а) . 

Мы напомним, что а) слово V называется АДЧ, если 

-ЗтЛРсБ
1
^

3
)-

б) согласно 5.5 из СЗЗ У ^ ^ з / ^
3
 (х

с
^

Л
 -

(^)^^^^В^1
 ($

с
=̂- *

С
^Ъ , 

в) всюду определенную СОЗ-КФДТТ, т . е . 10]-оператор типа 

(Т) -_^2) )? У мы называем С 03-функцией, если 

№°ЧиШ+0 =» ГСхсш)- УС0))В, И^ с Ш г> З Ч х т ) = 7(4)» . 

При использовании терминологии иэ Г 33 и [43 следует 

иметь в виду, что конструктивные действительные числа и С 03-

КДЧ, псевдочисла и СОЗ-ПЧ, функции и С03-функции и т.д. отли­

чаются только способом "кодирования", а конструктивные поня­

тия - равномерная непрерывность, сходимость и т.д. - эквива­

лентны соответствующим "С03-понятиям". В связи с этим мы бу­

дем (в отличие от С 63) говорить о С 03-П^-числах и I ОЗ-Л^-чие-

лах и посредством ТТ
со:|
 (соотв. ТТ^

03
 ) мы обозначим множест­

во всехСОЗ-П.Ч (соотв. СОЗ-П.Ч). 

Замечание 1. Пусть V всюду определенная СОЗ-КФДТТ. Тог­

да 

1) если # псевдоравномерно непрерывна, то 

а) согласно замечанию 5.4 из [33 существует С03-отобра­

жение Ф^ъ С^З
 ?
 являющееся для всякого НЧ т, оператором ти­

пов (3)
С т Л
—> Ъ1/гь1) и (ТТ

с
'

ги
 — > ТТСтЛ

),причем выполнено 
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У / 0 3 ^ [ Я ( ^ ) = у ( ^ ) ) ; 

б) ввиду теоремы 2.8 м лемм» 5.5 ив [33 м леммж 1.3 

не С*3 существуют 0 ^-отображения ЭЕЗ'З, 5 с ^ , ЗГ С Я'Л , 

1ГС#3, Р+С'З'З и В + Е ^ З , являющиеся для всякого НЧ /п/ 

операторами типов ( Э ^ 3 —> * яГ / й' + 2 3 ) м (ТТ^1 — > ^^^) 

татами, что для любого слова ? , (?& Б ^ 3 V ? е ТГС/аЛ ) , 

ЗИ^З ( ? ) (соотв. ЭСЗГЗ ( ? ) , соотв. 1Г Е <П (?) , соотв. 

З Г Е П ( ? ) , соотв. Э + т ( ? ) , соотв. 5 + т ( ? ) ) яв­

ляется значением нижней (соотв. верхней, соотв. левой нижней, 

соотв. левой верхней, соотв. правой нижней, соотв. правой 

верхней) псевдопроиеводной ЕО̂ -КФДIТ # в точке ? ; 

2) если $ [ 03-равномерно непрерывна, то 

а) Ъ псевдоравномерно непрерывна, 

б) существуют ЕО3-отображения < I ,Я>7 < 5, 9Г> м<^,^> 

такие, что для любого 103-сегмента 0» они применимы к 0, и 

< 1 , У > (О.) (соотв. < 5 , ^ > , ( Л ) ) -ЕОЗ-ВДЧ, являющееся 

инфимумом (соотв. супремумом) множества 

лчтЬ^1*™ЧхшеЪЬЗ'Ы102) - ^ о л ) ) , а 

< С Г , ^ > ( й ) х < 1 ^ > ( а ) д < 5 ) ^ > ( а ) ; 

3) если х1"1^ я ^ С л г 1 ГлгЗ-КДЧ я чг.Д'Мг ЮЗ-сегмент, 

то 

а) ^^{л^^Я, X е " 0 ) обозначает* п^^ является ГогЗ -

пределом ЕОЗ-КФДП У в точке х1/гь1 (см. С43, стр. 64); 

б) Л(Т,лГА-иг) ^ (ЗЧ*г )~#*(*г ) ) . 

Мн еаметим, что любая монотонная [О]-функция является 

Е0]-равномерно непрерывной. 

Обозначения. Пусть V IО]-функция * < 4ц,**,, Ю З -

последовательность Е03-сегментов• Тогда: 
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1) иц посредством Ж ({ )Ат \^ ) обозначим: сегмен­

ты Н , 0 ^ <п не перекрываются, I Н I » 0 и 

-*3т (0 с ( Н ^ ) % 4 в (Н^)°) ; 

2) если Ж (4 Н^ К ) , то согласно замечанию 1.3 из 

--
4
^ ^

/
$',^Н I 3 [ОЗ-функция, которая линейна на 

всяком сегменте Н ^ , 0 ̂  М, , и выполняет 

У а ^ С л З Ы х ^ е (Н.)°) э ЕГ 4 Н ^ ^ З (* с о д ) = ?(хш)) . 
ля ъ т т. 

Согласно доказательству теоремы 3 из С83 верно следу­

ющее утверждение. 

Теорема 1. Пусть % г_ о]-равномерно непрерывная ^0^-

функция. Тогда существует возрастающая на 0 д 1 I ОЗ-функ­

ция С^ такая, что 

(1) ̂ (0)=0^(^(^).= >|В,Т)+
Л
С-г00,(̂ ,0) ЪсЪ'л С+ о о ^ С ^ ) 

и для всякого АДЧ X , 0 < X •< А & 1 Ъкл С+ ос , Оу, X ) , верно 

(2) - П ( 1 )
К Л

^ Х ) У 1
| С Д

( - С О , Т , Х ) 8с5
к
.
Л
С+оо,У, X)) . 

Следующие две теоремы являются конструктивными аналога­

ми теорем А. Данжуа (ИЗ, стр. 271) и К.М. Гарга 123. 

Теорема 2. Пусть Ф 103-равномерно непрерывная 10]-

функция. Тогда существует возрастающая на О&А I 03-функ-

цдаг <Х такая, что (1) и для всякого АДЧ X , 0 < X ̂  А & 

Е< 1 3 )
К Л
 (+ со

 ?
 (̂ , X ) , не может не иметь место одна из следующих 

четырех возможностей: 

а) выполнено 

(3) $-1$! СЛ) = 5 - Е^З СХ"> -=1)*Ч:П(Х) = 5^ С ̂ 3 (X) 

и 

(4) -со < згчз^и)< + со . 
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б) выполнено 

С5)^С^ЗеХ^--оо ^^^С^1 СХ)-+-^о ̂ Б-г.^-3 СХ) --^^С^Т СХ) 

и 

(6) -00 -< ТЗ+СЗЧ «с + оо . 

в) выполнено 

(7) БЧЙ(Х)»+/о^.РПИ(Х)»-(Х)&^ГИ(Х)в5
+СЯ(Х) 

и(4); 

г) выполнено 

(8) 5 ^ ^ ^ ^ ) = ̂ ^ К Х ) = -со&])~13'ДСХ)-5
ч
'СИсХ)-= + о

<
9. 

Теорема 3« Пусть У СО]-равномерно непрерывная С ОД — 

функция. Тогда существует возрастающая всюду определенна.* 

С О] -равномерно непрерывная ^03-КФДП Оу такая, что 0 -=- С^ ̂  4 

и для любого АДЧ X , п ] ^
Л
 С+ л?^ С^

7
 (^ Г сГД СХ ))

 ?
 выполне­

но л ( з г ^ н * ) . * о VЗГ^^з(X)^ 

и не может не иметь место или (3) или (5) или (7) или (8). 

Замечание 2. Для любых всюду определенной псевдоравно-

мерно непрерывной ^03-КФДIГ $ и АДЧ X 

1) а) * 3 > к л ^ > Х ) эквивалентно (3) С4]; 

б) 1)кл С^, X) эквивалентно конъюнкции (3) и (4) [43; 

2) мы посредством А С Т, X) обозначим (2), посредст­

вом * 3 ^ СЗ^Х) - (5), посредством 3^ (3^ X) конъюнкцию 

(5) и (6), посредством ^ З ^ З ^ Х ) " (?)• посредством 

В
2
 СЗ^ X ) конъюнкцию (7) и (4), а посредством И (^ . , X) 

- (8); если "Ц (3"., X ) , то X называется узловой точкой 

^оз-кФдп т . 

Замечание 3. 1) Существует [ОД-ГЦЧ Р 0 такое, что длж 

любой всюду определенной 101 —КФДП (1< выполнено 0 < | 0 < '1 & 
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(см. лемму 2 иа С73). 

2) Свойства множеств типов Л;*СШСЗ)КЛ С+А?? (^7 *
с ш))и 

АХ С])^л(+<^ ;(^ ) Х))дгде С̂  С01-функция, описаны в С8] и в 

теореме 1.2 ив С4]. 

Обозначения. Пусть $ С01-равномерно непрерывная. 

[ОД-функция, О/ л Яг рациональный сегмент и х С0]-КДЧ. * 

Тогда мы посредством Яи И Э <Ф7 сил Я/> обозначим С01-

функции такие, что \/хсол (:хС 0 ]е 0& >| э ^ (* с о : , ) = 2 . * ш ) X 

С А ^ ^ э 3 < ^ д * > С*Со:1>- ГСАО)) 

( 3 < У О/ л .& > является неубывающей). 

Замечание 4. Пусть сГ С 03-равномерно непрерывная 

С О]-функция, си & Ях рациональный сегмент, с РЧ и X АДЧ 

такие, что 

о/-< Х< А^& Уо1(Х<с1 ^ Л--Р 0 < с < * ~ ) . 
1ХАС1\ 

Тогда легко докавать, что выполнено Фр,^3:'1(X)=Ц^'^^<3:',фд 

^>ЗСХ)^5+С.?ЗСХ)&тг^С^С^ЛСХ)70)^2Ч"а<^ал^>ЗСХ)^ 

З Г С : К 2 > Л ^ > 1 С Х ) .=. /тл^СЗ)~[УНХ),0) . 

Следовательно, верно п-. Сс -бДГЧ'З'ЭСХ) ~1)+СЗИСХ)^ + л? & 

Лемма 1. Пусть #* С0]-равномерно непрерывная С03-

функция. Тогда существует последовательность СОЗ-равномерно 

непрерывных СОЗ-функций ^ 3 * ^ $ ^ такая, что для любого АДЧ 

X из О V /1 выполнено 

" | 1 3 > к л С ^ Х ) у 3 * 1 С ^ Х ) > ^ В л С У - Х > " и С ^ К)) э 
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:>^з™с%[^сх)=<г^г^сх)&нА(^хш*зкл(?;х^ 
* в ^ х ) у % ^ х ^ - , ^ с з ^ х ) ) ) 
и УУС-1-1СЗ2_С5'ЗСХ)= УV5-сэ;'^сx)= У V : ^ + т ( x ) = УV 
5
 +
 С^СХ) = У)эп-|Згт,С0|гС^(Х)= ©Я"

 С
 ̂ «.-3

 С х
 ̂  & 

С 1 )
л л
( У

7
? ^

;
Х ) у -

1
А ( ^

;
Х ) & п * ] )

к л
С ^

?
Х ) ) ) ) . 

Доказательство. Мы построим [О]-функцию Су такую, 

что Усх^СС^Сх
110
-

1
) -с-^(1 - *

с о 3
) )

 ?
 и последовательность 

[О]-равномерно непрерывных СО]-функций ( 3 ^ 3 ^ ) которая 

содержит С О]-функцию $ и для всяких рационального сегмента 

а, д &, съд&^Од^, к НЧт, I 0]-функции 

-СК-.Г+А, , а д Л> + Л/^ , 

Пусть X АДЧ такое, что 0 < Х < / 1 в л и ( У , X) . Тогда 

п-1(-оо<^+[ :псх^БПзч(х)< + а>у-с0<1Г[?-зсх> V 
ТГСЗ^СХ) < + со) , Ввиду -того, что Л>

+
С-.Т] СХ) = -Д)

+
С̂ (.Х)А. 

&10
+
[Ср(1-Х) = 1Гт(Х)&Б

+
&ОЛС<,-Х) = - ! г т ( Х ) , 

требуемое легко доказать с помощью замечания 4 и леммы 1.4 

из [41. 

Доказательство теоремы 2. Пусть У I О]-равномерно не­

прерывная ЮЗ-функция, а ^^-ъ-^пь, построенная согласно лем­

ме 1 последовательность 10]-функций. Мы используем теорему 1 

и для всякого НЧ агь построим, исходя от 3 ^ ч НО]-функцию 

/̂гп/ » обладающую описанными там свойствами. Существует [03-
ео 4 

функция С^ такая, что (^ - ^ 0 2 ^ - и • ^ . Легко убе­

диться в том, что (^ обладает требуемыми свойствами. 
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Можно доказать следующее утверждение. 

Лемма 2 . Пусть У [ О]-равномерно непрерывная 101-функ-

ция, а с^ НЧ. Тогда существуют [01-последовательность 103-

сегментов 4 Н \ „ [ 01-последовательность систем ра~ 

циональных сегментов {{ си? А Ь™ I. п } и возрастающая 

на 0 ^ 1 [ 0]-функция ф^ такие, что 36 ({ И^ ^ ) & 

ЬУаМа<>АпЭ/*(ад*е(н^^^ 

Теорема 4 . Пусть *$ [0.1 -равномерно непрерывная Е 03— 

функция. Тогда существует возрастающая на 0 д 1 [01-функ-

цияЭе такая, что ЯС0)= 0 к Ж (4) « 4 8^^Х ( Н А (У, X) &. 

& п * ] ) к л с ^ Х / ^ , 

(М«* напомним, что Х"'* обратная к Ж [03-функция и З * 9 # ~ 

суперповиция У и 2&~ . ) 

Доказательство. Мы используем лемму 2 и для всякого НЧ 

с^ построим для Э' (соотв. для - У ) [ О)-последовательность 

[01-сегментов -I Н * }™2 (соотв. { Н* \1^ ) и [03-функ-

цию ( ^ (соотв. С^ ) , обладающие описанными там свойствами. 

Согласно теореме 1 мы построим, исходя от Т , [03-функцию 

С^ , удовлетворяюпую перечисленным там условиям. Мы опре­

делим 

Тогда К0 возрастающая на 0 д 1 [ 0]-функция и Ж0(0)-0& 

Ид С1) •=- 4 ., Мы опять используем теорему 1 и построим, исхо­

дя от У * (2С 0 )~ ? [0)-функцию О, , обладающую описанными 

там свойствами, и определим ЭС̂  ̂  (.К, -+ — • (^) .. Ж ^. (Ж * Ж ) , 
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Тогда 36 возрастающая на 0 д А 101-функция, 

Л Л А 

(ЖУ 7 \Ж Т и ЭС~ удовлетворяют условию Липшица и, таким об-

разом, УХСВ К Л СО,?;Х)ЭЗ) 1 6 Л СО,г^зе" 1 ,^ ГЖШ>» . 

Пусть X АДЧ,тАС#,Х) & п ^ ^ С Г , X) . Тогда Хе 0 д 4 & 

^с^]сx)<^с^^(x)з<п-^(~^<^с^^сx)V^с.^](x) < +<») 
и, следовательно, 0 < X < 1 :э ЪцА С-г с», С^ X ) . 

Пусть, например, — оо<1)СЗ^СХ). Тогда 

(9) м#*сэе вг 1н<^[зе взсх))« о 

и не может не существовать НЧ <̂  такое, что УсъЛг(&< Х<Лгэ 

Л (У, а Л .& ) -̂  Л ((^луО, д >2 )̂) и, следовательно, 

(10) $ С У * С ^ Г ' К Й ^ С З ^ Э С Х ) ) < + со . 

Если .Д^СУжС^Г1, Ф^СЗв^СХ)) , то - очевидно 

1 )
1и

( 0
1

9
'*

( 9 е
о

)
Л ^

С
^ о

К Х ) ) и
» следовательно, 

(и) ^клсо, ̂ *эе~\ с^гякх)) . 
Пусть тВ К Л СУж(Ж 0 Г 1 ,<^С# 0 КХ>) . Тогда о ^ х < 

< ^ Э ^Кд(•гСО.,^^С^С^^СX)) и, таким обраэом, ввиду (9) и (10) 

и свойств [0^-функции Жл имеет место ( 1 1 ) . 

Ввиду того, что (11) эквивалентно своему двойному отри­

цанию, доказательство закончено. 

Ввиду леммы 1 и теоремы 4 для того, чтобы установить вер­

ность теоремы 3, достаточно доказать следующее утверждение. 

Теорема 5. Пусть $ [0^-функция. Тогда существует воз­

растающая всюду определенная [О]-равномерно непрерывная [ 0 . ] -

КФДП Су такая, что 0 ёк % ё: <1 & У т - х ^ О ) ^ С О, У, ос С л Э ) о 

3 ^ 1 ( ^ С ^ #^1тЛ)Ь ^ К Л С+ *>, $,, ^ » ) . 
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Теорема 6. (Ср. С 53, стр. 424.) Пусть ^ I О]-равномер­

но непрерывная. С О]-функция, для которой не может не сущест­

вовать НЧ /|г такое, что 

» л , о x^ № - 0 1 / , ^ / СОК ~, Ю1и. ^ , СО] С 0 7 м 

(12) '.-^тг&У* (ц, ( ! У ( х ) - : Г ( ^ Л ^ ^ ' / л - ^ ' / . 
, 102 

Тогда существуют СОЛ-последовательность ЕОЗ-КДЧ •( ^ ^ ' ^ и 

возрастающая всюду определенная СоЗ-равномерно непрерывная 

С01-КФДП 0- , для который выполнено ^ ^ ^ Л ^ А ^ ) (^5)) , 

О ̂ ^^г^Ъ \*М \ л ( + оо^^Х^) и для любого АДЧ У такого, что 

множество л X (Фр, С 3^1 (X) =- У ) является инфинитным, вер­

но \А(.+ со&,У) . 

Доказательство. Мы можем без ограничения общности пред­

положить, что У(0) « 0& З'Ш-.МЯ. О ^ ^ 4 . Мы использу­

ем лемму 2 из 15.1 и построим СО}-последовательность ЮЗ-ВДЧ 

{ х 4 4 ° ] такую, что 2 ( ^, -Г * % ? " Л ) , т . е . Уо,^ (ЭЛСГййж 

* ^ М а / - < ^ : > 3 ^ < 1 , П ( а д * Ь ^ 
а) Пусть Р ^ ^ О ^ ^ ^ 2 , где I НЧ и /м̂  и ^ 10,3-

НДЧ такие, что ^ < ^ 1 < ^ 2

< / ' ^ " 1 ^ ^ г % у 1 ' 1 а : % / ^ 
., СОЛ 101/, соз [0]|, _.С .л-л Ш\ *г/ Шм ^ 4 • ,-, л лм и̂ 
\/х <$ ( Ь - ^ 1̂ -2 э\7Ы )-э(у )\<^-'пиль (^ уЧ-^'' л 

Тогда существуют рекурсивное множество НЧ 71 р , возраста­

ющая система НЧ <+^^о и РЧ б" I Р1 такие, что 

У Ш б Л р = с ш * 2 ^ . ( < ^ г > ( ^ 

* V , < * - Ч - ^ Н ^ 0 ^ л=11Ь<Г1Ри.Ял\?&&- А Щ-1 . 

Пусть ^ НЧ и *С с л п л <&т^<т,-/\ система неперекрыва­

ющихся рациональных сегментов такая , что У/т 1^ ̂  ть ^'Ь о 

э ^ Д / ^ а <-И(Г,У>Сс дсб )).Тогда V**, ( 4 - * * * * - * Р Э ^ С ^ 

- 466 -



и, следовательно, если для НЧ ^ь верно (12), то 

~~. \п^ д^иоГСР! . 

б) Пусть <2, НЧ. Тогда существуют С03-последовательность 

дизъюнктных С03-сегментов 4 Н ^ I и [03-КДЧ ту! такие, 

что 

(13) 

а^г^еснУ))&^<2-а8<сД|н^ я й г ^ ) . 

Мы построим ПОЗ -последовательности НЧ т / т ^ ^ о^^т,*™, 
и ^ ^ о ^ . ^ и СОЗ-сегментов 4. ь л .. V , т-Ц ^ и 

€ , 2 С О . ) и * 101 101 ( П 101 10.1. 0 -<»Че 

«I ^ 5^ такие, что \/.гх ^ (и.х - ^ и х л э 
э | Г С л т ) - ^ С 0 3 ) к 2 " * ^ / т ^ ! н 2 г | ) ^ ^ < т у 4>ДМпЛН* с 

L01 
IV Существуют С03-последовательности РЧ ко, \ 

, , 103 
Ха"1,>«,*<п, такие, что 

Тогд* « - Ь С а ^ а ^ . и ^ С Н ^ 9лСн1)эсг 2 / 4< а ^ ) ) . 

Следовательно, согласно замечанию 4 из С91 можно построить 

* р<п, \п,6 Ц такое, что ® , в ^ ? С 4 Р ^ ! 4 / ! а э О . , 1 1 , возрас­

тающий объект типа Ч^ и для почти всех [0]-КДЧ х с о ^ из 

О д 1 (см. [ЗЛ, стр . 58) верно 

* с Л ^ ы Ч в + . г - ^ ^ . с о ^ - % 1 ) , в , * " , ) . 

Можно доказать, что существует возрастающая на 0 д 4 С03-

функции- (̂  такая, что 
л» 
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с^(0)=о«<^М) = / 1 & У У 1 0 < у < 1 & - 1 5 к д С + < » , ^ , У ) з 

в) Мы построим возрастающую всюду определенную [ 0 1 -

равномерно непрерывную 101-КФДП ^ , для которой выполнено 

(14) 0*9^**УСУ«Лп.Эя1(Уе Н*) э \лС+ °° & У } ) * 

Ввиду а) и б) для завершения доказательства достаточно 

определить $ ^ (| • ̂  4-Д ̂  - <^) * 

Лемма 3. Пусть # монотонная [О]-функция. Тогда сущест­

вует возрастающая всюду определенная [О]-равномерно непрерыв­

ная [03-КФДП 0. такая, что 

0 ^ М * У Х ( ^
л
( 0 , Г , Х ) : > Р

к л
( ^ , < ^ т С Х ) ) Ь 

Доказательство. Мы можем без ограничения общности пред­

положить, что $ неубывающая С01 -функция и З^СО)- Ок :УИ) = 

= 4&0^-Ух^
в
мл построим [0]-последовательность [01-КДЧ 

-С зо^ ̂ , Для которой верно & ̂ *
Ж
А,*4-, ' (лемма 2 из 

15]). 

а) Пусть % НЧ. Тогда легко построить [01-последова­

тельности дизъюнктных С01-сегментов Ч Н* * и -^^5 

я ЕОЗ-КДЧ -и̂  такие, что (13) и Э
Л
 ». С*') •= 0 & Э ^ ц . - ) -

Следовательно, УлтЛи^ О/И) & Уо,(0<а< 4 эЗ<п (си <г СI*! )°)) 

и, таким образом, Ж Ц ^ ^ ) , Ясно, что СЗ^Н 1^5^
0,
3 

возрастающая на О -Д ̂1 С 01-функция и УХ С0<.X^^ Ь. п Э/иЛХ е 

б) Легко построить возрастающую всюду определенную 
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С0]«равномерно непрерывную 103-КФДП 6 такую, что (14). 

Для завершения доказательства достаточно определить 

Лемма 4. Пусть & 10]-функция, удовлетворяющая усло­

вию Липшица. Тогда существует возрастающая всюду определен­

ная СО]-равномерно непрерывная С0}-КФДП (̂  такая, что 

0*5-^*^Х11)
Нл
(0,^Х)д])^(+во,5^

СГКХ>))
 ' 

Доказательство. Мы используем теорему 6 и построим, 

исходя от *Г , С 0^последовательность С0]-КДЧ н. %.^ 1^ и 

[0.1-КФДП ф , обладающие описанными там свойствами. Сущест­

вует последовательность монотонных 1*0.1 -функций *'3^$^ - ко­

торая для любого рационального сегмента со д & 9 со л Л/ <=. 

& 0 л А } содержит СО.]-функции У <.$, съ л ЛгУ и -У<^^сол 9УУ. 

Согласно лемме 3 существует последовательность возрастающих 

всюду определенных С О]-равномерно непрерывных ЮЗ-КФДП-С^^^ 

такая, что 

Мы построим всюду определенную [0.1-КФДЧ Ц, такую, что 

- 4 со /[ _ _ 

^ М 3 Г+л^о 1Щ * (Ь^ ) ' 1 Ь г д а ° - ^ **! и ^ является 

возрастающей и СО]-равномерно непрерывной. 

Пусть для АДЧ X верно \ л ^^^З
!/А) * 

Если \ л (+со, <^, 0/гС^МХ)) } то 

(15) \ А С+оо,^., Ф/гЛ'ЗП СХ)) .-

Пусть 1'РК Л (+ <*,(+, Фр, 1^1 (X )) „ Тогда 0 < X < А & 

т ЗЛ (%ь С &] С X ) * %1 ) и не может не существовать рациональ­

ный сегмент Д/ л Ь , для которого выполнено 

О 4- о, < . Л < * - М & у / ( У б а , д А ' & ^ СТ1СУ) =-
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-<&^ГГКХ)эУ«Х)&0< ^{^)-Щь1Г1Ш)Л(д^1 13*]Ш-$(*<))% 

Следовательно, -. тЗАШ^СЗуШ •=- Щъ1?КК)&1)кл С0,5^эЛ )) * 

тогда (15). 

Ввиду того, что (15) эквивалентно своему двойному отри­

цанию, доказательство закончено. 

Доказательство теоремы 5. 1) Пусть т НЧ и .л п 

о̂г1 -КДЧ такие, что -Р
кЛ
 СО, 3^ * '

1г
 ) . Тогда согласно леи-

ме 1.11 И8 ̂ 4.] верно .Э*^ Ь (<#. , зу * / «> Для лю-

бой ^0^-последовательности 10] -сегментов 4 Чт. *>«* такой, 

что *М> (^Н^^ ) ̂  1 3 ^ (х
 в

 *"*>т,̂  ? очевидно выпол-

нено ])
к л
С0^?

7
4И

т
]^ ] ; .х ) & % СI. (^ , 

^ Н ^ О , * ^ * Ь
С
^""\ *, о<

С
"Ъ) . 

2) Ввиду леммы 4 иэ 171 и 1) существует последователь­

ность 101-функпий, удовлетворяющих условию Липшица, -{З̂ ?,,*,, 

такая, что ^ х
1
* ^ Э

к л
 (О, У,

 0
,-

л
*'

1
) э л л 3/и* (^(вр, -^Э(*С-п1>,.Г, 

Для любого НЧ ̂ п/ мы используем лемму 4 и построим, ис­

ходя от 3^ , С0.1-КФДП Су^ , обладающую описанными там 

свойствами. Для завершения доказательства достаточно постро­

ить всюду определенную ЕО]-КФДП (1, такую, что 

Замечание 5. Пусть У ^0]-равномерно непрерывная [03-

функция, а | и 71 ^0]-ПЧ такие, что $еХ1™\ ^С-ГК^еТТ^вс 

^ е 7Т̂  & (О^ь С&1 («I) б ТГ̂| , Тогда согласно лемме 2 из 171, 

лемме 1, теоремам 1 - 4 и замечанию 3 

•> з г т ц ) , 5'с^зср , р^са'кр иЗгЧт:и|) 
бесконечны и -п С СК Л С- оо > ^ §) V \ Л (+ро, У, \ ) ^ *Б̂  ( ^ ) у 
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б) -п (Р^СО,^ Ч) V В^(Т,^)&3"Ч"П(7> = 

= О у " 3 ^ т ^ & З Г т Ц ) = ОуЦ(Г
;
 >г)) , 

Пример. Существует псевдоравномерно непрерывная [О *-

функция & I 01 -слабо ограниченной вариации на О А 1 (см. 

[41, стр. 63) такая, что 

?(0) -.0*сЗЧ1)*'1&0*-3'-Н& ̂ С 0 3
 (0 < ̂

С 0 |
< 4 а 

пп . з * т ( ; г и ш ) «,/ 0 ,&о< г ^ <*с01>< ТI*] <*ш> < 
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