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OOMMSlfrATIONES MATHEMATICAL UNIVKRSITATIS CAROLINA! 

22,4 C1981) 

HPM.rDT.EHTH B KOJ1BUAX C mjIMOUYJJIWm T0I4ECT80M 

K.H. BEftAAP 

Abstract 2 In this note we eons tract ed an example of a> 
ring with polynomial Identity without nonzero idempotenta 
the ring of 2 * ̂ -matrices over which has an infinite family 
of nonzero pair-wise orthogonal Idempotenta. This example 
gives a negative answer on one question of L. Small. 

Key words: Polynomial identity, idempotent. 

Classification: 16A38, 16A42. 

Хорошо известно, что если кольцо М ^ С К ) - лг- х /^-мат­

риц над коммутативным кольцом Я содержит бесконечное мно­

жество ненулевых попарно ортогональных ндемпотентов, то коль­

цо К тоже содержит бесконечное множество ненулевых попарно 

ортогональных ндемпотентов. В свяэи с этим Смолл поставил 

вопрос: если К - кольцо с полиномиальным тождеством и коль­

цо М ^ (К) содержит бесконечное множество ненулевых попар­

но ортогональных ндемпотентов, то будет ли кольцо К содер­

жать бесконечное множество ненулевых попарно ортогональных 

идемпотентов? [3 , стр. 381, пункт ЭОЛ. 

В данной работе строится пример ?! -коььца не содержа­

щего ненулевых идемпотентов такого, что кольцо 2*2 -мат­

риц над ним содержит бесконечное множество ненулевых попарно 

ортогональных идемпотентов. Тем самым дается отрицательный 
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ответ на этот вопрос Смолла. 

Отметим, что аналогичный пример получен также А.З. Анань­

иным (устное сообщение) . 

Пусть 2 - кольцо целых чисел, А « 2 С х . > > х > э . х , , х / 3 -
? 2. ' 3 т 

кольцо многочленов над 2".
 ?
 ^ = х ^ х*> В =- Л^ - локализация 

кольца; А по мультипликативно замкнутому подмножеству 

4А .. ̂ , ̂  ,..»
?
 ' ^ .. , } , Положим 

- г1-10 .о/» *а-Ь ,о/> *з-и1,х2; > ^ - и ь , ^ / • 

Далее, пусть 2) ~ М* С В ) - кольцо 2 x 2 -матриц над коль-
Ч 

цом В , Е = ̂ * ^ В & 2> , Ясно, что ^ ^ ^ ^ ^ Ч с * , * ) 

для всех -I,
?
 ̂* -*• 4

7
 2, З

у
 4 . Следовательно Е - подкольцо коль­

ца 2) . Очевидно, что кольцо Е удовлетворяет всем тождествам 

кольца М« С Е>) . 

Лемма 1. Пусть е - ^ - матрица размера 2 х 2 у которой 

на (-V.-̂  ) -месте стоит 1, а на остальных местах стоят нули. 

4 -4 -4 -* 
Тогда: 1. Элемент АО - ̂ ^ з ^ " "

 + е
^^т ̂ * ***

 е
-И ̂ 1#

 + в
^- ̂ 2 ̂  

является идемпотентом кольца М^СЕ).2« Кольцо Е не содер­

жит ненулевых идемпотентов. 

Доказательство. 1. Ясно, что кольцо М«(Е) является 

подкольцом кольца М̂ . ( В)
 #
 Первое утверждение теперь прове­

ряется; с помощью правила перемножения матриц в кольце М (Ь). 

2. Предположим противное. Пусть е -» ."-§*-• я- ̂  (где 

4г,, € В ̂  ̂  -̂  ̂  ̂ 4 - ненулевой идемпотент кольца Е . Положим 

J*ъ>**\ J+л,І*A 

Ясно, что % 9 ^ъ е 3) и е =* ф,х . Значит, Э # э е . Так 

как элемент «збг̂  ^ = X "»х - ^-Хь и е является обратимым в коль-
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це В , то матрица % не является обратимой в кольце 

М 2 ( В") = 2) * Поэтому 0)х, ф ^ и е Ф А . Далее, пусть 

Р - В ® В - свободный В ""м°ДУЛь ранга 2 . Отождествим коль­

ца Э-= М 2 СВ) и Ъ.тЛъ Р . Имеем: Г * Г е © Г ( 4 - е) .*Так 

как Р - свободный модуль ранга 2 над областью целостности 

Б и Ре + 0 + Р ( 1 - е ) 7 то Ге и Р ( 1 - е ) - проек­

тивные модули ранга 1 [ 1 , с т р . 114, Теорема 7 . 1 ] . Очевидно, 

что В « -^---*.*/*.)>**з» *-* - ^ ~ кольцо с однозначным р а з ­

ложением на простые множители. Пусть 5 - множество ненуле-

вых элементов кольце В и 5~ В - локализация кольца В 

относительно мультипликативно замкнутой системы 3 . Ясно, 

что система 8 порождается простыми элементами, каждый из 

которых порождает в кольце В простой идеал. Далее, очевид­

но, что Б"" В - поле частных кольца 5 . Поэтому проек­

тивные 5 В -модули ранга 1 являются свободными модулями. 

Из [ 1 , стр . 125, Предложение 7.153 теперь следует, что про­

ективные В -модули ранга 1 являются свободными модулями» 

Следовательно существует обратимая матрица плГ е М С В>) та­

кая , что 
А 

Пусть & - дедекиндово кольцо с нетривиальной группой 

классов идеалов* Тогда кольцо О содержит некоторый идеал Ь 

не являющийся главным идеалом. Из С 2, стр. 22, Лемма 1.71 

следует, что С -модуль Ь ф Ь" изоморфен модулю С? Ф & • 

Отождествим модули О ф О и Ь ® Ь~ • Ясно, что 

Епьс^в (6 ф О) =. ЫгС&) . Пусть 

" Ч Г 1 , Г 2 Ь ^ є & > <**,**--
\^П4 » Д W ^ 
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•ндоморфявм б -модуля б ф ( т , соответствующий каноничес­

кой проекции ва прямое слагаемое Ь • Ясно, что V - идем-

потентная матрица ранга 1. Значит, Ън,1Г** %'\+Си21 ж
 ^ * Опре­

делим гомоморфном колец ^5 А — > © , полагая -РСл
1
)« а^., 

{(х^) ш <ъж 1 *<**.)* % , ^ Ч )
 * %>-

Т о г д а ^ ^ т *М + **% *
 1
* 

Следовательно гомоморфизм *Р продолжается до гомоморфиема 

колец ^: А^—• 6-. Ясно, что гомоморфмам 4 определяет го­

моморфная колец с%> ж М
д
 Ст*); М^ С В) —> М^С©)

 #
 Отметим, 

ч т о ^ ^ - ^ , ^ ^ ) -
6
^ , Ъ&ъ) -*$>(1ь)ъ>(х>) =<}(1ъ)лГ. 

Положим хУ ж ^ С ^ ^ ) , об ж С^(ШУ) . Ие равенства ( * ) и дока-

еанного выше теперь следует, что с1Г «^дЫе,, ,-в^«лУ, ̂  *•» лЗч 

Следовательво ©-модуль С© ф ©) дУ маоморфев © -модуле 

© • Очевидно, что выполняются следующие соотношения: 

С©е*(&Ф©)&е(б©©К4-<в'), с©е©)& & се© ©>^» ь . 

Так как © -модуль (В Ф Ог)Яг выделяется прямым слагаемым 

в © -модуле © ф © , то он выделяется прямым слагаемым в 

любом подмодуле модуля © в © его содержащем. Значит, 

С© ф &)Лг - прямое слагаемое © -модуля Ь . Но Ь - идеал 

области целостности. Следовательно ов не разложим в прямую 

сумму ненулевых ©-модулей. Поетому (ОфО)А'шЬ * Ь -

главный идеал кольца © . Получили противоречие с выбором 

идеала 1# • Поетому кольцо Е не содержит ненулевых идемпо-

тентов. 

00 

Теорема 1 . Пусть Я -,-П^К^ - прямое произведение колец 

К*, ,ъ~ 4,2,..-» , каждое на которых равно кольцу Е • Тогда: 

1. Кольцо Я удовлетворяет всем тождествам кольца 2 x 1 -

матриц над полем рациональных чисел. 2 , Кольцо Я не содер­

жит ненулевых кдемпотентов• 3 . Кольцо 2 x 2 -матриц над коль-
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цом К. содержит бесконечное множество ненулевых попарно ор­

тогональных ндемпотенто»• 

Доказательство. Первые два утверждения теоремы непо­

средственно вытекают на доказанного в лемме 1 и ив построения 

кольца 6 . Докажем третье утверждение. Пусть а.^ >а<Ц2>а1Я*С1Ъ22 

- элементы кольца К , л, -ая координата которых равна %.~ <%~ *, 
-1 -* -4 

\ ^ > ̂ л У > х1^ соответственно, а все остальные 'коор­

динаты равны нулю. Далее, пусть 

"+*е<иЪ« + е*"Ы+ЪгЪп + е22«Чм * V ю • 
Тогда из леммы 1 следует, что 4-и^, хс^,.-,, <^>». Л - бесконеч­

ное множество ненулевых попарно ортогональных идемпотентов. 

Итак, теорема доказана. 
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