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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 

22,4 C 1 9 8 1 ) 

HOBOE ДOKAЗAT&ЯЪCTЩ CУЩІCTBOBAHИЯ EЙHOMПAKTHOГO 

(x -PACШИPfîHJШ 

C . À . AHTOHЯH 

Abstract: We present here a new proof of the theorem 
about the existence of compact G-extension in the case of 
compact Hauadorff group G. 

Key words and phrases: G-spaee, equivariant, compact 
G-extension# 

Classification: Primary 54H15 

Secondary 54D35 

Решая задачу классификации конечномерных <? -пространств, 

Р. Пале [ Ю ] установил существование бикомпактного С -расши­

рения произвольного тихоновского С -пространства в случае, 

когда действующая группа 0 является компактной группой Ли. 

Позже Ян де Врис 111] распространил этот результат на случай 

любой локально бикомпактной хаусдорфовоЙ группы- & . 

В настоящей работе предлагается новое доказательство 

существования бикомпактного б -расширения произвольного ти­

хоновского С -пространства в случае, когда действующая груп­

па 0- бикомпактна и хаусдорфова. 

Во8можно, что наш способ дог«-»ятельства окажется, полез­

ным и в иных ситуациях. Во всяко работы 111 к Г 23 

существенно иа него опираются. 
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Ниже мн будем придерживаться принятой в теория <з -про­

странств (или топологических групп преобразований) термино­

логии (см»» например, 1 1 3 - 143,1103,1111). Все пространства, 

в том числе и действующая группа <? , ниже всегда предполага­

ются хаусдорфовыми, и если яе оговорено противное, то всегда 

предполагается, что & -бикомпактная группа, хотя некоторые 

утверждения верны я в более общих случаях. 

Пусть Т - бикомпакт. Черев С(Т^ будем обоеначать ба­

нахову алгебру всех непрернвннх вещественноэначннх функций 

^ • -г-_-> |̂  рассматриваемую в норме супремума 11^11-5ир II* ("Ь)1* 
•Ь €Т 

Лемм» 1. Если Т бикомпактное От-пространство, то яа 

банаховой алгебре С (Т) определяется непрерывное, линейное 

н изометрическое действие групш (х согласно формуле 

(1) Ц>,Л-*2*; <»*>(*>-*ф"'^, 

где %€&,$€<: (Т)у±€Т. 

Доказательство - простая проверка. 

Если группу О- превратим в С- -пространство с помощь» 

действия 

($,,*/--***Х » ОС^5 ^,Х€(3-

то согласно лемме 1, банахова алгебра С ((г) превратятся 

в ($ -пространство с действием С^ОСх) * •?(*<%). 

Пусть X произвольное (у -пространство. Черев Е * ( Х ) 

обозначим множество всех таких зквивалентных ' отображений 

ср
 :
 X —-» С ((*) , что замыкание обрава с? ( X ) -бикомпактно. 

Лемма 2. Для того, чтобы тихоновское С -пространство 

1) Эквивалентное отображение всегда предполагается непре-
рыяямм. 
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X обладало бикомпактным б -расширением, необходимо и до­

статочно, чтобы Е*(Х) разделяло точки и замкнутые множест­

ве ив X (в том смысле, что если Г замкнутое множество на 

X не содержащее точку си е X , то ср (сС) ф <р (Р) для не­

которого <р е Е*(Х) • 

Доказательство. Необходимость» Пусть В .?Х некото­

рое бикомпактное С* -расширение для (•* -пространства X », а' 

точка а> е X и несодержащее ее замкнутое в X множество 

Г с X выбраны произвольно. Пусть ф -замыкание множестве V 

в бикомпакте В . Ясно, что си е §> . В силу полной регуляр­

ности бикомпакта "В , существует такал непрерывная функция 

-Г- Б -^ "К
 ?
 что •ГСа)-г1

>
 ?(ф) =- О . Положим ?*(*)($)** *($*), 

для всех Л(е В } <^б й . 

Легко видеть (см., например, М З ) , что *?* е Е*(В) . По­

скольку {'*(а,)(е) ~"гЧа) Ф44'^ ) = 4 ' ч (^Ке) для всех .^е ф и еди-

ницк е группы б , то ^ ( а ) <*р ТТЩ) . Положим <р- ̂ *)х " 

ограничение отображения Г* на (1 -пространсве X • Совер­

шенно ясно, что 9 | Е**(Х) и <р(<г) е <$ СР) у чем и заверша­

ется доказательство необходимости» 

Достаточность. Пусть Е* С X ) разделяет точки и замк­

нутые множества из X . Рассмотрим диагональное отображение 

определенное семейством Е * (X) * т.е. ос (х) (9?) = ср(х) . для 

всех х е Х , ср е Е* С X ) . 

Хорошо известно, что в нашем случае об является гомео-

морфным вложением (см* 163, стр. 158). Далее, в силу эквива-

риантности каждого из отображений ср е Е * (X )
 7
 все множест­

ва ср^Х) ,а следовательно и все множества ср(Х) - инвари-
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ажтжм ж С ((•*). В сжДУ атого очевждно, что на прожеведении 

О, ~ П Ф (X) опредадяетсж непрерывное действие группж 

(5 согласно формуле 

гда ^ « б , ^ ^ ^
 в
ф « Ъ * б 0 ^ ^ ж у € Е*СХ).Тжкжм образом 

0| превращается ж б -пространство, которое к тому же бж-

компактно, как проиеведение бикомпактов. Ив •квжваркантнос-

тж всех отображений до с Е* (X) немедленно следует еквива-

рнантность гомеоморфиема ос
 #
 Поетому множество ее ( X) ж 

следовательно ж его еамнканне ос С X) ж б -бикомпакте 0, -

инвариантнн. Для завершения докаеательства, остается заметить, 

что ос (X) вместе е жждуцированным ив О» действием группж 

6 $ является б - бикомпактом, а пара (ос(Я),об1 - биком-

пактнмм 6 -расширением тжхожовсхого & -простражства X • 

Таким образом, в силу леммм 2 существованже бикомпакт­

ного С-расширения у тжхоновского О -простражства X , ж 

случав бикомпактной группж в следует на следующей теоремм? 

Теорема. Пусть & -бикомпактная группа, ш X -тихонов­

ское й -пространство. Тогда Е*(Х) равделяет точки ж еамк-

нутме мжожества жа X • 

Перед доказательством теоремм докажем еще несколько 

лемм* 

Лемма Э. Пусть й -любая группа, X - любое & -прост-

ранство, ж Н - замкнутая нормальная подгруппа группы С . 

Тогда жж простражства орбит *|ц определяется жажожжчесжоа 

жепрернвное действже группн й согласно формуле 
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(2) ( ^ Н ( х ) ) - ^ 9 Н ^ > * Н ^ х ) для лябвж &ей} Нбх) е Х |ц э 

А пространстве орбят * |> я |($ естественно гомео-

морфнж. 

Доказательство. Во-первых отметим, что длх любо! лод-

группж И с (э ограничение действии группм б на Н явля­

ется непрернвнмм действием группа Н на пространстве X . 

Так, что вапхсь *|ц хмеет смысл. Покажем, что определе­

ние действия (2) корректно* Действительно, если смежнее клас-

сж Н(х) х Н ОуЛ совпадают, то п^^ Льх длх некоторого 

Ли е Н . Тогда < | ^ «. д ^ х . Н о в силу нормальности подгруп­

пы Н , <%Яъ = К'а, длх некоторого Яь е Н # Значит %>^ » 

« ^ и « А^«х , и следовательно ^ ^ ) а Н ( ^ ) = Н ( % ^ ) = 

« Н (ф"*^ * Легко проверять, что отображение (ф-,Н(х))~>д-Н(х) 

и и х ^ в * |^ действительно является непрернвнмм 

действием. Пусть р:Х—*- |од * $ ; X—*• *](} и л : Л и ~ > 

XIИI 
\§ - естественнее проекции. 

Ие коммутативности диаграмме 

< > х Х *±^ Х 

+*? I I р 

^ х 1 н — х 1и 
с учетом непрермвности действия ф х группм 6 на X я от­

крытости отображений Р и о, х Р Сем» 11011 стр# 2), где 

-ь - тождественное отображение группм б , непосредственно 

следует непрермвность действия <^-Н(х) группм & яа прост­

ранстве орбят *|ц • Далее, поскольку Р(<^х) -= И (д,х) • 

* ^Н(х^5|Р(о.. ,,т.е. Р - еквивариаятно, то согласно пред­

ложению 1.1.17 ив Г103 диаграмма 

765 -



* л — — > 

(Ж) •c r > 
Х |

б
- ^ Х | Н |

б 

коммутативна, где р -непрерывное отображение индуцирован­

ное отображением р согласно формуле р(СхС»х)) = 6 (р (\)) , 

для всех Сх и\) е *1^ * 

Покажем, что р искомый гомеоморфизм. Действительно, 

иэ коммутативности диаграммы {*) с учетом непрерывности и 

открытости всех проекций р , с^ , к, ([10.], стр. 2) следует 

открытость отображения р . Иэ того, что р является отобра­

жением "на": следует, что р тоже является отображением 

"на". Остается показать вэаимоодноэначность р • Пусть 

рС&С*)) - рС6Ч^)),т.е. 0(р(х)) = С (р ОуЛ) .Тогда рС^Ь 

* с^р (х) для некоторого а, е (? .> т.е. Н (<и) « Н('^х).Сле­

довательно /и/ = ̂ а * для некоторого А/ 6 Н , а значит бСх) = 

* б (<у,) .Таким образом взаимооднозначность р , тем самым 

лемма 3 доказаны. 

Лемма 4. Пусть ^ - бикомпактная группа, М - ее замк­

нутая подгруппа, а 11 - окрестность множества М в ^ . Тог­

да существует такал замкнутая подгруппа К группы; ̂  , что 

М с К с Ч. з а фактор пространство | и -метризуемо. 

Доказательство. Ясно, что группу ^ можно рассматри­

вать как М -пространство с обычным групповым умножением в 

качестве действия группы М на пространстве ^ • Поэтому в 

окрестности и множества М существует М -инвариантная ок­

рестность \М с и - т.е. такая окрестность И/ , что М*^с 

с УУ , где №•№' *\<%х -%<%е М , х е Ы ^ (см. ПОД, стр. 5). 
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В силу известной теоремы из теории топологических групп 

(см., например, С?}, стр. 128), в окрестности И/ существу­

ет такой замкнутый нормальный делитель N , что фактор-груп­

па *-* | ̂  метризуема. Покажем, что произведение К - КЛ - Ы — 

искомая подгруппа. Во-первых, подгруппа К замкнута в силу 

бикомпактности М и N . Далее М с К « М - N с М * № с 

с Щ с "Ц . Остается показать метризуемость фактор-простран­

ства *- | ̂  • Полагая в лемме 3 Х = - * , б » К , Н в Н , по­

лучим гомеоморфизм \* « *-'™|^ -Но в силу метризуемости 

^[(^ и бикомпактности К , пространство орбит 1{< то­

же метризуемо (см. С Ю 1 , стр. 4). Следовательно, *- |и тоже 

метризуемо и лемма 4 доказана* 

Лемма 5. Любое метризуемое бикомпактное С» -пространст­

во Т можно зквиморфно (т.е. эквивариантно и гомеоморфно)вло­

жить в банахово б -пространство С С Т ) • 

Доказательство. Возьмем инвариантную (относительно дей<ж. 

»ия групп» б ) метрику аз на Т , существование которое 

обеспечивается бикомпактностью группы б (см. [101, стр. 4) 

и определим отображение л, ; Т —> С С Т ) формулой 

<С(-Ь)(х) я рС-Ь,х) Для всех Ъ,хеТ . 

Тогда ь - искомое вложение. Действительно, -{.-гомеоморфизм 

(153, стр. 88), а инвариантность метрики р в точности озна­

чает эквивариантность отображения -I . Лемма 5 доказана* 

Лемма 6* Пусть Й такая замкнутая подгруппа группы О , 

что фактор пространство ^ ( ^ метризуемо. Тогда в банахо*»-

вой б -алгебре С С б ) существует такой элемент ?0 , что 

стационарная группа б^ » ^ е б ; с ^ - ?
0
 I в точности 
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совпадает с Н • 

Докавательство. Согласно лемме 5 существует аквнморф» 

ное вложение ъ % (*|̂  —> С ( ̂  |и ) (у -пространства (*)ц 

с действием (2) в банахово С -пространство С С \а) с дей­

ствием (1). Пусть р ; С — > \ц ~
 в с т в с т в е н н а я

 проекция. 

Ясно, что индуцированное им отображение р*: СС (и,)—> ССб); 

:р*(т
к
)~т*ер - является нвометрическям ивоморфнвмом бана­

хова пространства С( |а) в банахово пространство СС<?)» 

Эквнварнантность же отображения р**С(**|».)—* С (б) сле­

дует нв цепочки равенств 

р*(9^)Сх)* ( с ^ К р Ы ) - ((&*т>(*Ъ * -РС^НСх)) -

. т Ч Н ^ -
1
* » - -ГСрС^х» « СЧ*р)су

1
х) = 

« [ » « о Р ) ] ( Л ) . ц , р * т з Сх). 
Ваяв композицию ^ « *р* © -С - -в* получим вхвнморфнвм $* : 

г
 &
' )

н
 —•* С С О .Пусть % « ̂  (Н Се)),где Н (е) - смежямй класс 

по подгруппе Н единичного влемента е группн б . Ясно» что 

стационарная группа влемента Н Се) в б -пространстве **|и, 

в точности равна Н • Но поскольку стационарная группа со­

храняется при еквиморфн8ме, то отсюда следует, что ̂  х Н , 

и лемма 6 доказана. 

Докавательство теоремы. Пусть точка а I не содержащее 

ее замкнутое множество Г в пространстве X вмбраям проив-

вольно. Пусть 11 -\<%,€ 0- <%а, е X ч Р \ - Ясно, ята и 

открнтая окрестность стационарно* группм (5^ в группе 6 • 

Рассмотрим два случая* 

1) Пусть И г Й . Тогда орбита (*(си) = 1<уъ;<%е& \ точ­

ки Ф не пересекается с орбитой 6СР) *«СфЛ; ^ § б , х б Г 5 

множества Г * В силу бикомпактности группм б мяохество 

<* ( Р ) аамкнуто в X , а множество С (си) -бикомпактна 
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([101, стр. 1). Ясно также, что оба втя множества инвариант­

ны в X • Яовтому существует такая хнвархантная функция 

стр. 3). Однако ваметхм, что каждую ограниченную инвариант­

ную функцию <р : X —> К можно рассматривать, как алемент 

пространства Е* ( X ) 9 ибо прямая К как 6 -пространство 

с тривиальным действием группн 6 , вквнморфно вложена в 

Е* ( X ) . Повтому в случае 1) хскомое отображение д> пост­

роено. 

2) • Пусть 114* б . Тогда в силу леммы 4 Сстацковарная 

группа С^ всегда замкнута в С ) существует такая замкну­

тая подгруппа Н группы б , что б^с Н с 11 , а фактор 

пространство **|ц -метрнвуемо. Далее в силу леммы 6 выби­

раем такой алемент 40 е С С С) , что ^ = Н э б^ , Определим 

отображение 9
0
* 6(аЛ-> ССб) по формуле <зр0(цсь) ~<%$0 - Это 

А 

определение корректно, ибо если <^а, =- су си , то о ! с&си * си » 

»••• Ъъ% е С «, с Н * С*0 * *••• %' ^ ^ 0 - ^0 , *••• 

» Л « %*о > г* в <^>% е б • 
Ясно, что оро -еквивариантное отображение. Ив включения 

бр г Н е й следует, что %(си) $ у 0 ( Р л С Со,)). Дейст­

вительно, если %(<&) ж <рй(с}а) ^ кжт, некоторого ^ е б , то 

^ 0 - ДОЬ(а<) « ^ , т . е . <̂  е С^ * Н с 11 , т . е . с^о., 4 Р* • 

Далее, пусть V - вамкнутая выпуклая оболочка орбитм 

б С'Рр) в СС6)• В силу линейности х непрерывности дей­

ствия группы & на С С 6 ) множество V-инвариантно в ССб), 

а в силу бикомлактности бСт^) к полноты С (О),ото также 

и бикомпактно. 

Предположим, что X вложено в свое Стоун-Чеховское рас­

ширение |&Х. Поскольку орбита 6СаЛ -бикомпактна, то она еам-
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нута » /ЗХ . Так как V* является абсолютным экстензором 

для нормальных пространств С91, то существует непрерывное 

продолжение %*-/ЗХ~~> V отображения % . Рассмотрим су­

жение <р'* %\*1 X —> V . Тогда формулой^(ьд-%% <$(%*)с1%7 

где х в X , а с1ф- - нормированная мера Хаара на группе б
 ? 

определяется эквивариантное продолжение ор^ X — * V ото­

бражения <у 1см. 131,183). Поскольку V - бикомпакт, то 

ср̂  е Е*(Х)„ Так как % = % (а) - %(си) ф ^ (Г л С (а,)) и 

множество <рл (^г г\ С (со)) бикомпактно, то существуют такие 

открытые в С (С) множества 1Ц и 21 ̂ , что €0 е 1Ц , 

<РЛ (рл с (а,)) с и 2 и ил^иг~0 . 

Но в силу иэометричности действия (1) группы С? на 

С (С ) имеем, что 11?0И * Нс^.1 , для любого <^ € 6 , т . е . 

бикомпактная орбита (? ( ?0 ) расположена на сфере радиуса 

Н -90 )1 с центром в нулевой точке пространства С (б) . Зна­

чит точка (^ ( а ) и бикомпактное множество д^ ( Р"ъ С(съ)), 

которые лежат на орбите С(Р0) , расположены на сфере ради­

уса \\?0\\ с центром в нуле. Поэтому (это очевидно), от­

крытые множества 2Ц и 11^ можно выбрать таким обраэом, что­

бы вдобавок ко всему, множества 1ц и 1*11*\Ъх^ ± е 1-10,11, 

°* е ^2.^ н в пересекались. Далее, рассмотрим окрестность 

<р~ (и ) ч/ ( X \ \- ) инвариантного множества О (ее) в X . В 

ней содержится инвариантная окрестность \М того же множест­

ва (л (а) (ПОЗ, стр. 5 ) . Пусть -? ; X —> 1 такая инвариант­

ная функция, что ^ | с ( а ) ~ ^ > а /̂хч\Л/ — О (НО), стр. 3 ) . 

Положим д> (*х) - Г (х) > ср., (х), для любого х е X , где Г(х) • дц ^ х ̂  

- произведение в банаховой алгебре ССС) . Покажем, что ср 

- искомое отображение. Во-первых, как видно из определения 
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ср -непрерывно, а су (X) будучи замкнутым подмножест­

вом бикомпакта I • ф... ( X ) * 44 • ̂-, Ъ е 1, ̂  е с^ ( X ) { - са­

мо бикомпактно. Цепочка равенств <р(<р<)-= ?(х^х)-%($х)~?Сх) 

1ЪУ1(х)]=$11'(х)'%(х)1'*%,ф(х)рд1е <% € С , х е X 9 показывает 

эквивариантность отображения д> . Таким образом <р с Е*(Х)-

Осталось показать, что ср (сь) ф<р(Г)
 #
Для этого заметим, что 

<у ( Г о ( X \ \М )) = 0 , а 9 Сси)
 8
 *Ча,> - <& С*) = *0 - Но Р С

Ч 0, 

ибо С| с 11 Ф б яг (?
о
 • б - стационарная группа нулевого 

элемента банаховой С -алгебры С С О - Поэтому ср(а)=^ ф 

ф <у ( Г г. ( X \ \Л1)) . с другой стороны ср С Г о М!) с 

с ср ( Р л ( ^ С и
2
) и ГХ \ Р)3 с с? ( ^ ( й ^ ) ) с I • И

2 

Так как окрестность 11^ точки ^ » ср (сь) не пересекается с 

множеством I • 11
2
 , то точка -€0 - срСо,) не является точкой 

прикосновения множества срСГгчИ/) в С СО) . Таким образом 

ср(а-) ф <р(Р) . Теорема доказана. 
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