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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE
23,3 (1982)

MODULARITE ET DISTRIBUTIVITE AFFAIBLIES DANS LES LATTIS
René FOURNEAU

Resumé: Nous étudions en détail la potion de distributi-
vité affaiblie que nous avons introduite a propos d un exemple
concret voici quelque temps. Nous fournissons notamment un théo-
reme de complétion pour de tels lattis.

Mots clefs: Faiblement modulaire, faiblement distributif,
lattis des idéaux.

Classification: 06C05, 06D99, O06B1C

- = o o e > 2 > e > > - -~ - - - - - -

1+ M.~L. Dubreil-Jacotin, L. Lesieur et R. Croisot ont
introduit la notion de lattis modulaire affaibli 11,4,p. 681:
un lattis & =(L;A,V> avec minimum O est modulaire affaibli
si

la%et bAc+0l=—,aV(bAc) = (aVb) Ac.

Guidé par cette definition, nous avons introduit [ 2], la noti-
on de lattis faiblement distributif.

Nous dirons qu un lattis £ =<L;A,V) doué d un minimum
0 est faiblement distributif =s.

[b,ceL et bAc*0)=>aV(bAc) = (aVb)A(aVec), a€L,

Ces lattis ne semblent pas avoir été étudies systémati-
quement jusqu a présent. Nous avons rencontré un lattis fai-

blement distributif dans [ 2]. J. Varlet a prouvé par ailleurs
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que le lattis des convexes d un tournoi est faiblement distri-
butif [ 5], et a demandé une étude compl%to des lattis faible-
ment distributifs [6; Probleme 3.3, p. 12].

2. Tout lattis feiblement distributif est modulaire

affaibli.
C’ est évident.,

3. Pour un lattis ¥ avec minimum O, les propositions

suivantes sont équivalentes:
{(a) &£ est faiblement distributif

(b) tout filtre propre de & est un lattis distributif

(c) tout filtre principal propre de X est un lattis dis-

tributif

(d) & n admet aucun sous-lattis isomorphe a 1 un des

lattis suivants

ou d%0,

(e) les relations

aVe = bVec et aAc = bAc#0
impliquent a = b,
(a) =>(b). Soit F un filtre propre de < . Quels que
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soient a,b,ceF, bAceF, donc bAc+0, et ainsi

aVibAc) = (aVb)A(aVe).

(b) => (c). C’est banal,

(¢) => (d). 1 suffit d appliquer le critere de distri-
butivité de Birkhoff [3, theorem 1, p. 701 au filtre princi-
pal [d).

(d) => (e). Si a différait de b,

faAc,a,c,aVec,bAc}
constitueraient un sous-lattis de =0 isomorphe a 1'un des lat-
tis décrits sous (d).

(6) => (a). Soient y,zeL tels que yAz 0, On a, pour

tout xe L,

xV(yAz) =[xV(yAz)IV (yAz).

La condition (e) assure que [yAz) est distributif

[1, Déf. 2, p. 751, donc

[xVI(yA2)IVIyAz) =LxV(yAz)VylALxV(yAz)Vz]
= (xVy)A(xVz).

De la, £ est faiblement distributif.

4. Un lattis ${ avec minimum O est faiblement distribu-

tif s1 et seulement s il vérifie

LaAc4+0 et aAb+0] => aA(bVc) = (aAb)V(xAc).

En effet, 3(d) assure que la condition précédente en-

traine la distributivité affaiblie.

A 1 inverse, si ¥ est faiblement distributif, soient

a,b,c tels que aAc*0 et aAb%0. On a
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{aAb)V (aAc) =L(aAb)Val AlL(aAb)Vecl =aA(aVe)A(bYe)
= aA(bVe).

5, Tout sous-lattis d un lattis faiblement distributif

est faiblement distributif.

Si un sous-lattis de é‘{, n’est pas faiblement distributif,
il admet un filtre principal propre F non distributif;le filtre
principal de ) engendré par le méme é6lément que F n’est pas di-

stributif non plus, donc £ nest pas faiblement distributif,

6. Nous désignerons par I1(Z) le lattis des idéaux du
lattis £ .

Le lattis I({) est faiblement distributif si et seulement

si £ est faiblement distributif.

La condition est nécessaire. De fait, & est isomorphe au

sous-lattis
{(x3: xe L}

de 1(%) L1, coroll. 1, p. 156], donc a un lattis faiblement

distributif vu 5., La condition est suffisante.

Soient A, des idéaux de £ tels que ANCH{0} et
ANB#10}. D apres 4, il suffit d établir la relation
AN(BYC)c (ANB)V (ANC)., Choisissons acA (BVC). On a alors
atbVc oubeB ot ccC, Soient b ,c’ tels que b & (ANB)\ 103

et ¢ (ANC)\{0}. Posons a = aVb Vc’, On a alors

a” =aVb Ve '€ (Vb )V icVe),

et vient, vu 4,

»
in
[
"

(aVb Ve )AL(VbIV eVe)l =

fa’A (Vb )IVIa"AeVe )le (anB)V (ANC).
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is faiblement distributif est isomorphe & un

i-lattis d un lattis faiblement distributif complet.

De fait, &£ est isomorphe a un sous-lattis de I(&£), ce
dernier étant complet, puisque &£ posséde un minimum, et faible-

.

ment distributif,

8., Les lattis modulaires affaiblis jouissent de propriétés
analogues aux précédentes. Citons sans preuve:
Pour un lattis £ avec minimum O, les propositions sui-
vantes sont équivalentes:

(a) < est modulaire affaibli,

(b) tout filtre propre de 5/ est un lattis modulaire,
(c) ¥ ne possede aucun sous-lattis isomorphe au lattis

suivant
suivany

ou d+0

(d) les relations

aVec =bVe, aAe = bAc =0, athb,

impliquent a = b.

9., Remerciements. Nous devons au referee la proposition

4 et la simplification de la preuve de 6 qui en résulte.
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