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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAKOLINAE 
24,4 (1983) 

MESURES CYLINDRIQUES SINGUUtRES 
SUR UN ESPACE DE HUBERT. 

fGUIVALENCE ET ORTHOGONAUTt 
Ali DEAIBES, Khalil NOUREDDINE 

resUMB. Nous donnons dans ce t ravai l différentes caractérisations des 
mesures cylindriques singulières sur un espace de Bllbert , e t nous dé­
montrons que la continuité absolue (resp. I'orthogonal!té) de deux me­
sures cylindriques u e t v sur H se ramène à la continuité absolue 
(resp. 1*orthogonal!té) de mesures de ladon sur Mm, associées à u 
e t v au moyen des bases hilbertiennes de E. 

MOTS CLEFS. Mesures cylindriques, mesures cylindriques singulières, me­
sures gaussiermes, continuité absolue, équivalence, orthogonal!té. 

CLASSIFICATION ; 28A15, 46G12 

INTRODUCTION. 

H d é s i g n a n t un e s p a c e de H i l b e r t r é e l s é p a r a b l e , i l 

e s t b i e n connu que t o u t e mesure c y l i n d r i q u e s u r H s e décom­

p o s e , en t a n t que f o n c t i o n a d d i t i v e d ' e n s e m b l e s , en une mesure 

complètement a d d i t i v e p l u s une mesure c y l i n d r i q u e purement ad ­

d i t i v e . U t i l i s a n t l a t e r m i n o l o g i e de [14] e t l a d é f i n i t i o n 

f o n c t i o n n e l l e d*une mesure c y l i n d r i q u e , nous a p p e l o n s mesure 

c y l i n d r i q u e s i n g u l i è r e t o u t e mesure c y l i n d r i q u e s u r H r é d u i ­

t e â sa p a r t i e purement a d d i t i v e . Dans ce t r a v a i l , nous don­

nons d i f f é r e n t e s c a r a c t é r i s a t i o n s d ' une t e l l e mesure e t nous 

démontrons que t o u t e mesure c y l i n d r i q u e gauss ienr .e s u r H e s t 

ou b i e n s i n g u l i è r e ou b i e n complètement a d d i t i v e . 

A t o u t e mesure c y l i n d r i q u e u s u r H e t à t o u t e ba ­

se h i l b e r t i e n n e b de H, nous a s s o c i o n s une mesure de Radon 

U s u r IR i e t nous démontrons que y e s t abso lument con ­

t i n u e p a r r a p p o r t â une a u t r e mesure c y l i n d r i q u e v s i e t s e u ­

lement s i u e s t absolument c o n t i n u e pa r r a p p o r t à v pour 
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toute base hilbertienne b de H. p est orthogonale à v si 

et seulement si il existe une base b telle que u soit ortho­

gonale à v . Ce qui permet de retrouver l'alternative de l'é­

quivalence ou 1'orthogonal!té de deux mesures cylindriques gaus-

siennes sur H â partir du théorème de Feldman-Hajek. 

NOTATIONS. 

Dans ce qui suit H désigne un espace de Hilbert réel 

séparable et p l'ensemble des projections orthogonales de rang 

fini de H, ordonné par la relation P •< Q si et seulement si 

P(H) c Q(H) . On note par C (H) l'algèbre des fonctions réelles, 

cylindriques, bornées et continues sur H, et par C (HL) l'al­

gèbre des fonctions réelles, continues et bornées sur H_ « P(H), 

pour tout P *P . L'algèbre C*(H) est la réunion des 

(C*(Hp)) oP, P c p ; c'est un espace de Riesz pour son ordre 

usuel, et il est supposé norme par la norme de la convergence uni­

forme . 

On appelle mesure cylindrique sur H toute forme li­

néaire sur C*(H), bornée sur la boule unité et vérifiant la 

condition suivante de régularité ([9], [10]) : 

Pour tout P c p et toute suite (fR) +0 dans C^tHp) o P, 

»(fn)—-> o. 

La notation (f ) + 0 veut dire que la suite (fn) décroit 

simplement vers 0. 

L'espace de toutes les mesures cylindriques sur H est 

noté fL(H) . Les éléments u de My(H) qui vérifient la condi­

tion de a-régularité (i.e., (fn) 4 0 dans C*(H) ~--->y(fn)-*0) 

sont exactement les mesures de Radon sur H ([9], [10]), on note 

par M (H) l'ensemble de ces éléments. Puisque toute fonction 

réelle continue sur H est évidemment limite simple d'une suite 

dans C*(H), alors toute mesure de Radon sur H est complètement 

déterminée par ses valeurs sur C*(H). Donc M (H) est bien un 

sous-espace vectoriel de Mr/(H), 
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On munit M^(H) de la relation d'ordre u j5_ v si 

u(f) <_ v(f), pour toute fonction positive f de C (H) . 

M (H) est alors engendré par son cône positif ([9], [10]). 

On désigne, en outre, par IR l'espace IR , où 

IR désigne le corps des nombres réels et IN l'ensemble des 

entiers n ̂  1. IR est supposé muni de sa topologie usuelle 

et de sa tribu de Borel. Pour tout entier n > 1, on identifie 

TJRn à l'ensemble des suites (x.) de IR00 telles x, » 0 pour 

k > n. La projection de .ER* sur IRn est notée v . 

Pour toute base hilbertienne b « (e , n _> 1} de H, 

l'application Tr qui, à tout x dans H, associe la suite 

T (x) « (<x, e > ) ^ , de IR est une isométrie linéaire de n n-l m 

H sur le sous-espace l2 de IR , pour toute mesure cylindri­

que u sur H, l'image u * T (u) de u par T est une 
mesure de Radon sur Ш ([4], [11]). Si pour tout n >_ 1, on 

identifie Ш
n
 et le sous-espace H engendré par ei, eг,.. •'e

n' 
alors on a TT (u ) = P

n
(u)

 s
 У

n
, où P est la projection đe 

H sur H n . 

1. MESURES CYLINDRIQUES SINGULIERES SUR H. 

L'espace M (H) étant ordonné par la relation • u £ v 

si et seulement si u(f) <_ v(f), pour toute fonction positive 

f c C*(H) M, il est facile de voir par des raisonnements clas­

siques que M (H) est un espace complètement réticulé (i.e., 

tout sous-ensemble non vide majoré (resp. minoré) admet une bor­

ne supérieure (resp. inférieure)) et que l'espace M_(H) est une 

bande dans M (H). On désigne par M (H) la bande orthogonale 

à M (H). Nous appelons mesure cylindrique singulière tout élé­

ment de M^(H). En d'autres termes u c M^(H) si et seulement 

si les relations v € M (H) et |v| < \u| entraînent v « 0. 

D'après le théorème de décomposition de Riesz toute mesure cylin­

drique u sur K s'écrit d'une façon unique sous la forme : 

y - Po + Pi, OÙ UO C M_(H) et Ui c Mo(H). 

Pour une mesure cylindrique positive u sur H, la 
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composante u0 de y dans M (H) est la borne supérieure de 

toutes les mesures de Radon positives majorées par p. En fait, 

on peut donner une construction concrète de u0 selon le pro­

cédé suivant : pour tout réel t > 0 et toute fonction 

f c C*(H), on pose : _ 

t llP(x)ll 2 

y. (f) • lim | e 2 f (x)dy(x). к
t P 

On voit clairement que cette limite existe lorsque f est posi­

tive et, si f est quelconque on décompose f sous la forme : 

f * f - f"* , où f et f"* sont les parties positive et néga­

tive de f ; ce qui fait que Pt(f) = Pt(f
+) - Pt(f~). 

THEOREME 1. Avec les notations précédentes on a ; 

*) Pour tout réel t > 0, l'application y. qui, à toute fonc­

tion f c C (H), associe Pt(f) est une mesure de Radon sur 

H P--us petite que u. 

2) La composante u0 de u dans M (H) est la borne supérieu­

re des ut, t > 0. 

PREUVE. 1) Il est clair que y. est une forme linéaire sur 

C (H), démontrons qu'elle est o-régulière : soit, en effet, 

(fk).£0 une suite décroissante vers 0 dans C*(H) . On peut 

évidemment supposer que, pour tout k ĵ  0, on a 0 .1 --v .£ 1-

Ces fonctions étant faiblement continues sur H, le théorème de 

Dini montre que la suite (f. ) décroit uniformément vers 0 sur 

chaque boule fermée 

Br » {x c H, || x |( < r}, r > 0. 

ce qui fait que, pour tout e > 0, il existe un entier k0 tel 

que |f. (x) | < S , pour tout x c B et tout k > k0 (r0 > 0 

-t --£ ~ 
étant fixé tel que e" 2 < -|) . Pour tout k ̂  k0, on a donc: 
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V t(f k) - Ш 
J^ll. 

fk(x)dp(x) 

r - t i i Q w i i : 
e 2 f koQ(x)dy(x), où Q c P est t e l l e 

que f o Q « f 

- t l l W l ľ 
Є ^(xJdЦQÍX) , Où ЦQ - Q(м) 

ъ 

«»-.> 

t И Q M H 
e 2 f^MdцQÍx) + e fk(x)dWQ(x) 

^\Q(B r o) 

1 ( | + | ) w O ) -ep(D -

ce qui montre que yt est une mesure de Radon sur H et anme l'inégalité 

Mt <_ y est évidente, l'assertion 1 est démontrée. 

2) D'abord sup yr est bien une mesure de Radon sur H majorée par y 
t>o 

et, si v est une autre mesure de Radon positive majorée par y, on 

a v £ sup yt : En effet, pour f c cÇ(H), f ̂  0, on peut écrire 

- tJUL 2 

v(f) « lim 
t+o 

ľ -t-ЦĽ. 
f(x)dv(x) * sup 

t>o 
т f(x)dv(x) 

« sup {lim 

t>0 P 

•< şup {lim 
t>o P 

-t- ІIMІ 

P(x) I 

f(x)dv(x)} 

f(x)dy(x)} « sup y
t
(f) 

t>0 

ce qui montre que sup y
f
 est bien la composante po de y dans 

M
a
(H). 

Dans [9] et [10] nous avons associé à toute mesure cylindrique po­

sitive y sur H une fonction a définie sur l'ensemble des réels 

positifs ou nuls et telle que 0^(0) « y(l) et a^t) « V t O ) , pour 

t > 0. 
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Comme conséquence immédiate du théorème précédent, on a : 

COROLLAIRE. Soit y une mesure cylindrique positive sur H 

*) u e s t singulière si et seulement si a ( t ) « o, pour tout 

réel t > 0. 

2) u est une mesure de Radon sur H si et seulement si 

uo(D « lim y < A l ) - u(l) ([13]). 
t+o * 

REMARQUE. 

La mesure gaussienne canonique y sur H est singulière 

car il est facile de voir que a (t) « 0, pour tout réel t > 0. 

Le théorème 4 de ce papier précise d'avantage ce fait. 

Pour mieux voir les cas où u est réduite à l'une de ses 

composantes Uo ou ui, nous avons besoin du théorème de Bochner 

qui affirme qu'il existe une bijection entre l'ensemble des me­

sures cylindriques positives sur H et l'ensemble des mesures po­

sitives bornées sur le dual algébrique de H muni de la tribu cy­

lindrique. Sachant que le dual algébrique de H est le complété 
A 

de H muni de la topologie faible a(H, H ) , désignons le par H . 
On sait, en outre, que H_ est la limite projective des espaces ' 

P ° A 
Notons par P l'application canonique de 

A 

H„ sur H.,, par f la plus petite tribu sur H„, rendant mesura-
A A 

bles les applications P, P £ p , et par y la mesure bornée sur 
(H , f) associée à u c M (H), y > 0 au moyen du théorème de ° * — A A 
Bochner. Pour toute projection P cp on a P(y) * P(y) « yp 
et P est la restriction de P à H. 

Moyennant les notations précédentes, on a : 

THEOREME.2. Pour une mesure cylindrique positive y sur H, 

les conditions suivantes sont équivalentes. 

1) y est une mesure de Radon sur H. 
A * A * 

2) (y) (H) * y(H) (Cil), où (y) est la mesure extérieure as­
sociée à y. 

3) Pour toute base hilber tienne b de H, y (H) » y (H). 
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PREUVE. L'équivalence entre les deux premières assertions est 

bien connue ([1]), démontrons celle de la première et la troisiè­

me : 

(1) •• > (3) : Pour tout e > 0, il existe une boule 

Br » {x e H, || x || < r} telle que 

M(B ) > y(l) - e. Ce qui fait que 

yb(ïï-1(Br n 3R
n)) » yfl (Br n IR

n) > y(l) - e (voir nota­

tions). Mais la suite ir~ ' (B n IRn) décroit vers B_, donc* à 
h n r k 

la limite, on a y (Br) > y(l) - e. Ce qui fait que y (H)>>y(l)-e 
et par suite l'égalité yb(H) - yb(IRœ) « uU) = u(H). 

(3) ==-===-=> (i) : il s'agit de montrer que si (f n) n s l
 e s t u n e 

suite décroissante vers 0 dans C (H), alors M(f
n) tend vers 0. 

En effet, pour tout n > 1, f est de la forme fn = fno Qn»où 

Q € tt. On peut évidemment supposer que la suite (Qn) croit vers 

l'application identique 1„ de H. 

Par suite, il existe une base hilbertienne b = fe^, k >_ 1} de H 

et une suite croissante d'entiers (k ) + co , telles que pour tout 

n > 1, l'ensemble {ei, ei, ..., e^ } soit une base orthonormée 

de HQ = Qn(H). 

Puisque y (H) = y (IR00) « y (H), la suite g » f o ir̂  , définie 

oo h ' n 

sur IR00, décroit vers 0 y -presque partout. Donc d'après le 
théorème de Beppo-Lévi, ou le théorème de Lebesgue, la suite 

Vi (SjJ = y(fn) converge vers 0. Ce qui achève la preuve du 

théorème. 

REMARQUE. Il résulte du théorème précédent que, si y est une 

mesure de Radon sur H, la restriction de y à H est identique 

à y. En d'autres termes, la mesure y peut être identifiée à 

toutes ses images y sur IR**. 

Lorsque la mesure cylindrique y >_ 0 est scalairement con­

centrée sur les boules de H (voir [111) le théorème 2 peut être 

amélioré de la façon suivante : 
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THEOREME 2'. Pour qu'une mesure cylindrique positive y, 

scalairement concentrée sur les boules de H, soit une mesure 

de Radon sur H il suffit qu'il existe une base hilbertienne 
b ÛÈ H telle que ub(H) « y (H) . 

PREUVE. Par hypothèse, on a y CER* \ H) -= 0, pour une ba­
se hilbertienne b de H. Alors la restriction de y à H 
détermine une mesure de Radon v sur H telle que pour tout 
n > 1, Pn(v) * PR(y) • yR. Pour démontrer que y et v 
soient identiques, il suffit de prouver que leurs transformées 
de Fourier F et F le sont. Ce qui se fait facilement com­
me dans (£53, page 122) en remarquant que le fait que y est 
scalairement concentrée sur les boules de H entraîne la conti­
nuité de F sur H (£113). 

THEOREME 3. Pour une mesure cylindrique positive y sur H 

les trois conditions suivantes sont équivalentes : 

1) y est singulière. 

2) (y)*(H) - 0 
3) ,11 existe une base hilbertienne b de H telle que 

yb(H) - 0. 

PREUVE. 
(1) i > (2) : y étant singulière, on a a (1) * 0. Il en 
résulte l'existence d'une suite (P n) n 2 : 1 d'éléments de P telle 
que (P„) • 1„ et telle que A 

o (1) * lim 
џ n 

e * dy(x) - lim 

H 
a 

l|Pn(x)| 

e * dy(x) 
A 

H
п 

Posons pour tout n ̂  1, ^
n
^

x
) * e 2 , pour tout x e H 

Puisque cette suite converge en moyenne vers 0, elle admet une 
A 

sous-sui te (fk ) qui converge vers 0 presque par tout sur H a . Or 
n - lixll2 

pour x c H, la s u i t e (fj.. (x) ) converge vers e 2 > 0. 
Donc H e s t y-négligeable e t l ' implication e s t démontrée. 
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(3) '•> (l) : En effet, si v est une mesure de Radon sur 

H telle gue v _< u, alors on a v <_ u . Par suite 

v (H) < u (H) = 0, et v est identiguement nulle, c.g.f.d. 

(1) .,..„> (3) : La démonstration est légèrement différente de 

celle de l'implication (1) > (2). En effet, on a 

f H P ( * ) 1 I 2 

a (1) - lim 
y P 

du(x) - 0. 

D'où l'existence d'une suite (Q ) d'éléments de p telle gue 

' . lJQn(*>ll2 

(Q ) + 1„ et telle gue lim e 2 du(x) = 0 . Et comme 
n 

dans la preuve de (1) > (2), on peut trouver une base hil-

bertienne b = {ek, k ̂  1} et une suite (k ) t œ telles gue, 

pour tout n >̂  1, l'ensemble {ei, ..., e^} soit une base ortho-

normée de HQ = Q (H). En désignant par P la projection 

orthogonale de H sur le sous-espace H engendré par 

. HPn( * > l j 2 

t, e2,..., e , on a aussi: limj e 2 du(x) = 0 

= lim 
n 

. Һn(x)ľ b e 2 á\i (x) , 

, . K(x)|l', 
Or, la suite e 2 converge simplement sur IR vers 

llxll2 

la fonction égale à e 2 pour x e H = l2, et égale à 0 

pour x e IR \l2. Donc d'après le théorème de Lebesgue, on a : 

ľ vlľ 
Ь, . _

 л л . ,,. __ Ь, I e 2 du (x) == 0, ce gui fait gue u (H) = 0 ; et le théo-

•IH 

rème est démontré. 

REMARQUE. Avec la preuve du théorème 3, on voit crue, pour 

gu'une mesure cylindrigue positive y soit singulière, il suf­

fit gu'il existe un seul t > 0 tel gue a (t) « 0 (i.e.f il 

suffit gu'il existe un seul t > 0 tel gue y. « 0). 
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Les deux théorèmes précédents permettent d'avoir l'al­
ternative suivante : 

THEOREME 4. Soit y une mesure cylindrique gaussienne sur 
H. Alors u est ou bien singulière, ou bien de Radon (t,e,, 
u e s t °u bien purement additive, ou bien complètement additi-
ve) . 

PREUVE. Soit b = ( e . n > l} une base hilbertienne de H; 
--—--____»_-_. , n — . 

La mesure y , image de y par l'application T^ est une me­

sure de Radon gaussienne sur IR . 
Or H = lz est un sous-espace vectoriel borélien de IR . 
Donc d'après la loi du 0 - 1 ([21, [6], [7]), on a 
yb(H) » 0, ou yb(H) » 1. Si yb(H) = 0, le théorème 3 montre 
que y est singulière. Et si y (H) = 1, le théorème 2' mon­
tre que y est une mesure de Radon sur H. c.q.f.d. 

2. EQUIVALENCE ET QRTHOGONALITE DE DEUX MESURES CYLINDRIQUES 

SUR H. 

Suivant un travail de I. E. SEGAL <[12]) on peut définir 
la continuité absolue d'une mesure cylindrique positive v par 

A 
rapport à une autre y en posant : v « y si et seulement . v 

A A A 

est absolument continue par rapport à y, où v (resp. y) est 
la mesure associée à v (resp. y) sur (H , £ ). L'équivalent 
ensembliste de cette définition s'écrit comme suit : v « y si 
et seulement si, pour tout e > 0, il existe n > 0 tel que la 
relation y (A) < n entraîne v(A) < e, pour tout A cfl , où Q. 
est l'algèbre des cylindres boréliens de H. La notion d'ortho-
gonalité de y et v peut être également définie en écrivant: 
v x y si et seulement si pour tout e > 0, il existe A c fl 
tel que y(A) + v(H \ A) < e 

Avec la définition fonctionnelle des mesures cylindriques 
sur H, et la relation d'ordre définie sur M (H) en tant que. 
sous-espace vectoriel de l'espace des formes linéaires relati­
vement bornées sur l'espace de Ries7 C~(H), on peut définir 
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les deux notions de continuité absolue et d'orthogonalité en 

posant : 

1) v « y si et seulement si v e B , où B est la bande 

engendrée par y dans l'espace complètement réticulé M ( H ) 

2) v i y si et seulement si v c B"*", où B"1" est la bande 

orthogonale à B dans ÏL (H). 

Lorsqu'on a v « y et y « v, y et v sont dites égui-

valentes: (y ~ v) . 

Ces différentes définitions de la notion de continuité 

absolue (resp. d'orthogonalité) sont, d'après des raisonnements 

classiques, équivalentes. Ce gui est à noter dans cette ques­

tion est que le raisonnement sur une mesure cylindrique y sur 

H en tant que mesure complètement additive y sur (H , C )-

ne se fait pas sans difficultés, car d'une part H n'est pas 

un élément de la tribu f de H et d'autre part H est 

y-négligeable lorsque y est singulière (Théorème 3 ) , Nous es­

timons qu'il est peut-être adéquat de raisonner plutôt en ter­

mes de mesures y sur 1R° : En effet, IRœ n'est pas un es­

pace "trop grand", sa tribu cylindrique coïncide avec sa tribu 

de Borel et H = l1 est un borélien de IR . En plus, on a : 

THEOREME 5. Pour deux mesures cylindriques positives y et 
v sur H, on a : 

1) v •« y si et seulement si v « y , pour toute base hilber-

tienne b de H. 

2) v i y si et seulement si il existe une base hllbertienne 

b de H telle que v i y . 

PREUVE. 1) En effet, on a d'abord ([3], chapitre II) : 

v « y si et seulement si pour tout e > 0, il existe n > 0 

tel que les relations f € C*(H)), 0 < f < 1 et y(f) < n 

entraînent v(f) < e. Il en résulte que la condition est évi­

demment nécessaire. Réciproquement supposons que, pour toute 

base hilbertienne b de H on ait v « y et que v ne soit 

pas absolument continue par rapport à y. Alors il existe un 
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réel e > 0 tel que, pour tout n _> 1, il existe une fonction 
fn € Cy ( H )' ° 1 fn i ^

 telle <-Ue y ( V < ~ et v(fR) > e. 

La fonction f est de la forme ^n
 s ^n

0^n' n̂ c P * 0n 

peut, comme dans les cas précédents, supposer que la suite (Q ) 
croit vers 1„ , et alors on peut trouver une suite d'entiers 
(k ) t oo et une base hilbertienne b « { e , nj> 1} telles que 
l'ensemble {ei, •.., e^ } soit une base orthonormée de HQ . 

n b 1 
Si l'on pose gn * f o ir̂  , on a y (g ) * v(fn)

 <
 n
 e t 

vb(gn) « v(fn) > e. 
Ce qui fait que v n'est pas absolument continue par rapport 
à y , d'où la contradiction qui démontre l'assertion 1). 

2) Tout corarae dans la preuve de la première assertion, on 
remarque d'abord avec ([3), chapitre II) que v est orthogona­
le â y si et seulement si pour tout e > 0 il existe une 
fonction f c C*(H), 0 < f < 1, telle que y(f) + v(l - f) <e 

Cette remarque montre que la condition de l'assertion est suffi­
sante. Réciproquement, supposons que v soit orthogonale à y. 
Pour tout entier n > 1, il existe alors une fonction 

La fn c Cy(H), 0 < fn < 1 telle que y(fn) + v(l - ffl) < j 

fonction f est de la forme f • f o Qn, (Q^) + lfi . Ce qui 

permet de construire comme plus haut, une base hilbertienne b 

de H et une suite g„ « f^ o n. telles que : *n n K 

yb(gn) + v
b(l - gn) « U(fn) + v(l - f n ) . En d'autres termes vb 

est orthogonale à y , et le théorème est complètement démontré. 

Pour deux mesures cylindriques positives y et v sur H, 
le théorème de décomposition de Riesz permet d'écrire d'une fa­
çon unique v *= vi + V2# où Vi « y et V2 i y. Il en résulte 
que, pour toute base hilbertienne b de H, on a : 

v « vi + vb et il existe une base bc telle que v ° « Vj + vb° 
soit la décomposition de Lebesgue de v ° par rapport à y °. 

Signalons encore que, si v est absolument continue par 
rapport a y, on a vp « P(v) *P(y) * yp , pour toute projection 
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P € P . Et si pour une projection P cfi , on a vp i up , 

alors v est orthogonale à y. 

La réciproque de chacune de ces affirmations n'est pas vraie, 

ce qui rend plus ou moins légitimes l'énoncé et la preuve du 

théorème 5. 

REMARQUES. L'idée d'étudier les mesures cylindriques y 

sur H par leurs images y sur IR0* peut avoir des appli­

cations de différentes sortes. 

Signalons, à titre d'exemple, les remarques suivantes concer­

nant le théorème 5 : 

1) Fixons deux mesures cylindriques positives y et v sur 

H et une base hilbertienne b « {en, n ^ 1}. Posons u
n""

pn^u^' 
vn ~ pn*v*' o u pn e s t l a P r oJ e c t i o n : 

x • Pn(x) - J^ < x, ek > ek . 

Supposons que v soit absolument continue par rapport à y. 

Donc, pour tout n > 1, on a v * u . 

Soit o la densité de v par rapport à y et posons 

D- * o„ o TT̂  , où ir est la projection de IR sur IRn. Alors 
n n n n * , 

la suite (p ) est une martingale qui converge y -presque par­

tout vers une fonction p. > 0 sur IR . Il est facile de voir 

comme dans [13] que : 
1* v « u si et seulement si I Pfady « v (IR* 

2-- v ± y si et seulement si pfa « 0 y -presque partout. 

2) Le théorème 5 ramène l'alternative de l'équivalence ou 1*or­

thogonal! té de deux mesures cylindriques gaussiennes sur H à 

celle de leurs images y et v sur 2R™. En effet, d'après 

le théorème de Feldman-Hajek on a l'alternative v - yb ou 
H h b b 

v JL y . Si pour une base hilbertienne b, on a v i y , alors 

v est orthogonale à y et, si v ~ y pour toute base hilber­

tienne b, on a v ~ y . 

> 

593 



3) Prenons Y» la mesure cylindrique gaussienne canonique 

sur H, v « T Y la translatée de Y par un élément a quel­

conque de H et fixons une base hilbertienne b * {e , n j> 1} 

de H. Pour tout n ̂  1, on a p
n(

v) * v « nn -=
 p
n<Y)r

 et les 

applications a de la remarque 1) sont définies par 

, pour tout x e IR = H on(x) = e
< x ' pn(a)>. e-

u 

Alors, la suite (p ), où p 

partout sur IR vers une fonction p qui ne peut pas être nul­

le Y -presque partout. Ce qui prouve que v n'est pas ortho­

gonale à Y t donc elle lui est équivalente. 

Comme cela est vraie pour toute base hilbertienne b de H, on 

voit que v et Y sont équivalentes. On retrouve ainsi le ré­

sultat bien connu ([12]) de l'équivalence de Y avec toute ses 

translatées. 
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