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ARCH. MATH. 1, SCRIPTA FAC SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS 

XIII: 1 — 12, 1977 

ÜBER MENGEN VON DERIVATIONEN 

LIBUŠE BUREŠOVÁ, Brno 

(Eingegangen am 1. April 1976) 

E I N L E I T U N G 

In dieser Arbeit werden Kategorien (C, a, ß, cp) untersucht, auf denen noch eine 
weitere Operation •: a (C )xC -> C definiert ist. Diese Operation ist noch weiter 
durch bestimmte Beziehungen mit den Grundoperationen der Kategorie C verbunden. 
Solche Kategorie C nenne ich Kategorie mit linksseitiger Multiplikation (1-Kate
gorie). Es ze'gt sich, dass alle auf einer gegebenen Kategorie C konstruierten 
1-Kategorien allen möglichen Abbildungen von der Menge a(C) in die Menge allen 
Endomorphismen von C entsprechen und umgekehrt. Ähnlich werden auch Kate
gorien mit einer assoziativen linksseitigen Multiplikation (al-Kategorien) und Kate
gorien mit einer monoidalen linksseitigen Multiplikation (ml-Kategorien) studiert. 
Diese Probleme lassen sich ähnlich lösen, wie Novotny analoge Probleme für 
Gruppoide gelöst hat. Insbesondere hat er zu einem gegebenen Gruppoid eine 
neue binäre Verknüpfung konstruiert so, dass beide ein Distributivgesetz erfüllt 
haben. Diese Methoden sind anwendbar, da auch hier beide binäre Operationen 
einer 1-Kategorie durch ein Distributivgesetz gebunden werden. 

Diese Untersuchungen sind dadurch begründet, dass es ein wichtiges Modell von 
ml-Kategorien gibt. Wenn man zu einem semi-Thuesystem alle möglichen linkssei
tigen Derivationen bildet, so bekommt man eine freie ml-Kategorie mit Operationen, 
welche in einer sehr natürlichen Weise erklärt sind. Dabei ist der Begriff einer Deriva
tion so definiert, dass er nicht nur Informationen über erzeugte Ketten, sondern auch 
über die angewandten Regeln trägt. 

Umgekehrt, zu jeder freien ml-Kategorie kann man eine Menge von Regeln so 
wählen, dass die entstandene Menge von Derivationen im oben aufgeführten Sinne 
mit der gegebenen freien ml-Kategorie isomorph ist. 

Diese Ergebnisse ergänzen in gewissem Sinne die Untersuchungen von Hotz, 
in welchen aber eine andere algebraische Struktur (X-Kategorie) studiert wurde. 

An dieser Stelle möchte ich mich sehr herzlich Herrn Professor Miroslav Novotny 
für die Problemstellung und intensive Führung meiner Arbeit bedanken. 



1. L - K A T E G O R I E N 

Es sei C = (C, a, ß, o) eine Kategorie. 
Ist • : a(C)x C -» C eine Operation in C mit folgenden Eigenschaften: 

(i) u(s o t) = (tis) o (ut) für beliebige u e a(C), s, t e C, 
(ii) wa(s) = a(ws), uß(s) = ß(us) für beliebige u e a(C), se C, 

so heisst C eine Kategorie mit linksseitiger Multiplikation, kurz eine l-Kategorie. 
Wir bezeichnen sie mit (C, a, /?, o, •). 

Eine homomorphe Abbildung von einer Kategorie C = (C, a, /?, (jo) in eine Kate
gorie C = ( C , a', /?', <p'), heisst ein Funktor von der Kategorie C in C . 

Der folgende Satz ist von [1] übernommen: 

1.1. Satz. Eine Abbildung $ von einer Kategorie C = (C, a, ß, o) in eine Kategorie 
C = ( C , a', /?', ©) wf gewaw dann ein Funktor von C in C , wenn 4> die folgenden 
Bedingungen erfüllt 

1. Wenn x9yeC und xoy definiert ist, dann <P(x) © <P(y) ist in C definiert und gilt 

<P(xoy) = <P(x) © 4>(y) 

2. $(e) e (x'(C)für jedes e e a(C). 

Ein Funktor von einer Kategorie C = (C, a, ß, <p) in sich heisst speziell ein Endo-
morphismus von C. 

Aus der Definition einer 1-Kategorie erhalten wir 

1.2. Hilfssatz. £s sei (C, a, ß9 o, •) eine l-Kategorie, u sei ein beliebiges Element 
aus a(C),fM: C -+ C sei eine Abbildung mitfjs) = ums für jedes se C. Dann ist fu ein 
Endomorphismus der Kategorie (C, a, ß, o). 

Bezeichnung: Die Menge aller Endomorphismen der Kategorie (C, a, ß, o) be
zeichnen wir mit End (C, a, ß9 o). 

1.3. Hilfssatz. Es sei (C, a, ß, o) eine Kategorie, für jedes u e a(C) se/f„ ein beliebiger 
Endomorphismus der Kategorie (C, a, ß, o). Fwr beliebige ue a(C), se C definieren wir 
u«s = fM(s). Da«« /sr (C, a, ß, o, •) d«e l-Kategorie. 

Beweis: Es gilt u(s o t) = fM(s o t) = fu(s) ofu(t) = (us) o (ut) ua(s) = ftt(a(s)) = 
= oe(fa(s)) = a(ws) und entsprechend für ß. 

Es sei (C, a, jS, o) eine Kategorie. Wir setzen 91 = End(C9 a, ^, o)a(C) und wir 
bezeichnen mit S£ die Menge aller 1-Kategorien von der Form (C, a, jS, o, •). Es sei 
b\%-+ lg eine Abbildung, die jedem Fe % ein (C, a, jS, o, •) e J? so zuordnet, dass 
ws = (F(w))(s) für beliebige wGa(C), se C gilt. Dann heisst die Abbildung b eine 
Konstruktion. 

^NffiDERSÄCHST 
STAATS-Ü.ÜNIV.-
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1.4. Satz. Es sei (C, a, ß, o) eine Kategorie. Dann ist die Konstruktion b aus der 
obigen Definition eine bijektive Abbildung von End(C, a, ß, o)*(C) auf die Menge S€ 
aller UKategorien von der Form (C, a, ß, o, •). 

Beweis: Fist eine surjektive Abbildung von der Menge End(C, a, ß, o)a(C) auf JSf 
nach 1.2 und 1.3. Es seien F, F' e End(C, a, ß, o)a(C), F # F . Dann gibt es ein u e a(C) 
so, dass F(u) #= F(u') gilt. Folglich existiert ein se C mit der Eigenschaft MS = 
= (F(u)) ($) * (F'(w)) (s) = u\s. Demnach ist (C, a, ß o, •) 4= (C, a, jS, o, |). 
SO 

1.5. Beispiel. Es sei (C, a, ß, o) eine Kategorie, a e at(C) ein beliebiges Element. 
Dann ist die Abbildung f mit f(s) = a für jedes $ € C ein Endomorphismus. 

1.6. Folgerung. Zu jeder Kategorie (C, cc, ß, o) gibt es wenigstens eine Operation • : 
: a(C) xC -+ C, so dass (C, a, ß, o, •) eine UKategorie ist. 

1.7. Beispiel. Wir nehmen eine Kategorie C = (C, a, /?, o), C = {A, B, o, b}, a(o) = 
= ß(b) = A, a(b) = ]ß(o) = B, a o b = A, b o a = B. Diese Kategorie C ist durch 
Fig. 1 graphisch dargestellt: 

Nun untersuchen wir die Endomorphismen von (C, a, ß, o). Man überzeugt sich 
leicht, dass es 4 verschiedene Endomorphismen ft, ...,f4 gibt: 

Л h h h 

A A A B в 
B B A B A 
a a A в b 
b b A в a 

Eine Menge 91 = End(C, a, ß, o)a(C) enthält also 16 Elemente Fi» 
folgender Tabelle aufgeführt sind: 

, Ft6, die in 



Fi Fг Fг ғ* ғs ғ6 Fn ғ8 ғ9 
F10 Fц Fц Ftз Fц FtS ғí6 

A Л Л л л fг fг fг fг h h h h u U u U 
B л fг h u fг Л h U h л fг U U л fг h 

Die Konstruktion b ist eine bijektive Abbildung der Menge 3t in die Menge 5£ aller 
1-Kategorien von der Form (C, a, ß, o, •). Diese Menge $£ enthält 16 verschiedene 
Elemente Cl9..., C16, welche sich durch die Operation • voneinander unterscheiden, 
wie aus der folgenden Tabelle hervorgeht: 

Cг c2 Cъ c4 
c5 c6 Cj c8 

C9 Cю C ц C\2 cí3 C14 C15 c16 

,; A A A A A A A A A A в в B B в в в в 
A.B B B B B A A A A в в B B A A A A 
A.a a a a a A A A A в в в в b b b b 
A.b b b b b A A A A в в в в a a a a 
B.A A A B в A A B B в A A в B A A B 
B.B B A в A A B B A в B A A A B A B 
B.a a A в b A a в b в a A b b a A в 
B.b b A в a A b в a в b A a a b A в 

2. AL-KATEGORIEN 

Eine 1-Kategorie (C, a, ß, o, •) heisst Kategorie mit einer assoziativen links
seitigen Multiplikation, kurz al-Kategorie, wenn 

(iii) u(vs) = (uv)s für beliebige u, vea(C), se C gilt. 

2.1. Hilfssatz. Es sei (C, a, ß, o, •) eine al-Kategorie. Istfx(x e a(C)) das Element von 
End(C, a, ß, o), welches fx(s) = x • s für jedes se C erfüllt, dann gilt 

JuJv Jut 

für beliebige U,VB a(C). 

Beweis: Nach der Definition der al-Kategorie gilt (fttf„)$ == fu(fv(s)) = fu(vs) = 
= u(vs) = (uv) s = fuv(s) für jedes s e C. 

Jede Abbildung F: a(C) -> End(C9 a, ß, o) kann man als eine Abbildung T: 
: a(jC)xC-+C betrachten: T(u, s) = (F(u)) (*) für beliebige u e a(C), seC. 



Die Abbildung Fheisst translativ, wenn die zugeordnete Abbildung Tdie Bedingung 

T(u, T(v, %)) = (T(u9 v), s) 

erfüllt. Wir bezeichnen mit Trans(C, a, ß, o) die Menge aller translativen Abbildungen 
von a(C) in End(C, a, ß, o). 

2.2. Folgerung. Es sei (C, et, ß, o, •) eine al-Kategorie. Dann ist die Abbildung 
F : a(C) -• End (C, a, ß, o), die jedem u e a(C) einen Endomorphismus fu :fu(s) = us 
für jedes se C zuordnet, translativ. 

Beweis: Man legt F(u)=fu. Unter Beachtung von 2.1 gilt T(u, T(v, s)) = 
= / . ( / . « ) = fjß) = FW) («) = T(uv, s) = T(fu(v), s) = T(T(u, v), s). 

2.3. Hilfssatz. Ks sei (C, a, jß, o) eine Kategorie F : a(C) -> End(C, a, jS, o) /Are 
translative Abbildung. Für jedes u e a(C), s e C definieren wir us = (F(u)) (s). Da/w /s/ 
(C, a, /?, o, •) eine al-Kategorie. 

Beweis: (C, a, ß, o) ist eine 1-Kategorie nach 1.3. Es gilt offenbar 

(uv) s = T(uv, s) = T(T(u, v), s) = T(u, T(v, s)) = u(vs) 

für beliebige u, vea(C), se C. Folglich ist (C, a, ß, o, •) eine al-Kategorie. 

2.4. Satz. Fs sei (C, a, /?, o) eine Kategorie und b die im Abschnitt 1 definierte Ab
bildung. Dann ist die Restriktion der Abbildung b auf Trans(C, a, ß, o) eine bijektive 
Abbildung der Menge Trans(C, a, ß, o) auf die Menge aller al-Kategorien von der Form 
(C,a,ß,o,.). 

Der Beweis folgt aus 2.2. und 2.3. 

2.5. Hilfssatz. £s sei F : oc(C) -» End(C, a, ß, o) eine durch folgende Gleichung 
definierte Abbildung 

F(a) = affür jedes a e a(C) und af(s) = a für jedes seC. Dann ist Feine translative 
Abbildung. 

Beweis: Es gilt T(u, T(v, s)) = T(u, (F(v) (s)) = T(u, v) = (F(u)) (v) = u = 
= (F(u)) (s) = F(u, s) = F((F(u)) (v), s) = T(T(u, v), s). 

2.6. Folgerung. Zu jeder Kategorie (C, a, ß, o) gibt es wenigstens eine Operation • : 
: a(C) x C -• C so, dass (C, a, ß, o, •) eine al-Kategorie ist. 

2.7. Beispiel. Es sei (C, a, ß, o) die Kategorie aus dem Beispiel 1.7. 
Wir untersuchen die Menge % = {Fx , . ' . . , Fi6}, um alle translative Abbildungen 

zu finden. 
Zuerst nehmen wir die Abbildung Fi : Ft(A) = ft, Ft(B) == fx. Die zugeordnete 

Abbildung Tt : a(C) x C -> C ist durch folgende Gleichungen definiert. 



Tt(A, A) = ft(A) = A 

Tt(A, B) = ft(B) = B 

Tt(A,a)=ft(a) =a 

Tt(A,Ь)=ft(Ь) = Ь 

Tt(B,A)=f2(A) = A 

Tt(B, B) = f2(B) = B 

Tt(B,a)=f2(a) =a 

Tt(B,b)=f2(Ь) = b 

Ft ist translativ, denn 

Tt(A, Tt(A, A)) = Tt(A, A) = Tt(Tt(A, A), A) 

Tt(A, Tt(A, B)) = Tt(A, B) = Tt(Tt(A, A), B) 

Tt(A, Tt(A, a)) = Tt(A, o) = T^T^A, A), a) 

Tt(A, Tt(A, b)) = Tt(A, b) = Tt(Tt(A, A), b) 

Tt(A, Tt(B, A)) = Tt(A, A) = Tt(B, A) = T^T^A, B), A) 

Tt(A, Tt(B, B)) = Tt(A, B) = Tt(B, B) = Tt(Tt(A, B), B) 

Tt(A, Tt(B, a)) = Tt(A, o) = Tt(B, a) = Tt(Tt(A, B), a) 

Tt(A, Tt(B, b)) = Tt(A, b) = Tt(B, b) .= Tt(Tt(A, B), b) 

Tt(B, Tt(A, A)) = Tt(B, A) = Tt(A, A) = Tt(Tt(B, Ä), Ä) 
Tt(B, Tt(A, B)) = Tt(B, B) = Tt(A, B) = Tt(Tt(B, A), B) 
Tt(B, Tt(A, a)) = Tt(B, a) = Tt(A, a) = Tt(Tt(B, A), a) 
Tt(B, Tt(A, b)) = Tt(B, b) = Tt(A, b) = Tt(Tt(B, A), b) 
Tt(B, Tt(B, A)) = Tt(B, A) = Tt(Tt(B, B), A) 
Tt(B, Tt(B, B)) = Tt(B, B) = Tt(Tt(B, B), B) 
Tt(B, Tt(B, o)) = Tt(B, o) = Tt(Tt(B, B), a) 
Tt(B, Tt(B, b)) = Tt(B, b) = Tt(Tt(B, B), b) 

Die Abbildung F2 ist nicht translativ. Es ist nämlich 

T2(B,T2(B,B))=f2(f2(B))=f2(A) = A 
T2(T2(B, B), B) = T2(f2(B), B) = T2(A, B) = ft(B) = B 

Also T2(B, T2(B, B)) * T2(T2(B, B), B). 
Nach der Untersuchung aller Abbildungen bekommen wir die Menge 

Trans(C, a, ß, o) = {Ft, F3, F4, F5, F6,F-,, F14} aller translativen Abbildungen. 
Da die Konstruktion 6 C, zu F, zuordnet, ist S£t = {Ct, C3, C4, C5, C6, C7, C14} 

die Menge aller al-Kategorien von der Form (C, a, ß, o, •). 



3. M L - K A T E G O R I E N 

Eine al-Kategorie heisst Kategorie mit einer monoidalen linksseitigen Multiplika
tion, kurz eine ml-Kategorie, wenn sie folgende Eigenschaft besitzt: 

(iv) Es gibt ein e e a(C) so, dass es = s für jedes seC und ue = w für jedes w e a(C). 

Es sei (C, a, ß, o) eine Kategorie, F : a(C) -» End(C, a, /?, o) eine Abbildung, 
F(w, s) = (F(w)) (s) die zugeordnete Abbildung T : a(C) x C -* C. Wir sagen, dass 
die Abbildung F stark translativ ist, wenn sie translativ ist und wenn es ein e e a(C) 
mit den Eigenschaften T(u, e) = w für jedes w6 a(C), 7i>, s) — s für jedes s 6 C, 
gibt. Wir bezeichnen mit S-Trans(C, a, ß, o) die Menge aller stark translativen 
Abbildungen von a(C) in End(C, a, ß, o). 

3.1. Hilfssatz. Ist (C, <x, ß, o, •) eine ml-Kategorie, dann ist die Abbildung F, welche 
zu jedem u e a(C) den Endomorphismus fu e End(C, a, ß, o) mit fu(s) = ws für jedes 
seC zuordnet, stark translativ. 

Beweis: Gemäss 2.2 ist F eine translative Abbildung. Weiter gilt T(u, e) = 
= (F(w)) (e) = ue = w für jedes w € a(C) und T(e, s) = (F(e)) (s) = es = s für jedes 
SG C. Demnach gilt 3.1. 

3.2. Hilfssatz. Se/ (C, a, ß, o) e/ne Kategorie, F : a(C) -* End(C, a, ß, o) ihre starA: 
translative Abbildung. Für jedes u e a(C), seC definieren wir us = (F(u)) (s). Dann ist 
(C, a, ß, o, •) ewe ml-Kategorie. 

Beweis: Gemäss 2.3 ist (C, a, /?, o, •) eine al-Kategorie. Es gilt we = (F(u)) (e) = 
= F(w, e) = w für jedes w e a(C), es = (F(e)) (s) = F(e, s) = s für jedes seC. Also 
C ist eine ml-Kategorie. 

3.3. Satz. Es sei (C, a, ß, o) eine Kategorie und b die im Abschnitt 1 definierte Ab
bildung. Dann ist die Restriktion der Abbildung b auf S-Trans(C, a, ß, o) eine bijektive 
Abbildung von der Menge S-Trans(C, a, ß, o) auf die Menge aller ml-Kategorien von der 
Form (C, a, ß, o, •). 

Beweis: Der Satz folgt aus 2.4, 3.1 und 3.2. 

3.4. Hilfssatz. Es sei e e <x(C) ein beliebiges Element. Wir legen F(e) = ef mit efe 
e End(C, a, ß, o), ef(s) = s fwr jedes seC. Weiter definieren wir für jedes u e a(C), 
w + e, F(ü) = ufe End(C, a, ß, o), uf(s) = w fwr jedes seC. Dann ist F eine stark 
translative Abbildung. 

Beweis: Gilt w # e # v, dann ist T(u, T(v, s)) = T(T(u, v), s) nach 2.5. Offenbar 
ist T(u, e) = (F(w)) (e) = w, F(e, s) = (F(e)) (s) = ef(s) = s für jedes w e a(C), s e C. 
Ferner T(e, F(v, s)) = T(t;, s) = T(T(e, v), s) und T(i?, (e, s)) = T(t;, s) = T(T(v, e) s) 
für jedes v e <x(C) und s e C. Also ist F stark translativ. 



3.5. Folgerung. Zu jeder Kategorie (C, a, ß, o) gibt es wenigstens eine Operation • : 
: a(C) x C -+ C so, dass (C, a, ß, o, •) eine ml-Kategorie ist. 

3.6. Beispiel. Wir setzen das Beispiel 1.7 und 2.7 fort. Wir werden in der Menge 
Trans(C, a, ß, o) ihre stark translativen Elemente finden. 

Wir versuchen für i = 1, 3, 4, 5, 6,1, 14 ein Element e e a(C) mit den Eigenschaften 

(a) Tt(u, e) = w für jedes w e a(C) 

(j8) Tt(e, s) = s für jedes s e C 

zu finden. 
Es gilt TX(B, A) = A, Tt(A, B) = B, also besitzt weder A noch B die verlangten 

Eigenschaften für i = 1. Folglich ist FA keine stark translative Abbildung. 
Unter Beachtung von 

T3(A, A) = A, T3(B, Ä) = B, T3(A, B) = B, T3(A, ä) = a F3(A, b) = b, 

erfüllt A für i = 3 die Bedingungen a, /?, also F3 ist eine stark translative Abbildung. 
Entsprechend findet man auch, dass F6, F 1 4 stark translativ, während F4, F5, F7 

nicht stark translativ sind. Also S-Trans(C, a, ß, o) = {F3, F4, F6, F14}. Daraus 
folgt, dass { C3, C4, C6, Ci 4} die Menge aller ml-Kategorien von der Form (C,ot,ß,o, •) 
ist. 

Eine ml-Kategorie (C, a, ß, o, •) heisst eine ml-Kategorie über einem Monoid G, 
wenn a(C) = G (einschliesslich der Multiplikation). Also ist eine ml-Kategorie 
(C, OL, ß, o, •) über einem monoid G eine Kategorie (C, a, ß, o) mit einer Operation •: 
Gx C -> C, die folgende Bedingungen erfüllt: 

(i) w(s o t) = (ws) o (wt) für beliebige w e G, s, t e C 

(ii) a(ws) = wa(s), ßu(s) = uß(s) für beliebige w e G, s e C 

(iii) w(vs) = (uv) s für beliebige u,veG,seC 

(iv) Es gibt ein e e G so, dass es = s und we = w für beliebige s e C, w e G 

Es seien G ein Monoid, (C, a, ß, o, •) und (D, a, jß, o, •) ml-Kategorien über G, 
M £ C eine beliebige Menge. Es sei feine Abbildung: M ~* D mit der Eigenschaft 
f| G n M = ZdGnM u n d a(f(x)) = a(x), ß(f(x)) = j?(x) für jedes XG M. Dann sagt 
man, dass die Abbildung f die Existenz von Summen erhalten lässt. Wirklich, wenn 
für einige x, y e M x o y definiert ist, dann gilt ß(f(x)) = ß(x) = a(y) = a(f(y)), 
also existiert f(x)pf(y) in D. 

Eine Abbildung, welche Existenz von Summen erhalten lässt, wird treu heissen. 
Es seien (C, a, ß, o, •), (D, a, ß, o, •) ml-Kategorien über G,feine Abbildung von C 

in D. Wir sagen, dass fein Homomorphismus ist, wennfein Funktor von (C, a, ß, o) 
in (D, a, ß, o) ist und die folgende Bedingungen erfüllt sind 

(i) f(w • x) = f(w) *f(x) für beliebige w 6 G und x e C 

( i i ) f |G = idG 

8 



Der Begriff einer ml-Teilkategorie lässt sich in üblicher Weise erklären. Ist C = 
= (C, a, ß, o, •) eine ml-Kategorie über G und D = (D, a, ß9 o) eine Teilkategorie 
von (C, a, /?, o), so heisst sie eine ml-Teilkategorie von (C, a, ß9 o, •), wenn G £ D 
und die Menge D in Bezug auf die Operation • abgeschlossen ist. Eine ml-Teilkate
gorie von C wird mit D = (D, a, ß9 o, •) bezeichnet. Wenn M c C ist, so ist der 
Durchschnitt aller ml-Teilkategorien über G, welche M enthalten und in C enthalten 
sind, wieder eine ml-Teilkategorie von C über G; sie heisst die von M erzeugte 
ml-Teilkategorie von C über G. 

Es sei C = (C, a, ß9 o, •) die von M erzeugte ml-Kategorie über G, M c C. Die 
ml-Kategorie C heisst frei von M erzeugt, wenn sie die folgende Bedingung erfüllt: 

Für jede ml-Kategorie D = (D, a, ß9 o, •) über G und für jede treue Abbildung / 
von M in D gibt es eine homomorphe Abbildung F von C in D mit F | M = f. 

Eine ml-Kategorie über G, welche von einer Menge frei erzeugt ist, heisst eine 
reie ml-Kategorie über G. 

4. D I E M E N G E N DR9IR9SR 

Es sei G ein Monoid, R £ G x G eine Menge. Wir bezeichnen mit => die Menge 

aller geordneten Paare s = (s91) von Elementen aus R9 zu welchen Elemente u e G, 
(y, x)e R existieren, so dass im Monoid G die Gleichungen s = uy9 ux = t gelten. 

Man bezeichne mit DR die Menge aller Folgen (t0, ti9 ..., ?„) mit n = 0 und 
(/,-_-, f^e ==> für i= 1,2, ...,«. Die Folge in der Form (t)9 die nur ein Element 

R 

besitzt, identifizieren wir mit dem zugehörigen Element teG. Demnach schreiben 
wir t e DR für jedes t eG. 

Auf DR wird eine Algebra (DÄ, a, ß, o, •) vom Typ (1, 1, 2, 2) mit vollständigen 
einstelligen Operationen a, ß, einer partiellen binären Verknüpfung o und einer 
partiellen binären Verknüpfung • erklärt. Diese Operationen definieren wir folgender-
massen: 

(i) a(t) = t0, ß(t) = tn für jedes t = (/ 0,..., tn)eDR 

(ii) Es seien s, t beliebige Elemente aus G. Gilt ß(%) = a(t), dann ist s o t definiert, 
und zwar s o t = z, z = (z 0, zi9 ...9zn+m)e DR mit 

- f c 
für i = 0,1, ..., m 

ćí — ì , für i = m -f 1, ..., m -f- n 

(iii) Es seien ueG, t = (t09 ti9 ...9 tn)e DR (n ^ 0) beliebige Elemente. Dann ist 
u • t definiert und zwar 

u*t = (ut09 uti9 ...9utn). 

(Die Operation • ist eine Erweiterung der in G definierten Operation •). 



Es seienR s Gx G, j f Mengen und f:X-*R eine surjektive Abbildung. Es sei JR 

die Menge aller geordneten w-Tupel (w,, r,, fc,)JLx (n ^ 1) mit (w,, r,, k()eGxRx Jf, 
ri = (y*» **)» Wfy« = «<-i*i-i für i = 2, . . . ,«. Wir setzen IR~ JRKJ G. 

Auf IR wird eine Algebra (/K, a, JS, o, •) vom Typ (1, 1, 2, 2) mit vollständigen ein
stelligen Operationen a, ß, einer partiellen binären Verknüpfung 0 und einer partiellen 
binären Operation • erklärt. Diese Operationen definieren wir folgendermassen: 

(1) Ist w e G, so definieren wir a(w) = w = ß(ü). Ist s = (w,, r,, k,)"= t eIR (n ;> 1) 
mit r, = (x,, >>,) € R für i = 1,2,..., w, so wird a(s) = uxyx, j8($) __ i ^ gesetzt. 

(2) Die Verknüpfung o ist für s,teIR definiert, wenn ß(s) = a(t) ist. Wir unter
scheiden folgende Fälle: 

\ a) Esseis = weG,t = (ui,ri,k^xsIR(n £ l)mitr, = (y,,x,)für/= 1,2, ...,n 
und w = uxyx. Dann legt man s o t = t 

b) Es seien s = (w,, r,, kt)Ui e IR (n ^ 1) mit r, = (y,, x,) für i = 1, 2, . . . ,«, 
t = v e G; dabei sei w„x„ = v. Dann legt man s o t = s. 

c) Es sei s = (w,, r,, ki)fssX eIR (m = 1) mit r, = (>>,, x,) für / = 1, 2, . . . , m, 
* = (Vi9piJi)Ui^IR(n = l)mitf>, = (c,,d,)für/ = 1,2,...,«. Es sei wmxm = i ^ . 
Dann legt man s o t = z, z = (w,, <f,,f,)f_f

1" e /K mit 

w. 

- f c 
_ / * ! 

für ř = 1,2,.... , m 
für l = m 4- 1, ..., m + n 
für ř = 1 2 

J , _ . , . . . j 
, m 

für ï = m + 1, ..., m + n 

für / = 1,2,..., • m 

für i = m + 1, ..., m + n Ji 

(3) Schliesslich definieren wir für v e G, s e /R das Element vs auf folgende Weise: 
Ist s = w e G, dann legt man vs = vw. Ist s = (w,, r,, k,)"Äl (/* _ 1), so definiert man 
vs = (vui9ri,ki)

n
i=:X. 

Speziell kann man für die Menge Jf die Menge R und für / die Identität auf R 
nehmen. In diesem Falle bezeichnen wir die Menge IR mit SR; die Elemente aus 
SR werden wir anstatt (w,, r,, r ^ . einfach (w,, r,)"=1 schreiben. 

4.1. Hilfssatz. Es sei G ein Monoid, R _= G x G eine Menge. Es bezeichene X ein 
beliebiges von den Symbolen D, /, S. Dann gelten folgende Behauptungen: 

a) (XR, a, ß$ o) ist eine freie Kategorie mit a(XR) = G = ß(XR). 
b) Die partielle Operation •: G x XR -> XR besitzt die folgenden Eigenschaften 

(i) w(s o t) = ws o wt für beliebige w e G, s, t e XR 

(ii) wa(s) = a(ws), wj8(s) = ß(us) für beliebige u e G, s, t € XR 

(iii) w(t?s) = (uv) sför beliebige w, v e G, s e XR 

(iv) /yf e das Einselement des Monoids G, so gilt es = sför jedes se XR 
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Beweis: a) (DR, a, ß, o), (IR, a, ß, o), (SR, a, ß, o) sind offensichtlich Kategorien. 
Wir zeigen, dass sie freie Kategorien sind. 

1. Wir betrachten zuerst die Kategorie (DR, a, ß, o). Man überzeugt sich leicht, 
dass Y = {(s, 0 ; ($> t)e =>} die Menge aller irreduziblen Elemente sind. (Die Defini-

R 

tion von irreduziblen Elementen kann man iü [1] finden). Es sei xe DR — G, x = 
= (x0,xl9 ...9xn), n > 0, xteG(i = 0, 1, ...,n). Dann gilt x = (x0,xx, . . . ,x n ) = 
= (x0, xt) o ... o(xn^i9 xn) = x0 o .. . o xn, mit xt = (x<_1, x f)6 Yfür / = 1, 2 , . . . , 
. . . , n. Offenbar ist x = xt o . . . o xn die einzige Darstellung von x als Produkt von 
irreduziblen Elementen. Keine Einheit von DR ist dagegen als Produkt von irreduziblen 
Elementen darstellbar. Nach § 30, Satz 7 in [1] ist also DR eine freie Kategorie. 

2. Ganz entsprechend kann man beweisen, dass (IR, a, ß, o) eine freie Kategorie ist. 
Die Menge aller irreduziblen Elemente ist in diesem Falle die Menge Y = {(u, r, k); 
ueG,f(k) = r, keJT}. 

3. Aus 2) folgt, dass (SR, a, ß, o) eine freie Kategorie ist, da SR ein spezieller Fall 
der Kategorie IR ist. 

b) Die Behauptung b) folgt unmittelbar aus der Definition der Algebren DR, 
IR, SR. 

4.2. Satz. Es sei G ein Monoid, R £ Gx G. Dann ist (IR, cc, ß, o, •) eine freie 
ml-Kategorie über G. Die Menge M = {(e, r, k); (e, r, k)e IR, e ist das Einselement 
von G} ist ein Erzeugendensystem von IR. 

Beweis: 1. Wir beweisen zuerst, dass die Menge M die Kategorie IR erzeugt. 
Es sei C die kleinste ml-Kategorie über G mit der Eigenschaft M e C. Es sei xelR 

ein beliebiges Element. Wenn xeG, so xe C. Es sei also x £ G. Dann existieren 
u{, r{, k{ für i = 1, 2, . . . , n, n = 1 so, dass x = (ut, ri9 k^n

iiSl. Es gilt x = 
= ut(e, rt, kt) o u2(e, r2,k2)o ...o un(e, rn, kn). Weiter folgt aus (e, ri9 k{) e M, 
uxeG, dass ut(e, rt, k^e C für / = 1, 2, ,..,n gilt. Hieraus ergibt sich x = 
= ux(e, ri,kl) o ... o un(e, rn, kn) e C. Folglich IR s C' und wegen der Minimalität 
von C ist IR = C. 

2. Es sei D = (D, cc, ß, o, •) eine ml-Kategorie über G,f \M -* D eine beliebige 
treue Abbildung. Für beliebige u e G, x = (e, r, k) e M legen wir F(u) = u, F(ux) = 
= uf(x). Es gilt a(F(ux)) = a(uf(x)) = ua(f(x)) = ua(x) = a(ux) und entsprechend 
^(F(ux)) = i8(ux). 

Es sei jetzt x e IR - G, x = (u/5 rt, kt)
n

= t , n = 1. Dann ist x = ux(e, rl,kl)o ... 
... o un(e, rn, kn) = utXt o ... o u„x„. Dabei ist xte M für i = 1, 2 , . . . , n. Demnach 
ist F(ut-!*,_ t) o F(UiXt) für i = 2, 3 , . . . , n definiert. Man kann also F(x) = F(uxxx) o 
o ... o F(unxn) setzen. Hieraus folgt a(F(x)) = a(F(uxx{j) = OL(UXXX) = a(x) und ent
sprechend ß(F(x)) = ß(x). 

Wir haben jetzt zu zeigen, dass F ein Homomorphismus von IR in D ist. Es seien 
x,yeIR und x o y sei definiert. Da ß(x) = a(y), gilt ß(F(x)) = ß(x) = a(y) = 
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= a(F(y)), also ist F(x)oF(y) definiert. Es sei x « (n„r„A:Jf«i (n = 1), y = 
= 0>i» *.- W - i (m .= -)» d a n n gilt F(x o y) = F(uj(e, r t , kx) o ... o u„(e, r„, kn) o 
o vt(e, s,, /-) o ... o t;m(e, sM, / J ) = F(ux(e, rx, kO) o . . . o F(u„(e, f., *„)) o F(Vl(e,st ,lt)) 
o . . .oF(^(e , s m , / m ) ) = F(x)oF(y). 

Es sei u e G ein beliebiges Element, x e IR mit x = (u;, ri9 &/)?=i • Dann ist F(ux) = 
= F(uuf, r „ k$mt = F(uux(e, r1? kA) o ... o uu„(e, r„, kn)) = uF(uj(e, r1? kt) o .. . o 
o u,.(e, rw, k„)) = uF(x). Demnach ist F ein Homomorphismus von IR in D mit der 
Eigenschaft F | M = f. 

4.3. Folgerung. Es sei G ein Monoid, R c G x G. Dann /sl SR e/ne fme ml-Kate-
gorie über G. Z)/e Menge M = {(e, r); (e, r) e SR, e ist ein Einselement von G) ist ein 
reies Erzeugendensystem von SfR. 

4.4. Satz. Zu jeder freien ml-Kategorie C über G existiert eine Menge R c G x G 
so, dass (/K, a, /?, o, •) und (C, a, ß, o, •) isomorph sind. 

Beweis: Es sei C eine durch die Menge M erzeugte freie ml-Kategorie über G. 
Zu jedem se M ordnet man das Element k(s) = (a(s), ß(s))e Gx G zu. Wir setzen 
R = {k(s); s e M}. Wir wählen Jf = M und definieren die Abbildung f: M -> IR 

folgenderweise: f(s) = (e, k(s), $). Dann ist f offensichtlich eine eineindeutige Ab
bildung von M auf die Menge Mt = {(e, k(s), $);$e M} d. h. auf ein Erzeugenden
system von IR. (Die Eineindeutigkeit folgt daraus, dass für beliebige sx,s2e M mit 
s, #= s2 immer (e, k($0, s t) #- (e, k(s2), s2) ist.) Also sind (IRj a, ß, o, •) und 
(C, a, j8, o, •) isomorph [4]. 
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