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ARCH. MATH. 1, SCRIPTA FAC. SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS
XII: 1—12, 1977

UBER MENGEN VON DERIVATIONEN

LIBUSE BURESOVA, Brno
(Eingegangen am 1. April 1976)

EINLEITUNG

In dieser Arbeit werden Kategorien (C, o, f8, ¢) untersucht, auf denen noch cine
weitzre Operation e: a(C)x C — C definiert ist. Diese Operation ist noch weiter
durch bestimmte Beziehungen mit den Grundoperationen der Kategorie C verbunden.
Solche Kategorie C nenne ich Kategorie mit linksseitiger Multiplikation (1-Kate-
gorie). Es zeigt sich, dass alle auf einer gegebenen Kategorie C konstruierten
1-Kategorien allen méglichen Abbildungen von der Menge a(C) in die Menge allen
Endomorphismen von C entsprechen und umgekehrt. Ahnlich werden auch Kate-
gorien mit einer assoziativen linksseitigen Multiplikation (al-Kategorien) und Kate-
gorien mit einer monoidalen linksseitigen Multiplikation (ml-Kategorien) studiert.
Diese Probleme lassen sich dhnlich I6sen, wie Novotny analoge Probleme fiir
Gruppoide gelost hat. Insbesondere hat er zu einem gegebenen Gruppoid eine
neue bindre Verkniipfung konstruiert so, dass beide ein Distributivgesetz erfiillt
haben. Diese Methoden sind anwendbar, da auch hier beide bindre Operationen
einer 1-Kategorie durch ein Distributivgesetz gebunden werden.

Diese Untersuchungen sind dadurch begriindet, dass es ein wichtiges Modell von
ml-Kategorien gibt. Wenn man zu einem semi-Thuesystem alle moglichen linkssei-
tigen Derivationen bildet, so bekommt man eine freie mi-Kategorie mit Operationen,
welche in einer sehr natiirlichen Weise erklart sind. Dabei ist der Begriff einer Deriva-
tion so definiert, dass er nicht nur Informationen iiber erzeugte Ketten, sondern auch
liber die angewandten Regeln trégt.

Umgekehrt, zu jeder freien ml-Kategorie kann man eine Menge von Regeln so
wihlen, dass die entstandene Menge von Derivationen im oben aufgefiihrten Sinne
mit der gegebenen freien ml-Kategorie isomorph ist.

Diese Ergebnisse erginzen in gewissem Sinne die Untersuchungen von Hotz,
in welchen aber eine andere algebraische Struktur (X-Kategorie) studiert wurde.

An dieser Stelle mdchte ich mich sehr herzlich Herrn Professor Miroslav Novotny
fiir die Problemstellung und intensive Fithrung meiner Arbeit bedanken.



1. L.KATEGORIEN

Es sei C = (C, a, B, o) eine Kategorie.
Ist o: 2(C)x C - C eine Operation in C mit folgenden Eigenschaften:

(i) u(s o t) = (us) o (ut) fiir beliebige u € a(C), s, te C,
(ii) ua(s) = a(us), up(s) = P(us) fiir beliebige u € a(C), se C,

so heisst C eine Kategorie mit linksseitiger Multiplikation, kurz eine I-Kategorie.
Wir bezeichnen sie mit (C, a, f5, o, »).

Eine homomorphe Abbildung von einer Kategorie C = (C, a, B, ¢) in eine Kate-
gorie C’' = (C’, o/, ', '), heisst ein Funktor von der Kategorie C in C'.

Der folgende Satz ist von [1] iibernommen:

1.1. Satz. Eine Abbildung ® von einer Kategorie C = (C, a, B, o) in eine Kategorie
C'=(C,d,p,0) ist genau dann ein Funktor von C in C’, wenn @ die folgenden
Bedingungen erfiillt

1. Wenn x, y € C und xoy definiert ist, dann ®(x) e ®(y) ist in C'definiert und gilt

PD(xo0y) = P(x) © B(y)
2. ®(e) e a'(C’) fiir jedes e € a(C).

Ein Funktor von einer Kategorie C = (C, a, f, @) in sich heisst speziell ein Endo-
morphismus von C.
Aus der Definition einer 1-Kategorie erhalten wir

1.2. Hilfssatz. Es sei (C, a, f, o, o) eine I-Kategorie, u sei ein beliebiges Element
aus a(C), f,: C — C sei eine Abbildung mit f,(s) = ues fiir jedes s € C. Dann ist f,, ein
Endomorphismus der Kategorie (C, a, f, o).

Bezeichnung: Die Menge aller Endomorphismen der Kategorie (C, a, B, o) be-
zeichnen wir mit End (C,a, B, o).

1.3. Hilfssatz. Es sei (C, a, ﬁ,/ o) eine Kategorie, fiir jedes u € a(C) sei f, ein beliebiger
Endomorphismus der Kategorie (C, a, B, o). Fiir beliebige u € a(C), s € C definieren wir
ues = f,(s). Dann ist (C, a, B, o, e) eine I-Kategorie.

Beweis: Es gilt u(sot) = fi(sot) = f,(s) o fi(t) = (us) o (ut) ua(s) = f,(a(s)) =
= a(f(8)) = a(us) und entsprechend fiir .

Es sei (C, a, B, o) eine Kategorie. Wir setzen U = End(C, «, f, 0)*© und wir
bezeichnen mit % die Menge aller 1-Kategorien von der Form (C, a, B, o, o). Fs sei
b : A - & eine Abbildung, die jedem Fe U ein (C, o, B, o, o) € £ so zuordnet, dass

us = (F(u)) (s) fir beliebige u € a(C), se C gilt. Dann heisst die Abbildung b eine
Konstruktion.
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1.4. Satz. Es sei (C,a, B, o) eine Kategorie. Dann ist die Konstruktion b aus der
obigen Definition eine bijektive Abbildung von End(C, a, B, o)*© auf die Menge &
aller 1-Kategorien von der Form (C, a, B, o, o).

Beweis: F ist eine surjektive Abbildung von der Menge End(C, a, B, 0)*© auf &
nach 1.2 und 1.3. Es seien F, F’ € End(C, o, B, 0)*©), F £ F'. Dann gibt es ein u € a(C)
so, dass F(u) + F(u') gilt. Folglich existiert ein se€ C mit der Eigenschaft us =
= (F)) (s) + (F'(w) (s) = u|s. Demnach ist (C, a, B, 0, ) * (C, &, B, o, |).

1.5. Beispiel. Es sei (C, a, B, o) eine Kategorie, a € a(C) ein beliebiges Element.
Dann ist die Abbildung f mit f(s) = a fiir jedes s € C ein Endomorphismus.

1.6. Folgerung. Zu jeder Kategorie (C, a, f, o) gibt es wenigstens eine Operation e :
:(C)x C - C, so dass (C, a, B, o, e) eine I-Kategorie ist.

1.7. Beispiel. Wir nehmen eine Kategorie C = (C, a, 8, o), C = {4, B, a, b}, a(a) =
= B(b) = A, (b) = f(a) = B, ao b = A, bo a = B. Diese Kategorie C ist durch
Fig. 1 graphisch dargestellt:

Nun untersuchen wir die Endomorphismen von (C, «, B, o). Man iiberzeugt sich
leicht, dass es 4 verschiedene Endomorphismen fi, ..., f; gibt:

fi £ fi fa
A A A B B
B B A B A
a a A B b
b b A B a

Eine Menge U = End(C, a, B, 0)*© enthilt also 16 Elemente Fy, ..., Fi¢, die in
folgender Tabelle aufgefiihrt sind:
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F, F, Fy3 F, Fs Fq¢ F, Fg Fy Fyo F;, F,5, F;3 Fj4 Fis Fyg

. A fl fl fx fl f2 fz fz fz f3 f3 f3 f3 f4 f4 f4 f4
B\ fi L i fs o /W s fo s A L fu fu fi i fs

Die Konstruktion b ist eine bijektive Abbildung der Menge U in die Menge & aller
1-Kategorien von der Form (C, a, B, o, e). Diese Menge % enthilt 16 verschiedene
Elemente C,, ..., C;¢, welche sich durch die Operation e voneinander unterscheiden,
wie aus der folgenden Tabelle hervorgeht:

C; C G G Cs Cg C; Cg Cy Cyp Cyy Cyy Cy3 Cyy Cys Cg

. A.A A A A A A A A A B B B B B B B B
A.B B B B B A A A A B B B B A A A A

A.a a a a a A A A A B B B B b b b b |
A.b b b b b A A A A B B B B a a a a
B.A A A B B A A B ' B B A A B B A A B
B.B B A B A4 A B B A B B A4 A A B A B
B.a a A B b A a B b B a A b b a A B
B.b b A B a A b B a B b A a a b A B

2. AL-KATEGORIEN
Eine 1-Kategorie (C, a, B, o, o) heisst Kategorie mit einer assoziativen links-
seitigen Multiplikation, kurz al-Kategorie, wenn
(iii) u(vs) = (uv) s fiir beliebige u, v € a(C), s e C gilt.

2.1. Hilfssatz. Es sei (C; a, B, o, o) eine al-Kategorie. Ist f.(x € a(C)) das Element von
End(C,a, B, o), welches f.(s) = x o s fiir jedes s e C erfiillt, dann gilt

_ Juofo = fuw
fiir beliebige u, v € a(C).

Beweis: Nach der Definition der al-Kategorie gilt (f,f,) s = f.(f,(s)) = f.(vs) =
= u(vs) = (w) s = f,(s) fiir jedes se C.

Jede Abbildung F :a(C) — End(C, a, B, o) kann man als eine Abbildung T':
:a(C)x C — C betrachten: T(u, s) = (F(w)) (s) fiir beliebige u e a(C), s€ C.
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Die Abbildung F heisst translativ, wenn die zugeordnete Abbildung 7 die Bedingung
T(u’ T(Ua S)) = (T(u9 U), S)

erfiillt. Wir bezeichnen mit Trans(C, «, B, o) die Menge aller translativen Abbildungen
von a(C) in End(C, a, 8, o).

2.2. Folgerung. Es sei (C,a, f, o, e) eine al-Kategorie. Dann ist die Abbildung
F :a(C) - End (C, a, B, o), die jedem u € a(C) einen Endomorphismus f, : f,(s) = us
fiir jedes s € C zuordnet, translativ.

Beweis: Man legt F(u) = f,. Unter Beachtung von 2.1 gilt T(u, T(v,s)) =
= flf,9) = fu(8) = Fw) (s) = T(uv, s) = T(f(v), 5) = T(T(u, v), ).

2.3. Hilfssatz. Es sei (C,a, B, o) eine Kategorie F :a(C)— End(C,a, B, o) ihre
translative Abbildung. Fiir jedes u € a(C), s € C definieren wir us = (F(u)) (s). Dann ist
(C, a, B, o, o) eine al-Kategorie.

Beweis: (C, a, f, o) ist eine 1-Kategorie nach 1.3. Es gilt offenbar
w)s = T(w, s) = T(T(u, v), 5) = T(w, T, 5)) = u(vs)
fiir beliebige u, v € a(C), s € C. Folglich ist (C, «, B, o, o) eine al-Kategorie.

2.4. Satz. Es sei (C, , f, o) eine Kategorie und b die im Abschnitt 1 definierte Ab-
bildung. Dann ist die Restriktion der Abbildung b auf Trans(C, a, B, o) eine bijektive
Abbildung der Menge Trans(C, a, B, o) auf die Menge aller al-Kategorien von der Form
(C, o, ﬁ, o, o).

Der Beweis folgt aus 2.2. und 2.3.

2.5. Hilfssatz. Es sei F:oa(C)— End(C,a, B, o) eine durch folgende Gleichung
definierte Abbildung

F(a) = ,ffiir jedes a € o(C) und ,f(s) = a fiir jedes s € C. Dann ist F eine translative
Abbildung.

Beweis: Es gilt T, T(v, 5)) = T(u, (F) (8)) = T(u, v) = (Fw)) (v) = u =
= (FW) () = T, s) = T(FW) (v), 8) = T(T(u, v), ).

2.6. Folgerung. Zu jeder Kategorie (C, o, B, o) gibt es wenigstens eine Operation o :
:(C)x C = C so, dass (C, a, B, o, o) eine al-Kategorie ist.

2.7. Beispiel. Es sei (C, «, f, o) die Kategorie aus dem Beispiel 1.7.

Wir untersuchen die Menge A = {F, ..., F;4}, um alle translative Abbildungen
zu finden. g

Zuerst nehmen wir die Abbildung Fy : Fi(4) = f;, Fi(B) = f,. Die zugeordnete
Abbildung T, : a(C)x C — C ist durch folgende Gleichungen definiert.



T(4, A) = fi(4) = 4
TI(A’ B) =fi(B) =B
T\(4,a) = fi(a) =a
T\(4, b) = fi(b) = b
Tl(Ba A) =f2(A) =4
T,(B, B) = f,(B) = B
T\(B,a) = fy(a) = a
T(B,b) = f,(b) = b
F, ist translativ, denn

Ty(4, T\(4, A)) = T,(4, 4) = T\(T(4, A), 4)
T\(4, T\(4, B)) = T,(4, B) = T{(T(4, 4), B)
Ty(4, Ty(4, a)) = T((4, a) = T\(T\(4, 4), a)
Ty(4, T\(4, b)) = Ty(4, b) = T(T (4, 4), b)
Ty(4, T\(B, A)) = Ty(4, A) = T\(B, 4) = T\(T(4, B), 4)
T(4, T\(B, B)) = Ty(4, B) = T\(B, B) = T\(Ty(4, B), B)
Ty(4, T\(B, a)) = Ty(4, @) = Ty(B, a) = T,(Ty(4, B), a)
Ty(4, T\(B,b)) = T,(4, b) = T(B, b) .= Ty(Ty(4, B), b)
T((B, Ty(4, A) = T1(B, 4) = Ty(4, A) = T((Ty(B, 4), 4)
T((B, T\(4, B)) = Ty(B, B) = T\(4, B) = T\(T (B, 4), B)
Ty(B, T\(4, a)) = Ty(B, a) = T,(4, a) = T((Ty(B, 4), a)
Ty(B, Ty(4, b)) = Ty(B, b) = Ty(4, b) = T\(Ty(B, 4), b)
Ty(B, T\(B, A)) = Ty(B, A) = T\(T(B, B), 4)
T\(B, T\(B, B)) = T\(B, B) = T\(T(B, B), B)
Ty(B, T\(B, a)) = Ty(B, a). = T (T(B, B), a)
Ty(B, Ty(B, b)) = T,(B, b) = T,(Ty(B, B), b)

Die Abbildung F, ist nicht translativ. Es ist ndmlich

Ty (B, Ty(B, B)) = fo(f,(B)) = fx(4) = 4
TZ(TZ(B’ B), B) = Tz(fz(B)» B) = T,(4, B) = fl(B) =B

Also T,(B, T,(B, B)) + T,(T,(B, B), B).
Nach der Untersuchung aller Abbildungen bekommen wir die Menge
Trans (C, a, B, o) = {Fy, F5, F,, Fs, Fs, F,, F,,} aller translativen Abbildungen.
Da die Konstruktion b C; zu F; zuordnet, ist &, = {C,, C3, C4, Cs, Cq, C;, Cy,}
die Menge aller al-Kategorien von der Form (C, a, B, o, ).



3. ML-KATEGORIEN

Eine al-Kategorie heisst Kategorie mit einer monoidalen linksseitigen Multiplika-
tion, kurz eine ml-Kategorie, wenn sie folgende Eigenschaft besitzt:

(iv) Es gibt ein e € a(C) so, dass es = s fiir jedes s € C und we = u fiir jedes u € a(C).

Es sei (C,a, B, o) eine Kategorie, F:a(C)— End(C, a, B, o) eine Abbildung,
T(u, s) = (F(u)) (s) die zugeordnete Abbildung T : a(C)x C — C. Wir sagen, dass
die Abbildung F stark translativ ist, wenn sie translativ ist und wenn es ein e € a(C)
mit den Eigenschaften T'(v, ) = u fiir jedes ue a(C), T(e, s) = s fiir jedes se C,
gibt. Wir bezeichnen mit S-Trans(C, a, f, o) die Menge aller stark translativen
Abbildungen von a(C) in End(C, a, B, o).

3.1. Hilfssatz. Ist (C, a, B, o, o) eine ml-Kategorie, dann ist die Abbildung F, welche
zu jedem ue€ a(C) den Endomorphismus f, € End(C, a, B, o) mit f,(s) = us fiir jedes
s € C zuordnet, stark translativ.

Beweis: Gemiass 2.2 ist F eine translative Abbildung. Weiter gilt T(y, €) =
= (F(u)) () = ue = u fiir jedes u e a(C) und T(e, s) = (F(e)) (s) = es = s fiir jedes
s € C. Demnach gilt 3.1.

3.2. Hilfssatz. Sei (C, a, B, o) eine Kategorie, F : «(C) — End(C, a, B, o) ihre stark
translative Abbildung. Fiir jedes u € o(C), s € C definieren wir us = (F(u)) (s). Dann ist
(C, a, B, o, o) eine ml-Kategorie.

Beweis: Gemiss 2.3 ist (C, «, B, o, o) eine al-Kategorie. Es gilt ue = (F(u)) (¢) =
= T(u, ) = u fir jedes u € a(C), es = (F(e)) (s) = T(e, s) = s fiir jedes se C. Also
C ist eine ml-Kategorie.

3.3. Satz. Es sei (C, a, f, o) eine Kategorie und b die im Abschnitt 1 definierte Ab-
bildung. Dann ist die Restriktion der Abbildung b auf S-Trans(C, a, B, o) eine bijektive
Abbildung von der Menge S-Trans(C, a, B, o) auf die Menge aller ml-Kategorien von der
Form (C, a, B, o, e).

Beweis: Der Satz folgt aus 2.4, 3.1 und 3.2.

3.4. Hilfssatz. Es sei e € a(C) ein beliebiges Element. Wir legen F(e) = f mit .fe€
€ End(C,a, B, o), .f(s) = s fiir jedes se C. Weiter definieren wir fiir jedes u € a(C),
u+ e, Flu) = ,feEnd(C,a,p,o), ,f() = u fiir jedes se C. Dann ist F eine stark
translative Abbildung.

Beweis: Gilt u + e + v, dann ist T(u, T(v, s)) = T(T(u, v), s) nach 2.5. Offenbar
ist T(u, ) = (F(u)) (e) = u, T(e, s) = (F(e)) (s) = .f(s) = s fiir jedes ue a(C), se C.
Ferner T(e, T(v, s)) = T(v, s) = T(T(e, v), s) und T(v, (e, 8)) = T(v,s) = T(T(v, €) 5)
fiir jedes v € a(C) und s € C. Also ist F stark translativ.



3.5. Folgerung. Zu jeder Kategorie (C, o, B, o) gibt es wenigstens eine Operation » :
:2(C)x C = C so, dass (C, a, B, o, o) eine mi-Kategorie ist.

3.6. Beispiel. Wir setzen das Beispiel 1.7 und 2.7 fort. Wir werden in der Menge
Trans(C, a, B, o) ihre stark translativen Elemente finden.
Wir versuchenfiiri = 1, 3, 4, 5, 6, 7, 14 ein Element e € «(C) mit den Eigenschaften

(@) Tu,e) = u fiir jedes u e a(C)
B) T(e,s) =s fiirjedesse C

zu finden.

Es gilt T,(B, A) = A4, Ty(A, B) = B, also besitzt weder 4 noch B die verlangten
Eigenschaften fiir i = 1. Folglich ist F, keine stark translative Abbildung.

Unter Beachtung von

Ty(A, A) = A, Ty(B,A) = B, Ty(A,B)=B, Tyd,a)=a Tyd,b)=b,

erfiillt A firr i = 3 die Bedingungen «, 8, also Fj; ist eine stark translative Abbildung.
Entsprechend findet man auch, dass Fg, F,, stark translativ, wihrend F,, Fs, F,
nicht stark translativ sind. Also S-Trans(C,a, B, o) = {Fs, F,, Fs, F,,}. Daraus
folgt, dass {Cy, C,, C¢, C14} die Menge aller ml-Kategorien von der Form (C,a, 8,0, )
ist.

Eine ml-Kategorie (C, a, f3, o, o) heisst eine ml-Kategorie iiber einem Monoid G,
wenn «(C) = G (einschliesslich der Multiplikation). Also ist eine ml-Kategorie
(C, a, B, o, o) iiber einem monoid G eine Kategorie (C, a, f, o) mit einer Operation e:
G x C - C, die folgende Bedingungen erfiillt:

(i) u(s o t) = (us) o (ut) fiir beliebige ue G, s, te C
(ii) a(us) = ua(s), Pu(s) = up(s) fiir beliebige ue G, se C
(iii) u(vs) = (uv) s fiir beliebige v, ve G, se C
(iv) Es gibt ein e € G so, dass es = s und ue = u fiir beliebige se C, ue G

Es seien G ein Monoid, (C, a, B, o, ¢) und (D, a, B, o, o) ml-Kategorien iiber G,
M < C eine beliebige Menge. Es sei f eine Abbildung: M — D mit der Eigenschaft
f1G N M = idg.y und a(f(x)) = a(x), f(f(x)) = f(x) fiir jedes x € M. Dann sagt
man, dass die Abbildung f die Existenz von Summen erhalten ldsst. Wirklich, wenn
fiir einige x, ye M x oy definiert ist, dann gilt B(f(x)) = B(x) = a(y) = a(f(¥)),
also existiert f(x) o f(y) in D.

Eine Abbildung, welche Existenz von Summen erhalten ldsst, wird zreu heissen.

Es seien (C, a, B, o, o), (D, , B, o, o) ml-Kategorien iiber G, feine Abbildung von C
in D. Wir sagen, dass f'ein Homomorphismus ist, wenn f ein Funktor von (C, a, f, o)
in (D, a, B, o) ist und die folgende Bedingungen erfiillt sind

(i) f(u e x) = f(u) o f(x) fiir beliebige ue G und xe C
(i) f1 G = idg



Der Begriff einer mi-Teilkategorie lasst sich in iiblicher Weise erkliren. Ist C =
= (C, a, B, o, o) eine ml-Kategorie iiber G und D = (D, a, B, o) eine Teilkategorie
von (C, a, B, o), so heisst sie eine ml-Teilkategorie von (C, «, f, o, o), wenn G < D
und die Menge D in Bezug auf die Operation e abgeschlossen ist. Eine ml-Teilkate-
gorie von C wird mit D = (D, a, B, o, o) bezeichnet. Wenn M < C ist, so ist der
Durchschnitt aller ml-Teilkategorien iiber G, welche M enthalten und in C enthalten
sind, wieder eine ml-Teilkategorie von C iiber G; sie heisst die von M erzeugte
ml-Teilkategorie von C iiber G.

Es sei C = (C, a, B, o, o) die von M erzeugte ml-Kategorie iiber G, M < C. Die
ml-Kategorie C heisst frei von M erzeugt, wenn sie die folgende Bedingung erfiillt:

Fiir jede ml-Kategorie D = (D, a, 8, o, o) iiber G und fiir jede treue Abbildung f
von M in D gibt es eine homomorphe Abbildung Fvon Cin D mit F| M = f.

Eine ml-Kategorie iiber G, welche von einer Menge frei erzeugt ist, heisst eine
reie ml-Kategorie iiber G.

4. DIE MENGEN Dy, Ix, Sk

Es sei G ein Monoid, R & G'x G eine Menge. Wir bezeichnen mit = die Menge

aller geordneten Paare's = (s, t) von Elementen aus R, zu welchen Elemente u € G,
(y, x) € R existieren, so dass im Monoid G die Gleichungen s = uy, ux = t gelten.

Man bezeichne mit Dy die Menge aller Folgen (#y, ¢, ..., ¢,) mit n = 0 und
(ti-15 1) E = fir i =1, 2,...,n. Die Folge in der Form (¢), die nur ein Element
besitzt, identifizieren wir mit dem zugehérigen Element 7 € G. Demnach schreiben
wir t € Dy fiir jedes t € G.

Auf Dy wird eine Algebra (Dg, a, B, o, ) vom Typ (1, 1, 2, 2) mit vollstindigen
einstelligen Operationen o, B, einer partiellen bindren Verkniipfung o und einer
partiellen bindren Verkniipfung e erklért. Diese Operationen definieren wir folgender-
massen:

() a(t) = ¢, B(t) = ¢, fur jedes t = (¢,, ..., t,) € Dy
(ii) Es seien s, t beliebige Elemente aus G. Gilt f(s) = a(t), dann ist s o t definiert,
und zwar Sot =2, Z = (29, Zy, ..., Zy4m) € Dg mit
S; firi=0,1,....,m
Zi = os .
tiem firi=m+1,...,m+n
(iii) Es seien ue G, t = (ty, t,, ..., t,) € Dg (n = 0) beliebige Elemente. Dann ist
u o t definiert und zwar
uet = (uty, ut,, ..., ut,).

(Die Operation e ist eine Erweiterung der in G definierten Operation e).



Es seien R < G x G, X" Mengen und f: " — R eine surjektive Abbildung. Es sei Jg
die Menge aller geordneten n-Tupel (u;, r;, k)i=y (n 2 D mit (u;, r;, k)e GXRx X,
ry=y;, X), wy; = Uy X, fir i = 2, ..., n. Wir setzen Iy = Jz U G.

Auf Iy wird eine Algebra (I, a, B, o, ») vom Typ (1, 1, 2, 2) mit vollstindigen ein-
stelligen Operationen «, B, einer partiellen binaren Verkniipfung o und einer partiellen
bindren Operation e erklirt. Diese Operationen definieren wir folgendermassen:

(1) Ist u € G, so definieren wir a(u) = u = B(u). Ist s = (u;, ri, k)}_ el (n 2 1)
mit r; = (x;, y)e Rfiri = 1,2,..., n, so wird a(s) = u,y,, B(s) = u,x, gesetzt.
(2) Die Verkniipfung o ist fiir s, t € Iy definiert, wenn f(s) = a(t) ist. Wir unter-

scheiden folgende Fille:

a) Esseis=ueG,t = (u;,r;, k)i €lzg(n =z Dmitr; = (y;, x)fiiri = 1,2,...,n
und ¥ = u,y,. Dann legt man sot =t

b) Es seien s = (u;, ri, k)i €lg (n =2 1) mit ry =(y;,x) firi=1,2,...,n
t = v e G; dabei sei u,x, = v. Dann legt man sot = s.

©) Es sei s=(u,r,k)=;€lg (mz1) mit r, =(y;,x;) fur i=1,2,...,m,
t=(,p,1)i-1€lxg(n = Dmitp;, = (¢;, d)fiiri = 1,2, ..., n. Es sei u,x,, = v,¢;-
Dann legt man sot = z, z = (w;, q;, j)i" € I mit

e = u; firi=12,...,m
P e, firi=m+1,...,m+n

_Jn firi=12,....,m
9= P: firi=m+1,...,m+n
=12,....,m

. Jk;  fir i
Ji= I firi=m+1,....,m+n

(3) Schliesslich definieren wir fiir v € G, s € I das Element vs auf folgende Weise:
Ist s = u e G, dann legt man vs = vu. Ists = (u;, r;, k)i, (n = 1), so definiert man
vs = (vuy, £, k)= -

Speziell kann man fiir die Menge J¢- die Menge R und fiir f die Identitit auf R
nehmen. In diesem Falle bezeichnen wir die Menge I mit Si; die Elemente aus
Sg werden wir anstatt (u;, r;, r)}-, einfach (u;, r;);-, schreiben.

4.1. Hilfssatz. Es sei G ein Monoid, R = G x G eine Menge. Es bezeichene X ein
beliebiges von den Symbolen D, I, S. Dann gelten folgende Behauptungen:

a) (Xg, a, B, o) ist eine freie Kategorie mit a(Xg) = G = f(XR).

b) Die partielle Operation ¢: G x Xz — Xy besitzt die folgenden Eigenschaften
(i) u(s o t) = us o ut fiir beliebige ue G, s, te Xy

(i) wa(s) = a(us), up(s) = P(us) fiir beliebige ue G, s, t e Xz

(iii) u(vs) = (uv)'s fiir beliebige u, v € G, s € Xy

(iv) Ist e das Einselement des Monoids G, so gilt es = s fiir jedes s € Xy’
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Beweis: a) (Dg, a, B, o), (I, 2, B, o), (Sg, «, B, o) sind offensichtlich Kategorien.
Wir zeigen, dass sie freie Kategorien sind.

1. Wir betrachten zuerst die Kategorie (Dg, o, 8, o). Man iiberzeugt sich leicht,
dass Y = {(s5,1); (s, t) e i»} die Menge aller irreduziblen Elemente sind. (Die Defini-

tion von irreduziblen Elementen kann man ift [1] finden). Es sei xe Dy — G, x =
= (Xg, X15..> %), n>0,x,€G@{H=0,1,...,n). Dann gilt x = (xg, X, ..., X,) =
= (Xg, X1) 0 ... 0(Xy_1, Xp) = Xgo0...0X,, mtx; =(x;_,,x)eYfiri=12...,
..., n. Offenbar ist x = x, o ... o x,, die einzige Darstellung von x als Produkt von
irreduziblen Elementen. Keine Einheit von Dy ist dagegen als Produkt von irreduziblen
Elementen darstellbar. Nach § 30, Satz 7 in [1] ist also Dy eine freie Kategorie.

2. Ganz entsprechend kann man beweisen, dass (I, «, B, o) eine freie Kategorie ist.
Die Menge aller irreduziblen Elemente ist in diesem Falle die Menge Y = {(u, r, k);
ueG,flky=r,kex}.

3. Aus 2) folgt, dass (Sg, a, B, o) eine freie Kategorie ist, da Sy ein spezieller Fall
der Kategorie I ist.

b) Die Behauptung b) folgt unmittelbar aus der Definition der Algebren Dg,
Ix, Sk.

4.2. Satz. Es sei G ein Monoid, R < GxG. Dann ist (Ig, a, B, o, @) eine freie
ml-Kategorie iiber G. Die Menge M = {(e, r, k); (e, r, k) € Iy, e ist das Einselement
von G} ist ein Erzeugendensystem von I.

Beweis: 1." Wir beweisen zuerst, dass die Menge M die Kategorie I erzeugt.
Es sei C’ die kleinste ml-Kategorie iiber G mit der Eigenschaft M = C’. Es sei x e I,
ein beliebiges Element. Wenn x € G, so x € C’. Es sei also x ¢ G. Dann existieren
w,r, k; fuir i=1,2,...,n, n>1 so, dass x = (u;, r;, k)i=;. Es gilt x =
= ue,ry, k) ouye, ra, ky))o...ou,e, r,, k,). Weiter folgt aus (e, r;, k)e M,
u;e G, dass uge, r;, k)e C’ fir i =1,2,...,n gilt. Hieraus ergibt sich x =
=uy(e,ry,k)o...ouer,, k,) e C'. Folglich Iy = C’ und wegen der Minimalitit
von C’ist Ig = C'.

2. Es sei D = (D, a, B, o, o) cine ml-Kategorie iiber G, f: M — D eine beliebige
treue Abbildung. Fiir beliebige u e G, x = (e, r, k) € M legen wir F(u) = u, F(ux) =
= uf(x). Es gilt a(F(ux)) = a(uf(x)) = ua(f(x)) = ua(x) = a(ux) und entsprechend
B(F(ux)) = P(ux).

Es sei jetzt xe Iy — G, x = (u;, r;, k)=, n = 1. Dann ist x = u,(e, ry, ky) o ...
...oufe, ry, k) =u;x o...0u,x, Dabeiist x;e M fiir i = 1, 2, ..., n. Demnach
ist F(u;_yx;_4) o F(ux)) fiir i = 2, 3, ..., n definiert. Man kann also F(x) = F(u;X;) o
o...o F(u,x,) setzen. Hieraus folgt a(F(x)) = a(F(u;x,)) = a(u,;x;) = a(x) und ent-
sprechend B(F(x)) = B(x).

Wir haben jetzt zu zeigen, dass F ein Homomorphismus von I in D ist. Es seien
x,yelp und xoy sei definiert. Da B(x) = a(y), gilt B(F(x)) = B(x) = a(y) =
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= a(F(y)), also ist F(x)o F(y) definiert. Es sei x = (s, Fi» k=1 (@2 1), y =
= (v;,8;, I)y (m 1), dann gilt F(xoy) = F(us(e, £y, k1) o...ot(e, rp, ky) 0
ovy(e,8150) 0...00(e, Sy lm) = Fluy(e,ry, k) o...o0 Fume, ras kn)) o F(vy(e,84,11))
o...0 F(vy(e, s,,1,)) = F(x)o F(y).

Es sei u € G ein beliebiges Element, x € I mit x = (u;, r;, k)i . Dann ist F(ux) =
= F(uu;, ri, k)=, = Fuu,(e, ry, k) o ... ouufe, r,, k,)) = uF(uy(e,ry, ki) o...0
o u,(e, r,, k,)) = uF(x). Demnach ist F ein Homomorphismus von I in D mit der
Eigenschaft F| M = f.

4.3. Folgerung. Es sei G ein Monoid, R = G x G. Dann ist Sy eine freie mi-Kate-
gorie iiber G. Die Menge M = {(e, r); (e, r) € Sy, ¢ ist ein Einselement von G} ist ein
reies Erzeugendensystem von S fg.

4.4. Satz. Zu jeder freien ml-Kategorie C iiber G existiert eine Menge R =< Gx G
so, dass (Ig, a, B, o, ®) und (C, a, B, o, ¢) isomorph sind.

Beweis: Es sei C eine durch die Menge M erzeugte freie ml-Kategorie iiber G.
Zu jedem s e M ordnet man das Element k(s) = (a(s), f(s)) e Gx G zu. Wir setzen
R = {k(s); se M}. Wir wahlen # = M und definieren die Abbildung f: M — I
folgenderweise: f(s) = (e, k(s), s). Dann ist f offensichtlich eine eineindeutige Ab-
bildung von M auf die Menge M, = {(e, k(s), s); s€ M} d. h. auf ein Erzeugenden-
system von /. (Die Eineindeutigkeit folgt daraus, dass fiir beliebige s,, s, € M mit
s, £ s, immer (e, k(s,), $,) + (e, k(s,), s,) ist.) Also sind (/g, a, B, 0, ¢) und
(C, a, B, o, o) isomorph [4].
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