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ARCH. MATH. 1, SCRIPTA FAC SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS 

XIII: 47—50, 1977 

ЗАМЕТКА К ОПРЕДЕЛЕНИЮ 
РЕГУЛЯРНЫХ ИДЕАЛОВ 

Й И Р Ж И СВОБОДА, Брно 

(Поступило в редакцию 14го июня 1967 г.) 

В настоящей статье мы следуем терминологии и обозначениям приведенным 
в монографии [1] и отправимся от следующих определений. 

Пусть Л — кольцо. 

1° 0 Ф /е Я — левый идеал в Я, если 

а) I Ф Я;Ъ) х,уе 1=> х + уе1; 

с) хе1, аеЯ=> ахе1. 

2° Левый идеал в I?! регулярен, если существует и е Я такой, что 

хе Я=> хи — хе I. 

Аналогичные определения имеют место для правых, двусторонних (регуляр­
ных) идеалов. 

Если Я — кольцо с единицей е, то очевидно всякий идеал в Я обладает 
свойством линейности, так как хе I, ХеФ => Хх = (Хе) хе 1(Ф — поле скаляров). 
В случае колец без единицы это не всегда справедливо и целью нашей заметки 
— показать, что явное требование линейности идеалов необходимо для вер­
ности следующих двух теорем ([1], стр. 149 — 150). 

Теорема 1. Пусть Я — кольцо без единицы, и Я' — кольцо, полученное из .К 
присоединением единицы. Пусть «/' совокупность всех левых идеалов Г ъ Я', 
для которых 1'ф^и/ — совокупность всех регулярных левых идеалов в Я. 
Тогда отображение Г -> Г п Я - биекция $' на «/ и / -> {;; е Я! \ и. у е /}, где 
и единичный элемент по / — обратное отображение. 

Теорема 2. Пусть Я кольцо и / двусторонний идеал в Л. Тогда отношение 
*1 ~ х2 о хх — х2 е I — эквивалентность в .Я. 

Рассмотрим следующую конструкцию. Пусть О = {#1? ..•>&.} ~" конечная 
полугруппа; умножение в О записываем в виде &.#/=* #*(|,я# Обозначим 
Я(0) = {А, В, С,...} множество всех элементов вида А = [<«*, #х>, ..., <а„, 
#я>], где а19..., <хпеФ. Сумму и умножение на скаляры определим равенствами 
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[<«!.*!> <«..,Л>] + [</»1,*1>.-.,<А,Л>]-'[<в1 +/»,,*,>... 

...<а„ + /?„,«,>], А. [<я,, $,>,..., <а„&>] = [<Ая,,*,>, .... <я„ &,>]. 

Если теперь вводим „базисные элементы" Е{, ..., ЕпеК(С), где 

-5 |"-[<« | | ,*1>. . . . .<^,А>] (!= 1...-.Я) 

и 5ц — символ Кроиекера — то легко убедимся, что всякий элемент А е Я(С) 
п 

имеет единственное представление -4 = X а,Е,, и что Я(С) будет кольцом, если 
1 

мы определим умножение в К(0) равенством 

(=1 /=1 |\/=1 

Пусть теперь С = {${, §2, #3) < # = {Л1, Л2} и умножения в О и Я определены 
следующим образом: 

# 1 - # 1 = # 2 > # 1 > - # 2 = # 2 > # 1 - # 3 = # 1 

#2 • #1 = %2 • #2 • #2 = #2 #2 • #3 = #2 

#3 • #1 = #2> #3 • #2 = #2 #3 • #3 = #3 

И Нх . /*! = /?! . Л
2
 . #1 = Л

2
 • П2 = А 2

. 

Читатель может легко убедиться, что О, Н — действительно полугруппы. 

Лемма 1- Пусть /0 множество всех элементов из Я(0) вида п . Ех + а/?2, 
где л = 0, ± 1, ± 2, ... и а 6 Ф. 
Тогда 

Г /0 Ф К(0); 
2 АХ9 А2 € 10 => Ах + Л 2 € / 0 ; 
3° АеК(6),Ве10*>А.В€10; 
4° ^еЛ((/)-=>Л.1г3 - Л е / 0 ; 
5° Я ФО, ± 1, ± 2,...=>А.Е1#/0. 

Доказательство. Из единственности представления всякого А е Я(0) в виде 
з з 

-4 = X а«#1 следует Г, 5°. Пусть ]Г а,^ е Л(<3) и пЕх + а2?2 е / 0 . Имеем 
1 1 

з 
(X Мч) . (я#1 + «-#2) = 0. Ех + (паА + ла2 + па3 + аах + аа2 + аа3) Е2 е /0, 

1 

з 
так что 3° верно. Если ^ а ^ е К(С), то 

1 

( I аЛ) *э - >>.Я. == 1 0 . 2?, е/0 
1 1 1 

что доказывает 4°. 2° очевидно. 
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Лемма 2. Пусть 1г множество всех элементов из Я(Н) вида Ех 4- лЕ2 где 
а ;> 0 а 1 е Ф. Тогда 

Г -Егф119 I, Ф В Д ; 
2° АиА2е11 => А1 + А2е11 

3° Ае11,ВеЯ(Н)=>А.В,В.Ае1\. 

Доказательство. Из единственности представления всякого А е Я(Н) в виде 
2 

А = ]|Га,/:4, 1° и 2° очевидны, 3° следует из свойств умножения в Я, так как 
1 2 2 

произведения (Ег + а#2) (]Г а*Я,-) и (]Г а̂ /Г.) (Ех + а#2) имеют вид 02? А 4- /Ш2, 
1 1 

т. е. принадлежат к / х. 
Обсудим теперь теорему I. Из леммы 1 вытекает, что /0 — регулярный левый 

ид^ал в Я(С)> Еъ — единичный по идеалу /0. Так как /0 — нелинейно, то Я(0) 
кольцо без единицы. Пусть Я' — кольцо полученное из Я(0) присоединением 
единицы. В случае, что теорема 1 верна, то /0 = {ф е Я', фЕъ в /0} — левый 
идеал в Я' и /0 = /0 п Я(0). Так как Ехе /0, то 2^ е /0. Но в Л' есть единица; 

это значит, что — Ех е /0, — Ех е Л(О) и мы получили противоречие —Е1е10. 

Что касается теоремы 2, применим лемму 2 из которой следует, что /0 — дву­
сторонний идеал в Я(Н) а так как 2ЕХ — Ег ~ Е1е10 и Ех — 2ЕХ = — Ехф /0, 
отношение ~ не обладает свойством симметрии. 

Хотя многие теоремы об идеалах в кольце без единицы не требуют линей­
ности идеалов, можно сделать заключение из вышеприведенного, что наиболее 
целесообразным выходом из положения является явное требование линей­
ности, как это сделано во втором издании [1]. 

ЛИTEPATУPA 

[1] Najmark: Normirovannyje koľca, Moskva 1956, 1968. 
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