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LES BIMODULES RELATIFS

par SYMEON BOZAPALIDES
(Received March 25, 1976)

Dans ce travail on construit la bicatégorie relative Bim (A) des bimodules d’une
bicatégorie relative exacte A, et on montre que Bim (A) est aussi exacte, ce qui
généralise au cas relatif un résultat analogue de Bénabou [2].

§ 1. Monades isocommutatives

Soient A une catégorie et T = (T, n, »), T' = (T", %', ') deux monades iso-
commutatives sur A, c’est-a-dire telles qu’il existe une loi distributive [1] qui est

un isomorphisme
r:T.T"S5T.T.

Une (T, T')-bigébre est un triplet (&, a, &), ol « est un objet de 4, (¢, a) une
T-algebre et (&', a) une T'-algébre, de fagon que le diagramme suivant commute

e
o

Un homomorphisme de (&, a, &') vers ({, b, {’), est un morphisme f:a - b de 4
qui commute avec les T- et T'-structures, i.e. tel que les diagrammes suivants

commutent )
Ta—5 .2 Ta—2E& —.a
Tf fTf f
Tb ——e—o—=b Tb — b )
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On note T — T'-Big la catégorie ainsi définie.
On a un foncteur d’oubli

U:T-T-Big—> A
défini par

U¢,a,¢) =a,
et deux transformations naturelles
o:T.U=U,
o :T'. U= U,
dont les composantes sont données par
Peay) =& et
(ch,a,g') =
respectivement.
Théoréme 1.1. Le triplet (U, @, ¢') défini plus haut vérifie les équations
oonU =U, o onU=U
@oTe = q@opul, @ oT o =¢ opU 0)
9o ¢'T =¢ o@T
de maniére que, si F: X — A est un foncteur et
¢:T.F=F,
¢:T.F=F,
deux transformations naturelles telles que
gonF = F, gon'F=F
€oTe = ¢go uF, goTe =¢o ﬂ'F (ll)
€0e'T =¢ ol
alors il existe un seul foncteur

F: X-T — T'-Big
qui remplit les relations

U.F=F
¢o.F=¢ (iii)
o . F=¢
Si, de plus
G:X-24,0:T.G=>G,0' :T'.G=G) (@iv)
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est un autre systéme vérifiant des conditions analogues a (ii), alors chaque transform-
ation naturelle m : F = G telle que

woTm =mo
w’oT'm=moz’} ©
induit une transformation naturelle unique
m:F=G
(out G est induit par le systéme (iv)), de fagon que
U.m=m.
Preuve. En évaluant les équations (ii) au point x € ObX, on obtient
Ex Npx = lpxs € - Mrx = Lpo
& T(8:) = & . Hpx» & . T'(ex) = &x - Hpxs

& - Epx = Ex . Exxs
et par conséquent le triplet (s, , F,, &) est une T — T'-bigébre. On pose

Fx = (g,, Fx, &).
De méme pour f: x — x' dans X, on a

e . TEf = Ff . ¢,

e.. T'Ff = Ff . ¢,
car ¢ et ¢ sont des transformations naturelles; par conséquent Ff est un homo-
morphisme de T — T'-bigébres.
Jl est donc 1égitime de poser

Ff = Ff.

Le foncteur F: X - T — T'-Big que nous venons de définir vérifie les relations (iii)

et il est le seul ayant cette propriété: en effet soit R: X - T — T'-Big un autre
foncteur tel que

U.R=F
¢o.R=c¢ (vi)
o .R=¢

et soit
Rx = (&5, @y, &5)-
Alors les équations (vi), évaluées au point x € ObX, donnent
Fx = URx = a,
& = Qpx = &

’ ’ ’
ex=(PRx=§x
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et par conséquent Rx = Fx, Vx € ObX.
D’autre part pour tout morphisme f: x — x’ de X, on tire de la premiére équation

de (vi) que
URf = Ff = Ff,

d’ou finalement R = F.
Maintenant en vertu de relations

Wy T(mx) =My . Py,
60; . T’(mx) =my. (P;’
-qui résultent des (v) en évaluant 3 x € ObX, la x-composante
my,: Fx - Gx

de la transformation naturelle m : F = G est un homomorphisme de T — T’-bigéb-
res; on peut donc la prolonger d’une seule maniére en une transformation naturelle
m:F= Gavec U. = m, et le théoréme est établi. B

Exemple. Soient A une bicatégorie et T = (T, 1, u), T = (T',n',4’) deux
monades sur les objets 4 et A’ respectivement; alors les

A(T, 4') = (A(T, 4'),A(n, 4'), A(u, 4')),
A4, T) = (A4, T"), A(4, n'), A4, 1))
sont des monades isocommutatives sur la catégorie A(4, 4’). On peut voir immé-
diatement que
A(Tl A,) - A(A’ T’)"Big > Bim (A) ((A,’ T’)s (A, T)):
ou Bim (A) désigne la bicatégorie des bimodules de A ([2], [5]).

Remarque. Le théoréme précédent nous montre que le triplet (U, ¢, ¢') est la
solution d’un probléme universel dans la 2-catégorie Cat des catégories légitimes.

Plus généralement, soient V une 2-catégorie représentable, 3 Cat-limites project-
ives finies, et T, T’ deux monades isocommutatives sur un objet ¥ de V:

r:T.T"3T.T;

considérons de plus les objets d’Eilenberg-Moore de T et T’ respectivement [4]

il Tl
o 1y
v T C v v T ult v
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le Cat-produit fibré suivant

X
Pr Py
T-Atg T- Mg
ur o
Y
et finalement I’objet comma
AT
()
% -

Alors il en résulte des fléches uniques
f:X->(T'.T,V)
g:X->(T.T,V)

telles que
p.f=U".pr pP-g8=U".p,
q.f=U".pr q.8=U".p;
m.f=o" .proo’.py m-g=§0T-pro(pT’.pT,

(on note que (T". T, V) 5 (T. T, V)),
et le Cat-produit fibré de f et g est I'objet T — T'-Big dans la 2-catégorie V.

§ 2. La V-bicatégorie Bim (A)

Soient V une 2-catégorie multiplicative, symétrique, & Cat-limites projectives
finies et A une V-bicatégorie exacte; alors la V-bicatégorie Bim (A) est définie
comme suit: Ses objets sont les couples (4, T) constitués d’un objet 4 de A et d’une
monade T = (T, 1, p) sur A dans la bicatégorie sous-jacente | A |.

Pour (4, T), (A’, T') € Ob Bim (A), on pose

Bim (A)(4',T), (4, T)) = A(T, 4') ~ A(4, T')-Big. (i)
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Pour simplifier les notations on écrit Bim (T', T) au lieu de Bim (A)((4', T'), (4, T))
et on désigne par (UT, @7, @) le triplet universel qui définit Bim (T’, T) comme
I’objet des (A(4, T'), A(T, 4’))-bigébres des monades isocommutatives A(4, T')
et A(T, A’) respectivement.
Pour tous (4, T), (4', T'), (4", T") € Ob Bim (A), la fleche de composition
- Bimia : Bim (T, T') ® Bim (T',T) > Bim (T", T) (ii)

est définie de la maniére suivante: |
On considére le conoyau ¢@(7’) des 2-cellules

(A aaa - 1@ UL). (0T ® 1)

Caawa - (UT @1).(1 ® or)

Bm(T"T)eBim(T',T)
2

Bim(T.T)®Bim(T"T")

AQR)eBIM(T T Bm(T;T)@ARAY)
. -
®1 19U
v - T 1eA(T,A"
AR e F(T') @9 @ ( >
~ P
A(A,R)SBIM (T7T) oD % Bim(T"T)oA(RAY)
y .
18U, ure1
A(R.A)BA(A.A7) BV IR A(pAT A A(A.R)eR(A, A%
°RIAnA" AR A

qui existe parce que l'objet A(4, 4”) est A limites inductives finies 4 cause de
P’exactitude de A.
D’autre part la 2-cellule A(4, T") @(T') est le conoyau des 2-cellules
A4, T") . (Aawa - {07 ® Bim (T',T')},
A, T"). (A axar - {Bim (T, T) ® or},
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car la fleche A(4, T") (qui, a cause de I’exactitude de A, admet un adjoint 3 droite)
commute avec les limites inductives (v. [3]), d’ol une 2-cellule unique

ST A4, T") . F(T') - F(T")
telle que
ST oAU, T") . o(T') = (a)danar - (A4, 4) ® 97} . {UT ® Bim (T", T')}

Par une méthode analogue on trouve une 2-cellule unique

fr:A(T, A") . F(T") » F(T")
telle que
froA(T, 47) . ¢(T') = (oa)aws - {01 ® A(4', 4")} . {Bim (T",T) ® U7 }.

Le triplet ainsi défini (F(T"), fr, fT") vérifie les relations suivantes

F(T') = froA(n, 4") . F(T")
T o A4, 1) . F(T') =T o A4, T") . fT (iii)
KT') =f" oA(4,1") . F(T') l
ST oAU, T") . fr =froA(T, A") . [T

JroAu, 4") . F(T") = fr o A(T, A") . fr l

d’ou la fleche de composition (ii).
Pour tout (4, T) € Ob Bim (A), la fléche unitaire

(Bima)) 4,1y : I = Bim (7.7
est induite par le triplet (7, u, u), ot

VA

A (A'A) A (T. A) A (A 'A) A (A .T) A (A'A)

Théoréme 2.1. La V-bicatégorie Bim (A) a la propriété suivanté
| Bim (A) | > Bim (|A|), (@iv)
C’est-a-dire la bicatégorie sous-jacente a Bim (A) est isomorphe a la bicatégorie des

bimodules de la bicatégorie | A |, sous-jacente a A.
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Preuve. Par définition on a

' Ob|Bim(A)| = Ob Bim (A ),
et
| Bim (A) | (4", T'), (4, T)) = VI, Bim (A) (4, T'), (4, T))).

Mais une fléche
f:I- Bim(A) ((4,T),(4,T).

équivaut d’aprés le th. 1.1 A un triplet (F, fr, fT)
F:I-A(4,4)

v

AR.A)

fT'(

AT R) APN)—gETy A @.8)

qui vérifie les conditions (iii) avec F(T') = F, c’est-a-dire 3 un T — T’-bimodule
de|A]|.
Une 2-cellule

/’Jth\ Bim(R) (A T8 ﬂ)

\/

équivaut A une 2-cellule

| A(A,A7)

f
>
=
telle que

frod AT, A') = 7o fr,
fTod A, T)=720fT,

c’est-3-dire 3 un morphisme de T — T'-bimodules, et I'isomorphisme (iv) est
établi. m
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§ 3. Théoréme fondamental des bicatégories relatives exactes
Dans ce paragraphe on suppose que A est une V-bicatégorie exacte, ce qui nous
permet de construire la V-bicatégorie Bim (A).
Proposition 3.1. Pour tous (A, T), (4’, T') e Ob Bim (A), I’objet
Bim (A) (4, T'), (4, T))

admet toutes les limites projectives et inductives.
Pour la démonstration on a besoin du lemme suivant:

Lemme 3.2. Soient T = (T, n, u) et T' = (T', ', u') deux monades isocommutat-
ives sur la catégorie A; alors

i) la catégorie T — T'-Big admet toutes les limites projectives qui existent dans A,
ii) la catégorie T — T'-Big admet toutes les limites inductives qui existent dans A
et qui sont préservées simultanement par les foncteurs T et T"'.

Preuve. Soient F: 1 - T — T'-Big un diagramme et
{a75> @Giliar
le cOne limite projective du diagramme U ; .F:1 > 4, ou
Fi = (&;, a;, &).
Alors a cause de la propriété universelle de la limite projective on a les morphismes

E:Ta - a, & :Ta-a
tels que

. =€-Ti9
{pié i Ip viel

pi'é’ =é;'T,pi’
11 est bien connu que les couples (&, @), (¢', @) sont des T- et T'-algebres respective-

ment.
Il reste 3 montrer que le diagramme (I), § 1, commute; On a

pi & T =& . Tp . T =
=&.T¢ . TT'p; =
=¢&.T¢.r, . TT'p; =
=¢&.T¢.T'Tp; . r, =
=¢.Tp, . T .r, =
=p;.&.T¢.r,,
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«donc
: E.1¢ =¢.1T¢.1,,
et par conséquent
(6) a, 6’) = lim F.
<

ii) Supposons maintenant que la lim U] . F existe et est préservée par T et T”,
— .

et soit
{ai g a}iel

le cone limite inductive de UF . F; alors il existe des morphismes uniques

E:Ta - a, E:Ta—-a

itels que

E.Te =e;.¢&;,
{ ! - Viel,

6, . T’ei =€;. 6,’,

et le triplet (¢, a, &) est une T — T’'-bigébre, limite inductive de F. m

Revenons 4 la démonstration de la proposition; étant donné que A est exacte,
les objets A(4, A') admettent toutes les limites projectives et inductives finies
et de plus les fleches A(T, A') et A(A4, T') préservent les limites inductives parce
qu’ils admettent des adjoints 3 droite.

On peut donc appliquer le lemme précédent et la proposition est démontrée. &

Théoréme fondamental des bicatégories relatives exactes. La V-bicatégorie
Bim(A) des bimodules d’une V-bicatégorie exacte A, est aussi exacte.

Preuve. Résulte de la prop. 3.1. et d’'un argument de routine, qu’ on laisse
.au lecteur. n
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