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LES BIMODULES RELATIFS 

parSYMÉON BOZAPALIDES 

(Received March 25, 1976) 

Dans ce travail on construit la bicatégorie relative JSim (A) des bimodules d'une 
bicatégorie relative exacte A, et on montre que Bim (A) est aussi exacte, ce qui 
généralise au cas relatif un résultat analogue de Bénabou [2]. 

§ 1. Monades isocommutatives 

Soient A une catégorie et T = (T, rj, ft), T = (T\ r\', jn') deux monades iso­
commutatives sur A, c'est-à-dire telles qu'il existe une loi distributive [1] qui est 
un isomorphisme 

r:T. T'^T'. T 

Une (T, T)-bigèbre est un triplet (£, a, {'), où a est un objet de A, (£, a) une 
T-algèbre et (£', a) une T'-algèbre, de façon que le diagramme suivant commute 

Un homomorphisme de (£, a, £') vers (Ç, b, £'), est un morphisme/: a -> b de A 
qui commute avec les T- et T'-structures, i.e. tel que les diagrammes suivants 
commutent 

f T'f 

b rь 
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On note T — T~Big la catégorie ainsi définie. 
On a un foncteur d'oubli 

défini par 
U : T - T-Big -* A 

U{£9 a, O = a, 

et deux transformations naturelles 

cp:T.U=> U, 

<p' : r .u=>u, 

dont les composantes sont données par 

?«...«') = Z et 

respectivement. 

Théorème 1.1. Le fnp/e* (U, <p, cp') défini plus haut vérifie les équations 

(porjU = U, q>' oti'U = U 
(p o T(p ~ q> o \iU, cp' o T'cp' = cp' o jt'U 

(pocp'T = y' ocpT' J 

de manière que, si F : X -+ A est un foncteur et 

e: T.F=> F, 

e' :T' .F=>F, 

deux transformations naturelles telles que 

soriF = F, e' o rç'F = F 

SoTs = sofiF, e' o F'e' = e' o / /F 

6 o e T = e 'oeF ' 

a/ors il existe un seul foncteur 

qui remplit lès relations 

Si, de plus 

F: X -> T - T-Big 

U.F = F 
(p . F = e > 
9' • F = e' .1 

( ( ? : * - • Л, a>: T. G => G, cu': 7" . G => G) 

(i) 

(ü) 
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est un autre système vérifiant des conditions analogues à (ii), alors chaque transform­
ation naturelle m : F => G telle que 

a> o Tm = m o (p ) , x 

> (v) 
/ rr*f / I 

a j o i m = m o < p j 

induit une transformation naturelle unique 

m: F^> G 

(où G est induit par le système (iv)), de façon que 

U. m —m. 

Preuve. En évaluant les équations (ii) au point x e ObX, on obtient 
8x • *1FX = ^Fx> ex • llFx = *Fx> 

sx • T(sx) == £x . nFx9 ex . T (ex) = ex . nFx, 
r f 

e x * eTx ~~ e x • eTx» 

et par conséquent le triplet (s^, Fx, sx) est une T — T'-bigèbre. On pose 

Fx = (e,,, Fx, ex). 

De même pour / : x -> xf dans X, on a 

eJ c .TF /=F / .e j e , 

e;.rF/=F/.e;, 
car e et e' sont des transformations naturelles; par conséquent Ff est un homo-
morphisme de T — T'-bigèbres. 
Jl est donc légitime de poser 

Ff = Ff 

Le foncteur F : X -> T — T-Big que nous venons de définir vérifie les relations (iii) 
et il est le seul ayant cette propriété: en effet soit R : X -> T — T-Big un autre 
foncteur tel que 

U.R = F 

ç> . jR -=- s - > (vi) 

<p'. i* = e' 

et soit 

I£x = (£x, a^, 4v). 

Alors les équations (vi), évaluées au point x e ObX, donnent 

Fx = URx = ax 

ZX = <PRx = Éx 
/ / pt 

ex — YRx — Sx J 
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«t par conséquent Rx = Fx, Vx e ObX. 
D'autre part pour tout morphismef: x -» x' de X, on tire de la première équation 
de (vi) que 

URf=Ff~Ff 
<Toù finalement R = F. 

Maintenant en vertu de relations 

cox . T(mx) = mx . cpx, 
cox. T(mx) =mx.cpx, 

qui résultent des (v) en évaluant à x e ObX, la ^-composante 

mx : Fx -+ Gx 

de la transformation naturelle m : F => G est un homomorphisme de T — T'-bigèb-
res; on peut donc la prolonger d'une seule manière en une transformation naturelle 
m : F => G avec U. m = m, et le théorème est établi. • 

Exemple. Soient A une bicatégorie et T = (T, tj, n), T = (T, t\', fi') deux 
monades sur les objets A et A' respectivement; alors les 

A(T, A') = (A(T, A'), A(n, A'), A(/i, A')), 
A(A, T) = (A(A, T), A(A, n'), A(A, »')) 

sont des monades isocommutatives sur la catégorie A(A, A'). On peut voir immé­
diatement que 

A(T, A') - A(A, T)-Big * Bim (A) ((A', T), (A, T)), 

où Bim (A) désigne la bicatégorie des bimodules de A ([2], [5]). 

Remarque. Le théorème précédent nous montre que le triplet (U, cp, cp') est la 
solution d'un problème universel dans la 2-catégorie Cat des catégories légitimes. 

Plus généralement, soient V une 2-catégorie représentable, à Cat-limites project-
ives finies, et T, T deux monades isocommutatives sur un objet F de V: 

r:T.T'-Z T .T; 

considérons de plus les objets d'Eilenberg-Moore de T et T' respectivement [4] 
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le Cat-produit fibre suivant 

7-Mg 

et finalement l'objet comma 

V-Mg 

CПт.v) 

Alors il en résulte des flèches uniques 

f:X-*(T'.T,V) 

g:X^(T.T',V) 

telles que 

p.f=UT.pT f p.g = Ur 

q.f=UT'.pT, 
m.f = q>r . pr o q>T . pT 

(on note que (T\ T, V) =* (T. T\ V)), 
et le Cat-produit fibre de / et g est l'objet T — T'-Big dans la 2-catégorie V. 

-Pт* 
q.g = Uт .pт 

m . g = ęт . pт o ę r . pт 

§ 2. La V-bicatégorie Bim (A) 

Soient V une 2-catégorie multiplicative, symétrique, à Cat-limites projectives 
finies et A une V-bicatégorie exacte; alors la V-bicatégorie Bim (A) est définie 
comme suit: Ses objets sont les couples (A, T) constitués d'un objet A de A et d'une 
monade T -= (T, rj, n) sur A dans la bicatégorie sous-jacente | A |. 

Pour (A, T), (A\ T) e Ob Bim (A), on pose 

Bim (A)((A', T), (A, T)) = A(T, A') - A(A, T)-Big. (i) 
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Pour simplifier les notations on écrit Bim (T, T) au lieu de Bim (A)((A\ T'), (A, T)) 
et on désigne par ((/£', (pr» <pT) le triplet universel qui définit Bim (T', T) comme 
l'objet des (A(A, T'), A(T, v4'))-bigèbres des monades isocommutatives A(A, T') 
et A(T, A9) respectivement. 

Pour tous (A, T), (A', T'), (AT, T") e Ob Bim (A), la flèche de composition 

. BtmtA) -• Bim (T", T') ® Bim (T, T) -* Bim (T", T) 

est définie de la manière suivante: 
On considère le conoyau <p(T) des 2-cellules 

( O A W . ( I ® ^ ' ) . ( / ' ® 1 ) 

( o A W . ( ^ r « l ) . ( l ® ? r ) 

(H) 

A(AtA*) Bi 

Bím(ГГ)®Bim(т',т) 

Bim(Г,T)®Bim(Г;r) 

A(A.A') A(A',A") 
(0AWA" 

*. A(A,A*)^-

®A(A'.A") 

I®A(T;A'Г) 

><Ч Bim(т'j)®A(A;A") 

4(т) , 

Г 
U}®1 

• A(A,A')eA(A',A") 
C0AWA" 

qui existe parce que l'objet A(A, A") est à limites inductives finies à cause de 
l'exactitude de A. 

D'autre part la 2-cellule A(A, T") . <p(T) est le conoyau des 2-cellules 

A(A, T). (.A)AA.A,. {cpr ® Bim (T», T')}, 

A(A, T). ( . A ) ^ „ . {Bim (T, T') ® ç>r}, 
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car la flèche A(A, T") (qui, à cause de l'exactitude de A, admet un adjoint à droite) 
commute avec les limites inductives (v. [3]), d'où une 2-cellule unique 

fT" : A(A, r ) . F(T) -> F(T) 
telle que 

fT" o A(A, T") . <p(T') - ( o * ) ^ . {A(A, A') ® q>r"} . {C/f ® 5/m ( T , T')} 

Par une méthode analogue on trouve une 2-cellule unique 

fT:A(r,^").F(r)^F(r) 

telle que 

/ T o A(r, A") . ?(!") = ( o A ) ^ ^ . {cpT ® A(A\ ^ ) } . {jKm (T, T) ® tf ?} . 

Le triplet ainsi défini (F{T'),fT,fT") vérifie les relations suivantes 

fT oA^, A"). F{T') =fToA(T9.A').fT 

P(T')-fToA<n,A').F{T') 
f" o A(A, M") . F(T') = f r ' pAU, r ) . /T" 

F(Tf)^froA(A,^).F(r) 
fT"oA(A, r ) . / r = / T o A ( r , i O . / r ' 

d'où la flèche de composition (ii). 
Pour tout (A, T) e Ob Bim (A), la flèche unitaire 

0/fl*m(A))(A,T) : I ~* * ' w ( T > T ) 

est induite par le triplet (T, n, ju), où 

(Ш) 

A(A.A) • 
AO^AT 

• A (A, A) 
A(A.T) 

A(A,A) 

Théorème 2.1. La y-bicatégorie Bim (A) a la propriété suivante 

\Bim(A)\ =* Èim(\A\), (iv) 

c'est-à-dire la bicatégorie sous-jacente à Bim (A) est isomorphe à la bicatégorie des 
bimodules de la bicatégorie | A |, sous-jacente à A. 
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Preuve. Par définition on a 

Ob | Bim (A) | = Ob Bim (| A |), 
et 

| Bim (A) | ((A', T), (A, T)) - V(/, Bim (A) ((A', T), (A, T))). 

Mais une flèche 
f:I-+Bim(*)((A',T),(A,T)) 

équivaut d'après le th. 1.1 à un triplet (F,fT,fr) 

F:I-* K(A, A') 

•Tf\ / r -
»*•"'> *(I,K) • "(»•"•) fl(A.r) ' »» ." ) 

qui vérifie les conditions (iii) avec F(T') = F, c'est-à-dire à un T - T'-bimodule 
d e | A | . 

Une 2-cellule 

Bim(A)((A',T'),(A, 

équivaut à une 2-cellule 

ft(A,A') 

Ғ' 

telle que 

\r 
т o A . A(JГ, A') = Д ofy, 

r o Я . A ( Л , Г ) = Я o / r , 

c'est-à-dire à un morphisme de T — T'-bimodules, et Pisomorphisme (iv) est 
établi. • 
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§ 3. Théorème fondamental des bicatégories relatives exactes 

Dans ce paragraphe on suppose que A est une V-bicatégorie exacte, ce qui nous, 
permet de construire la V-bicatégorie Bim (A). 

Proposition 3.1. Pour tous (A, T), (A', T) e Ob Bim (A), l'objet 

Bim(A)((Af,T),(A,T)) 

admet toutes les limites projectives et inductives. 
Pour la démonstration on a besoin du lemme suivant: 

Lemme 3.2. Soient T = (T, n, jn) et T' = (T', n', n') deux monades isocommutat-
ives sur la catégorie A ; alors 

i) la catégorie T — T-Big admet toutes les limites projectives qui existent dans A, 
ii) la catégorie T — T-Big admet toutes les limites inductives qui existent dans A 

et qui sont préservées simultanément par les fondeurs T et T. 

Preuve. Soient F : I -* T — T-Big un diagramme et 

{a-£-ai}iei 

le cône limite projective du diagramme UT
T . F : I -> A, où 

Alors à cause de la propriété universelle de la limite projective on a les rnorphismes 

Ç:Ta-* a, Ç' : Ta -> a 
tels que 

U . r = £.rpf,
 v 'e L 

Il est bien connu que les couples (i, a), (£', à) sont des T- et T'-algèbres respective­
ment. 

Il reste à montrer que le diagramme (I), § 1, commute; On a 

Pi. i. n' = &. TPi. n = 
= ^.nt.TT'Pi = 

. =Ç'i.T'Çi.rai.TT'Pi = 

= ^.T%.T'TPi.ra = 
= t',.rPl.r-t.rm = 

= Pi.?.rç.ra, 
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donc 
t.T? - É ' . r ' É - r . , 

et par conséquent 
( £ , a , 0 = l i m F . 

ii) Supposons maintenant que la lim Ulf . F existe et est préservée par T et 7", 

*et soit 

le cône limite inductive de £/£'. F; alors il existe des morphismes uniques 

l:Ta-+ a, | ' : T'a ^ a 
;tels que 

et le triplet (ç, a, £') est une T - T-bigèbre, limite inductive de F. • 
Revenons à la démonstration de la proposition; étant donné que A est exacte, 

les objets A(A> A') admettent toutes les limites projectives et inductives finies 
et de plus les flèches A(T, A') et A(A, T') préservent les limites inductives parce 
qu'ils admettent des adjoints à droite. 

On peut donc appliquer le lemme précédent et la proposition est démontrée. • 
Théorème fondamental des bicatégories relatives exactes. La V-bicatêgorie 

Bim(A) des bimodules d'une V-bicatêgorie exacte A, est aussi exacte. 

Preuve. Résulte de la prop. 3.1. et d'un argument de routine, qu' on laisse 
au lecteur. • 
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