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ZUR THEORIE DER PARTIELLEN
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
VOM BRIOT—BOUQUET'SCHEN TYP

von RICHARD PERKO
(Eingegangen am Dezember 29. 1977)

EINLEITUNG

In der vorliegenden Arbeit werden partielle Differentialgleichungen iiber C unter-
sucht, die sich bei geeignetem L&sungsansatz als zu einem (abziéhlbar) unendlichen
System gewisser Briot Bouquet’scher Differentialgleichungen #quivalent erweisen
bzw., abgesehen von Aussagen iiber die Existenz konvergenter Potenzreihenlésungen,
in einigen Fillen Bedingungen angegeben, die fiir die untersuchten partiellen Differen-
tialgleichungen auch die Existenz von logarithmenbehafteten Losungen bzw. verallge-
meinerten Laurentreihenlésungen zulassen.

Hilfssatz 1. Die Briot Bouquet’sche Differentialgleichung:

xy'=by+ Y bx"  mit Y bx'

vz1 v21
konvergent fiir alle | x | < g besitzt eine fiir alle | x| < ¢ konvergente Lésung der
Form:
y=Y cx"

v21
falls (i) b ¢ N oder (ii) zwar b € N aber b, = 0 gilt.
Hilfssatz 2, Die Differentialgleichung vom Briot Bouquet’schen Typ:

x’y=ay+ Y bx" mit Y bx
vt v21
konvergent fiir alle | x | < ¢ besitzt eine im Inneren des Kreises K, (0) konvergente
Lésung '

y=Yex

v21
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genau dann, wenn gilt:

bza 2 a"

b1+ l' +b3 2' ...+b,,+171-!—+...=0.

Ferner ergibt sich im Zuge des Beweises:

. _ (=1 a"!
(l) Cy = — po (bl"l"bz 1' .es +bv'(T:—1—)!' ’
@lc <t 1 fur 218 < 1bzw.|b,| < p'fiir alle jeN (BeR*)
vy_lalB v
v

Hilfssatz 3, Die Differentialgleichung:
—x*y' +axy’ + by =Y bx" mit ¥ bx"
vz1 v21

konvergent in K,(0), a # O besitzt eine konvergente Potenzreihenlosung
y=Ycx"
v21
wenn gilt:
v

+ .
Tav D] SM(MeR") firalleveN.

Beweis: Der Ansatz y = Y ¢ x" fiihrt zu den Gleichungen:

vz1

_ b, (v—-1)b,_,
“=mr b T wrh@r-DFb T

(R
(av +b)(a(v—1) + b)...(2a + b)(a + b)

somit sind die ¢, (entsprechend der Voraussetzung) emdeut:g bestimmt. Betrachtet
man | ¢, | so folgt:

1
A P The
v (v=1cp! (v=1!cp
"(cﬁ tTao=D+bl Tt e =D F bl 12a + b1 1a ¥ b

1 "1 N wE E
v — 1 Y e
élav+b|p ( ﬂM+pzM1+"')§c'B 1 v

)
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wenn man o. B. d. A. B e R* derart wihlt, daB (i) | b,| < cp/ fiir alle je N (ce R¥)
(ii) M > 1. '

. 1
d. h. y(x) konvergiert fiir alle x mit | x | < 7 # 0.

Im folgenden soll konvergent immer konvergent in einer geeigneten Kugel (mit
Radius # 0) um den Ursprung bedeuten.

Satz 1. Die partielle Differentialgleichung:

1.1 Zy3W,, + bzyw,, + cw = dz; + ez, + F(zy, 2,, W),
fiir die gilt:
(l) F(zl ’ 22’ W) = Z f,,_p'yZ:ZgWy,
atp+yz2

(ii) F(zy, z,, w) konv.
(iii) b,de C; e, c € C besitzt eine zundichst formale Losung der Gestalt:

y= z azﬁz:Zg
at+fz1

falls entweder a) o + bp + ¢ # O fiir alle (¢, f) € N?,

oder b) sollte der Fall «* + bB* + ¢ = O fiir gewisse (a*, f*) € N? auftreten
zusdtzlich Gleichungen Qg = O bestehen, (die von den Koeffizienten
der Reihenentwicklung der rechten Seite von 1.1 abhdingen), deren
genaue Gestalt dem Beweis zu entnehmen ist.

Im Fall a) ist die formale Lisung eindeutig bestimmt.

Im Fall b) hingegen sind die Koeffizienten a,.pe frei wihlbar, wobei allerdings das
(vorausgesetzte) Bestehen der Gleichungen Qgege = 0 im allgemeinen mit von der
(eventuell) schon zuvor getroffenen Wahl gewisser Koeffizienten abhdngt. Die a,z mit
a + bB + c # 0 bestimmen sich eindeutig aus der Wahl der a,.ze bzw. den Koeffizieten
der Gleichung 1.1. Gilt zusdtzlich |« + b + c| = M (0 < M; M eR,) fiir alle (2, p)
mit a + bp + ¢ # 0, so konvergiert die formale Losung, falls, sollte der Fall b) auf-
treten, die durch die frei wihlbaren Koeffizienten bestimmte Reihe (i.e. RAND)
konvergiert.

Beweis: Reihenansatz liefert:

v+bu+c)e,= Z JapX 2 Caipy oo Caypy)

+y22 Ia;=v—a
Lpi=u—p
d.h. falls (p + b + ¢) # 0
Cop = (V + bﬂ + C)-l Qvu'
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Somit sind die Koeffizienten c,, rekursiv berechenbar bzw. frei wihlbar, falls entweder
@) v+ bp + c # 0 oder (ii) v + bu + ¢ = 0 A Q,, = O gilt. Sei nun
Wzy,22) = Y, a,,z:zg
atp21

formal berechenbar und (nach Voraussetzung)

la+b+c|=M (M>0) (i alle (x, ) e N> mit (@ + bf + ¢) # 0,

dann folgt:
My* = F*(z,, z,y*) + MK*(z,, z)

ist ein majorantes Problem zu 1.1, wenn F*(z,, z,, y) eine Majorante der rechten

Seite von 1.1 bzw. K* eine solche fiir den Rand bedeutet. Da y* als Losung eines

impliziten Problems konvergiert, folgt die Konvergenz der formalen Losung.
Bemerkung. Untersucht man die partielle Differentialgleichung

1.2 W+ Y anzi23Wem = dzy + €z; + F(zy,2;,,w)  (n+ m>0),
mit
@) a,,cC >ii) Wpm = o (iii) F(z,, z;, W)
0z] 0z3

konvergent und setzt:
Vm@ f) =a@ -1 ...@c—n+ DB -D...—m+ 1),

o gilt: eine formale Lésung

zu 1.2 existiert, -falls
entweder a) N(@, f) = 1 + Y Guubum(®, B) # O fiir alle (o, B) e N?,

oder b) falls (a*, f*) e N* auftreten, sodaB N(x*, p*) = 0 zugleich Q,epe =0
- erfiillt ist.

Die formale Losung konvergiert, falls fiir alle (@, b) mit N(«, b) # 0 gilt:
IN@,p)|2M (0<M;MeR).
Satz 2.1. Uber die Potenzreihenlosungen der partiellen Differentialgleichung

1.3 Z3W,, + bzyw,, + ew = F(z4,2;) = f,,zfzz’ mit (i) F(z,, z,)
+p21

konvergent, gilt genauer:
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a) Eine formale Losung

B
y= Z a,,z}zz
a+p1

existiert genau dann, wenn entweder a + bp + ¢ # 0 fiir alle (a, p) € N2, oder falls
(a*, B*) existieren mit a* + bp* + ¢ = 0 zusatzlich fyege = O erfilllt ist.

b) Diese formale Lisung konvergiert falls es positive Konstante M, M, aus R gtbt
derart, daB fiir alle (x, B) mit @ + bf + ¢ # 0 die Abschéitzung:

|a + bf + c| > M{°M;*
besteht bzw. der Rand konvergent gewdhit wird.
Beweis. Reihenansatz ergibt:
(v +bu+c)=f,
und somit die Aussage a). Gilt b) so folgt im Fall v + bu + ¢ # 0
el =T#!bl;l‘_l'_*'_-cT < | fu | MIM

Da F(z,, z,) konvergiert, existieren positive Konstante C;, C, aus R, sodaB | f,, | S
< C|C}5, also konvergiert die formale Losung bei entsprechender Wahl des Randes.

Satz 2.2, 1.3 Besitzt eine ,verallgemeinerte Laurentreihenlosung** der Gestalt
y = A(zl9 22) + Z cvnz:z; = A + L
0
mit (i)
A(zy, z;) = 2 a,,z‘{z‘z’
at+p21
konvergent und (ii)
vvelueZ;, vZvy; pu2pe; L#0
genau dann, wenn

a) 1.3 eine konvergente Reihenlosung besitzt und
b) eine nicht leere endliche Menge von (v, p) € Z? existiert derart, daB die Gleichung
v + by + ¢ = 0 erfiillt ist.

Beweis. Der Losungsansatz fiihrt zu Bestimmungsgleichungen zur Berechnung
der Koeffizienten a,, bzw. c,, folgender Bauart:

@+bB+cas=rfy fir (a,p)eN?
bzw. zu : |
v+bu+cec,=0 firvvelueZ”

d. h. A(z,, z,) existiert als konvergente Potenzreihe, wenn 1.3 eine solche Lésung
besitzt. Die Koeffizientenmenge {c,,} des ,Hauptteils* ist nur dann von {0} ver-
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schieden, falls gilt (v + bu + ¢) = O fiir mindestens ein (v, ) € Z? oder genauer:
Cyu # 0<>v + by + ¢ = 0. Damit ist 2.2 gezeigt.

Satz 2.3. 1.3 besitze keine formale Lisung, wohl aber gelte
la+bf+c|= Mi*M;® (0<M,,0<M,,M,cR, M,eR)
fiir alle (a, f) € N*> mit o + bf + ¢ # 0.

Behauptung. a) im Fall 1 + b # 0 existiert eine ,logarithmenbehaftete Losung
der Form:

y = A(zy, z;) + B(zy, z,) log z,2,; A= Z aaquZg§ B= Y% baﬂZ:Zg

a+pz1 a+p21
mit A(z,, z,); B(z,, z,) konvergent, wobei genauer gilt:
0 fiir alle (o, B) € N% mit o« + bf + ¢ + 0,
bes =1 T fir alle (2 fyeN? mit « + b + c = 0

b) im Fall 1 + b = 0 existiert keine logarithmenbehaftete L5sung der angegebenen
Gestalt.

Beweis. Der Ansatz y = A(zy, z,) + B(z,, 2,) log z,z, fiihrt unter Ausnutzung
der Unabhingigkeit der Potenzen des Logarithmus iiber dem Ring der formalen
Potenzreihen zu den Gleichungen:

@) zyA, + bz;A., + eA=F— (1 + b) B,
(ii) Zlel + bz:Bz2 + CB = 0.
Nun gilt: B # 0, wenn mindestens ein («, f) € N? existiert mit « + bf + ¢ = 0 was

nach Voraussetzung erfiillt ist, da 1.3 keine formale Losung besitzt. Somit gibt es eine
formale Potenzreihe

B(zy, z;) = Z bapzalzlzy £0

a+bf+c=0
mit zunéchst frei wahlbaren b,4 € C als Losung von (ii). Betrachtet man die Gleichung
(i), so berechnet sich
A(zy,25) = 2 a,,z‘{zg
E atpx1
formal aus:
a,,(a + bﬁ + C) =f¢’ - (1 + b) bﬂﬂ‘
Fiir (¢ + bB + ¢) # 0 ist nach Konstruktion von B(z,, 22) b,s = 0 also:
a = .——i’____

. o * T a+bf+c

eindeutig bestimmt.
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Fiir jene (sicher auftretenden) (x*, f*) mit a* + bf* + ¢ = 0 ist hingegen
baeps # O beliebig wihlbar etwa als: ‘

Suspe
batpo" 1+ b *0

(da keine formale Losung von 1.3 existiert, gibt es mindestens ein solches (x*, f*)
mit f,.pe # 0.)
Mit dieser Wahl der Koeffizienten b,.,. folgt:

Ggoge(@* + BB* + €)= 0 = frups = (L + b) 5 Jer "‘ =0.

Somit sind die a,5 auch im Fall @ + bf + ¢ = 0 bestimmbar, wenn auch beliebig
aus C wihlbar. D. h. (i) besitzt bei dieser Wahl von

faﬂ [ ]
B(z,, z,) = Z,Z
(1 2) a+bﬁ§;c=01+b 152

eine konvergente Potenzreihenlésung. Da nach Voraussetzung F(z,, z,) konvergiert
bzw. der Rand konvergent gewihlt werden kann (vgl. Satz 2.1) und die durch diese
Festsetzung definierte Reihe B(z,, z;) ebenfalls konvergiert, existiert eine Losung
der in diesem Satz angegebenen Gestalt. Gibt es umgekehrt eine Losung der Form

W(zy, 2;) = A2y, 25) + B(zy, 2;) log 2,2,
so muf sich B(z,, z,) notwendigerweise wie oben berechnen.
Bemerkung. Versucht man den Ansatz
y=A+ B,logz,z, + B,log*z,z; + ... + B,log"z,2,

mit B;= Y b2iz8(2<i<n)
atp=21

ergibt sich ein zu 1.3 dquivalentes (dem L&sungsatz entsprechendes) System partieller
Differentialgleichungen zur Bestimmung der (zundchst nur formalen) B(z,, zz)
folgender Art:

zlA,‘ + bZ:A,z + CA = F hand (1 + b) Bl
(+) 2By, + b23By, + By = =By (1 + b)) (k + 1)

2B, + bz;B, + cB,=0

Nach Voraussetzung existiert mindestens ¢in (x, f) € N? sodaB a + 6B + ¢ = 0.
Somit besitzt B,(zy, z;) die Gestalt:

Bn = Z bi;)leZ
a+bp+c=0
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wobei b{} beliebig - wihlbar € C. Sei nun B, % 0 d.h. es wurde mindestens ein
b%) # 0 gewdhlt. Dann folgt zur Bestimmung der Potenzreihe B,-,(z,z,;) das
Bestehen der Gleichung:
2B, y, +bz3B,_y + B,y = Y bQPzizA(1 + b).n.
a+bp+c=0

Diese partielle Differentialgleichung besitzt nur dann eine formale Losung in Potenz-
reihengestalt falls fiir alle (x, f) e N?> mit @ + b8 + ¢ = 0 auch noch b{y = 0 gilt
(vgl. 2.1). Widerspruch! Also notwendigerweise B,(z;, z,) = 0. Analog schlieBt man
fir alle By(z,,2,); (2 < i< n) und erhilt schlieBlich als einzig mégliche Gestalt
einer logarithmenbehafteten Losung: y = 4 + Blogz,z,.

Verzichtet man auf die Voraussetzung 1 + b # O vereinfacht sich das System zur
Bestimmung einer Lésung der Form

y=A+ B,logzz, + ... + B,log" 2,2,

auf:
244, + bz4,, + cA=F

lek" + bzsz" + CBk =0 (l =< k é n)

Da 1.3 nach Voraussetzung keine formale Potenzreihenlosung besitzt folgt, daB
kein formales A(z,, z,) existiert also keine Losung der geforderten Gestalt.

Satz 2.4. 1.3 besitze eine konvergente Potenzreihenlosung, dann gilt:

(i) Im Fall 1 + b = 0 existiert eine logarithmenbehaftete Lisung der Gestalt:
y=A+ B,logz,z, + ... + B,log" z,z, mit B(z,,z,) konvergent wobei: B; %
% 0 <> falls ein (¢, B) € N? existiert, sodaf o + bf + ¢ = 0

(ii) Im Fall 1 + b # O existiert keine logarithmenbehaftete Losung, sodafi B, & 0
(isgn.

Beweis. ad (i) Der Losungsansatz ergibt zur Berechnung der B; bzw. A das
folgende partielle Differentialgleichungssystem:

244, + bz4,, + cA=F

lel., + bzsz" + ch =0 (l < k § n)
somit bestimmt sich A(z,, z;) (nach Voraussetzung) als konvergente Potenzreihe
und die B,(z,, z;) % 0 als:

k
B,= Y bQziz}
at+bp+c=0

mit bei gecigneter Wahl die Konvergenz garantierenden b% € C, falls mindestens
in (a, B) existiert mit @ + bf + ¢ = 0,
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ad (ii) Zur Berechnung der B, bzw. A besteht das System (+) von Satz 2.3.
Analog 2.3 folgt, falls iiberhaupt eine LSsung der geforderten Gestalt existiert B, = 0
(1 <k £n)bzw.:

@+ BB + ¢) Gy = fup — (1 + b) bLY
sei B; % 0 d. h. fiir mindestens ein A
(@,f)eN*  mita + bf + ¢ = 0ist b} # 0,
dann gilt fiir dieses (2, f) (nach Voraussetzung) f,; = 0 oder
agp(@ + b + ) =0=—(1 + b) b,y # 0.
Widerspruch! somit auch B, = 0.

Bemerkung. Sei o + bf + ¢ # O fiir alle (o, f) € N? dann folgt:
1.3 besitzt genau dann eine polynomidle Potenzreihenlésung (i.e. a + f < o),
wenn F(z,, z,) selbst ein Polynom ist.

Bemerkung. Es sei die partielle Differentialgleichung:

1.3 Z3W,, + bzaw,, + cw = F(z4, 25) + L(zy, z,)
mit

L=ZXI,ziz5;vvel peZ~, v 2 vo; 4 2 Yo
vorgelegt, dann gilt:

Ist der verallgemeinerte Hauptteil L(z,, z;) % 0 so besitzt 1.3 keine (konvergente)
Lésung der Form
y= Z aaﬁz:Zg'
a:.ﬂzl

Satz 3. Die partielle Differentialgleichung

3.1 ziw,, — azuw,, — bw=F(zy,2;) =} f,,z‘{zg
ap
mit
(i) ord F 21
(ii) F(zy, z,) konvergent
(iii) b,aeC

(iiii) entweder av + b # O fiir alle v € N oder falls ein v existiert mit av + b = 0
auch noch fo, = 0

€R)
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Desitzt genau dann eine konvergente Potenzreihenlosung, wenn gilt:

2 n
(b+av) s (b+2'av) +...+f"+,vﬁ—%!31)—+...=0

(v=0,1,2,...).

flv + f2v

Beweis. Schreibt man

F(zy,2)) = Z [z 2 + Y fo2y

v21
bzw. versucht den Losungsansatz:
y=Yc¢(z)z3 + Y cozy mitorde(z,) =1  (v=0,1,2,..),
v=0 vz1

so ergibt sich ein zu 3.1 dquivalentes (unendliches) partielles Differentialgleichungs-
system der Bauart:

’ . d \d 4
) 226i(21) = (av + D) ey(z1) + filz) ( - cv),
1) —az,y,,, = by, + glfmz; y, = g,lcmzz):

(I) besitzt als Briot-Bouquet’sche Differentialgleichung nach Voraussetzung (iiii)
eine konvergente Losung der Form
Y2 = Z COvz; .
v21
Betrachtet man fiir ein festes aber beliebiges v eine Gleichung vom Typ (I), so folgt
(vgl. Hilfssatz 2) eine konvergente Potenzreihenldsung existiert genau dann wenn:

b + av) (av + b)"

-+ fn+1.v"‘T—' +...=0,

LEE |
d. h. die Voraussetzung ist notwendig bzw. alle ¢,(z,) konvergent und zwar mindestens
dort, wo alle f,(z,) gemeinsam konvergieren. Nach Hilfssatz 2 berechnen sich die
Koeffizienten dieser Potenzreihenlésung fiir ein festes v aus:

flv + f2v

(n-1) av+b (av+b)" 1)
L 2 S — v+ fay -+ L Y A
(av + by R T i f s (n — D!
Somitgiltfiirn§M1|av+blmitlf,,l§M1M2
(n - 1! |0V+b| |av+b|" 1)
Cny ._'_"—"'—_-" vl + v ___ -+ nv =
(n-l). ’ lav + b 1|av+b|"1
E——MM (1 + M, ——————+ ... + M}~ <
lav+ b > ¢ T M + R A
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mit geeignetem 0 < Ny, 0 < N,; N, €R, N;eR.
Nach Hilfssatz 2 gilt weiter:
1
lav+ b|M, ’
-—t

e | 5=

1
fir |av + b| M, < n somit

Mj M} I
= s MM
n—lav+b|M; ~ [lav+b|M,]+1—|av+b|M,

[ -

nach Voraussetzung.
D. h. fiir beliebige (n, v) € N? besteht die Ungleichung:

| Cay| S cfcy  mit: ¢, = max {M,, N} bzw. ¢, = max {M, N,}
also konvergiert die Potenzreihenldsung.
Satz 4, Vorgelegt sei die partielle Differentialgleichung
4.1 —ziw,, + az,w, + bz,w,, + cw = F(z,,2;) mit (i) ord F = 1 (ii) a,b,c€C
(iii) F(z,, z,) = Z;f,,z’{zg konvergent.
Behauptung. 4.1 besitzt eine konvergente Potenzreihenlésung der Form:

y= 3 curiz
a+f20

falls:

a)

n

i 2. +
méMfur alle (n, v)eN?; MeR*,

4

b) —%—¢N oder falls ——

€N, auch noch gilt: fo. = 0, sofern b # 0.
)

Beweis. Sei

F(zy,2) = Zofv(zo 23 + gfovz; (ord f, 2 1),
ve v
dann fiihrt der Lésungsansatz

y= Z c)(zy) Z; + Z CO,Z; = Z cv(zl) Z; + .Vz(zz)-
v20 vl v 0

zum zu 4.1 dquivalenten System partieller Differentialgleichung:
M —zie)(z) + azicyz) + Gy + ) ez) =Az) (v =0,1,2,..)
an bz,y2(22)., = —cya(z)) + :,/:lfovz;-
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(II) besitzt als Briot-Bouquet’sche Differentialgleichung auf Grund der Voraus-
setzung b) eine konvergente ReihenlGsung.

(D) besitzt nach Hilfssatz 3 zu festem aber beliebigem v eine konvergente Losung
falls '
' n
—_— <
lan + bv +c| = M
fiir alle (n, v) € N2, Somit ist fiir beliebiges vc,(z,) in einer geeigneten (festen) Um-
gebung von 0 konvergent.

Dieses ¢,(z) schreibt sich als

n
c, = Z CnvZ1
n21

wobei auf Grund der Berechnung (vgl. HS. 3) fiir | ¢,, | gilt:

M M; .
[ §—n——————‘l——M2 (I fup] < MIM5; 0.B.d. A. M\M > 1).

1- MM,

Also konvergiert die Potenzreihenldsung.
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