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DIE ASYMPTOTISCHE FORMELN
FUR DIE LOSUNGEN DER KANONISCHE
DIFFERENTIALGLEICHUNG 3. ORDNUNG

DRAHOSLAVA RADOCHOVA, VACLAV TRYHUK, Brno
(Eingegangen am 9. Oktober 1978)

1. EINLEITUNG

In diesem Artikel werden die asymptotische Formeln fiir die Losungen der
Differentialgleichung 3. Ordnung

) u” — }a—(%)—u” +[1 + ?()]u’ - -%(%—)u =0,
wo a € C'(J) und a(x) > O fiir alle x € J ist, abgeleiten. Die Gleichung (1) ist eine
globale kanonische Gleichung, die zu einer linearen Differentialgleichung 3. Ordnung
gehort. F. Neumann hat in [2] gezeigt, dass jede lineare Differentialgleichung n-ter
Ordnung

Y +a )y VL +ax)y=0,

a;€ Co(J), i = 1,2, ...,n, J ist ein offenes Intervall, beschrinkt oder unbeschrinkt,
lasst sich im ganzen Definitionsintervalle auf eine gewisse kanonische Gleichung,
die von n — 2 positiven Funktionen a; € C*~!(J) abhingt, iiberfithren. Wenn n = 3
ist, bekommt man die Gleichung (1) (sehe [17). '

2. ASYMPTOTISCHE FORMELN

Mit den asymptotischen Eigenschaften von Losungen der Differentialgleichungen
haben sich mehrere Autoren, zum Beispiel M. R4b, M. Svec, M. Zl4mal, be-
schiftigen. Zur Ableitung der asymptotischen Formeln fiir die Losungen der Diffe-
rentialgleichung (1) beniitzen wir die bekannten Formeln, die in [5] fiir die perturbiete
Differentialgleichung 3. Ordnung
@ 2"+ Py 2 + [44() + P,(0] 2 + [24'(x) + Ps(¥)] z = 0

abgeleitet sind.
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Fiir die weiteren Untersuchungen fiihrt man einen Hilfsatz, der in [5] abgeleitet
ist.

Hilfsatz: Die Funktionen @, ® € C*(J), J = {a, ©) seien positiv und fiir alle xe J
sei @'(x) > 0. Es sei

€) li_fn P(x) 9'(x) =0
und es gelte
(4) 3? de < 00.

« PP 3
Es sei Y,, Y, ein Hauptsystem von Losungen der Differentialgleichung
) Y+ B(x)Y=0,

Be C°J) und die Funktionen Y,[®], Y,[®] seien im Intervalle J beschrinkt. Wenn
© §10(x) ¢"(x) + A(x) 9*(x) — B[®(x)] ®'*(x) 9*(x) | dx < oo,
D Te*OUP| + [P | 9) + | P [07°(9) + | 4G [T} dx < oo

ist, dann die Differentialgleichung (2) hat ein Hauptsystem von Lisungen

z; = *(0) {¥{[2()] + o(1)},
(5) z; = ¢*(x) {Y1[2(x)] Y2[2(x)] + o(D)},
z; = ¢*(x) {Y[2(0)] + o(D)}.

Folgerung: Es seien die Voraussetzungen des Hilfssatzes erfiillt und sei B(x) = 1
fiir alle x € J. Wenn man das Hauptsystem von Lossungen der Gleichung (2) in der
Form

Z, =z} + 23, Z, =2z,, Zy=23-22

schreibt, bekommt man das Hauptsystem

‘ Z, = ¢*(x) {1 + o(1)},
(Sy) Z, = ¢*(x) {sin 2&(x) + o(1)},
Zy = @*(x) {cos 2®(x) + o(1)}.

‘

~ Lemma 1. Es sei die kanonische Gleichung (1) gegeben, wo die Funktion o« € C*(J)
und fir alle x € J = {a, ) positiv ist. Die Gleichung (1) geht durch

® ’ u=z.a3x)
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in die Gleichung

9) " +z' [1 +a? + (%—) -

V4
+z a'+l “Y_2 a’s—
WrI\a) "7\«
iiber.

Beweis: Wenn man die notigen Ableitungen der Funktion (8) macht und in die
Gleichung (1) setzt, bekommt man nach kleiner Umformung die Gleichung

Ok

(a+ a’)%]-r. 0

zm + zi[a'*lau ___‘;_a—za'z + 1 +a2]+

1 -1 _m -2.r.n 16 -3 13 2 ., -1 1 3 .
+z[-3—a o o “a'a +-E;7—a o ?aa +3arx = 0.

Aus den Beziehungen fiir die Ableitungen (%) , (%-) findet man die Ausdriicke

” m

fiir %—— und aT und setzt sie in die letzte Gleichung. Darauss bekommt man die
Gleichung (9).

Satz 1. Sei die Funktion o« € C3(J) und fiir alle x € J = {a, ) gelte a(x) > 0.
Die Funktionen ¢, ® € C*(J) seien positiv und fiir alle x € J sei auch ®'(x) > 0. Weiter
seien die Voraussetzungen (3), (4) des Hilfssatzes erfiillt. Die Funktionen B, Y,, Y,
sollen dieselbe Bedeutung haben und derselben Bedingungen geniigen wie im Hilfssatze.
Es gelte

10) {190 o'(x) +4-[1 + @] () ~ BIOGK)] #7(x) ¢7(x) | dx < co,
AU \3 ’
-3 -3t

() -+G)

Dann die kanonische Gleichung (1) hat ein Hauptsystem von Losungen ug, u,, us,
in der Form

an T <p’(x){

+

ds'(x)} dx < oo.

u=a3x).z;, i=123,
dass heisst
uy = a'’(x) 9*(x) {Y3[®(x)] + o(1)},
uy = o'*(x) p’(x) {Y,[6(x)] Y,[®(x)] + o(1)},
u3 = a*(x) *(x) {Y2[®(x)] + o(1)}.
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Beweis: Die Gleichung (9) ist eine Gleichung derselben Art wie die Gleichung (2).
Wenn man
4A(x) = 1 + a*(x)
setzt, bekommt man

A(x) = -i— [1 + a*(%)], 24'(x) = a(x) a'(x).

Durch die Vergleichung der Koeffizienten der Gleichungen (9) und (2) bekommt
man
_ Joe®T 1T
a1 2 [od(x)]? 2 o (x)
Py(x) = [ (x)] 57 [_af;)_ [1 + af(x )]
Wenn man diese Funktionen 4 und P;, i = 1, 2, 3 in die Bedingungen (6), (7) des
Hilfssatzes hinzusetzt, bekommt man die Ungleichungen (10) und (11), sodass (6), (7)
gilt.
Weil auch die Funktionen ¢, @, B, Y,, Y, haben nach den Voraussetzungen des
Satzes 1 dieselben Eigenschaften wie im Hilfssatze, kann man den Hilfsatz auf die

Gleichung (9) beniitzen und ihres Hauptsystem von Lésungen in der Form (S)
schreiben. Die Behauptung des Satzes 1 bekommt man dann aus der Gleichung (8).

Satz 2. Es sei A(x) = —‘1‘— [1 + «3(x)], wo die Funktion a e C*(J), fir alle xe J =

= {a, o) positiv ist und gilt lim —o—;——i__* = ¢ < . Es sei die Funktion B(x) = 1

w2 \f1 + a?(x)
(12) ‘ }

1) [T
Cga(x)]| 2 [ a(x) ] [ a(x) dx < w,
¢
e fl1 [ 2 [’ 2 2o «\ 1 [o)?
as { { ?(z') ‘-27—(7;) R (7.?) ‘3‘(7)
Dann die kanonische Gleichung (1) hat das Hauptsystem von Losungen in der Form
u = a”’(x) Z,,i=1,2,3, dass heisst

Sur alle x € J und es gelte
T 1

}dx < o0.

.____E_Q_‘)__ [1 + 0(1)]

u, =
\/1+a (x)
uz-——z—ail—/—z{)———[smel + a¥(t) dt + o(1)],
Ji+a3(x) e
- 2P

Ny [cos } V1 + a?()) dt + o(1)]-
X ]
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Beweis: Die Funktionen A4, P;, i = 1, 2, 3 sind dieselben wie im Satze 1. Man
zeigt, dass fiir die Wahl der Funktionen

o(x) = A" V4(x) = [li-;i(-’-‘l]—m; (%) = AV3(x) = _;_[1 + o¥(x)]*"?

sind die Voraussetzungen des Hilfssatzes erfiillt, wenn die Voraussetzungen des
Satzes 2 gelten.

Offensichtlich sind die Funktionen ¢, & zweimal stetig differenzierbar im Inter-
valle J = {a, o) und fiir alle x € J sind die Funktionen ¢, ®# und &’ positiv. Ferner

ist
[@%(x) ' (x)] = {[li._:’(_x)]— 1/2 [}-%“z(?l]m},: o,

sodass (4) gilt.
Da ¢(x) ¢'(x) = —1— [p%(x)]’ ist, bekommt man, dass lim @(x) ¢'(x) =

X=* 00

- % lim [9?(®)] = = u {[_1:“_“:1’9_]_”2}' = lim {[1 + a?(x)]~ 3}’ = 0, weil

X=* Pind- X~

nach der Voranssetzung lim [1 + a?(x)]"*? = ¢ < o ist und die Bedingung (3)

X=*0
ist erfiillt.
Weiter hat man vorausgesetzt, dass B(x) = 1 fiir alle x € J. Wenn man die Aus-
driicke fiir die Funktionen ¢, @, 4, B in die Ungleichung (6) hinzusetzt, bekommt

man
©

=

p (1+a)3’2

Wenn man weiter betrachtet, dass (1 + a?)~%'2 < a™? und o?(1 + «?)~"! <1 ist,

bekommt man
al 2 an

2
5 o ’2

2 1+ a2

—o'? — aa” | dx.

dx.

<1
{?

” AN r\2 .
Weil -%— = (a_) + (%—) ist, bekommt man

<133 (5)-()

und dieses Integral konvergiert nach der Voraussetzung (12). Es gilt also (6).
Ob man in (7) die Ausdriicke fiir die Funktionen ¢, ¢', 4, P;, i = 1,2, 3 hin-

zusetzt, bekommt man
12 2 ('} 2 -4
{'3‘(?)'72’7‘(?)”3‘““”’7{”

® 1
! 1+a?

dx
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AY 1 o 2

(5 -+ () e
0 1 ur " 2 a/ 3 2 a; al ’ l al 2

-3 -d0e02 - (-3

weil (1 + 2?)™"2 <1 und (1 + a®)~! < 1 ist. Das letzte Integral ist nach (13)
konvergent und es gilt (7).

Also, alle Voraussetzungen des Hilfssatzes sind erfiillt. Ausserdem ist B(x) = 1und
deswegen das Hauptsystem von Losungen der Gleichung (9) hat die Gestalt (S;). Wenn

man beachtet, dass @'(x) = —%\/ 1 + o?(x) und daher &(x) = —%— § V1 +a?(t)de

ist, bekommt man aus (S;) das Hauptsystem von Lésungen der Gleichung (9). Aus
~der Beziehung (8) gewinnt man die Behauptung des Satzes 2.

3. EINIGE SONDERFALLE

Beachten wir noch den Fall, wenn die Funktion « in der kanonischen Gleichung (1)
ein Sondergestalt hat.
. Wenn man voraussetzt, dass fiir alle xeJ = {a, ©) ist a(x) = exp {f(¥)},
fe C3(J), dann die Funktion « ist positiv und dreimal stetig differenzierbar im Inter-
valle J. Weiter ist

0= F@ep W) S = 5
und die kanonische Gleichung (1) hat die Gestalt

19 u” —f'@u + [1+exp {f(N)}] v - f'(x)u=0.

Weil
) _ AN -
[a(x) ] = f"(x), [a(x)] = f"(x)

ist, geht die Gleichung (1’) durch u = zexp {%— f(x)} in die Gleichung

9" 2" + 7 [1 + exp {2f(x)} + f"(x) — —;— f 'z(x)] +
+a rrem ) + 3570 - F 120 = S+ e W] =0

iiber. Die Gleichung (9) ist eine Gleichung derselben Art wie die Gleichung (2) und
wenn man die Voraussetzungen mit passender Weise zubereitet, kann man die Sétze 1
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und 2 auf die Gleichung (1’) beniitzen. Wenn man die in Ungleichungen (10) und (11)
hinzusetzt, bekommt man diese Bedingungen in der Gestalt

(10) T | 9(x) 9700 + - [1 + exp {2 ()] 97(x) — BIO()] %(x) 9*(3) | dx < co,
a0 To] 5570 = 7170 = 1+ o0 N ]| +

SRR YRS

‘Die Funktion a(x) = exp {f(x)},f e C3(J), erfiillt die Voraussetzungen des Satzes 1
und wenn man voraussetzt die Giiltigkeit der Ungleichungen (10°), (11) gilt fiir die
Gleichung (1’) der Satz 1.

Wenn besonders B(x) = 1 ist fiir alle x € J und die Voraussetzungen des Satzes 2
sind erfiillt, dann die Gleichung (1’) hat ein Hauptsystem von L&sungen, den man
mit den Funktionen Sinus und Cosinus ausdriicken kann.

Wenn fiir alle x e J die Funktion a(x) = exp {f(x)} ist, dann die Bedingung
lim [1 + «2(x)]"Y2 = lim [1 + exp {2f(x)}]~ "2 = konst. ist immer erfiillt. Aus

X0 X

der Ungleichung (12) bekommt man die Ungleichung

(12) T exp {~f()}

}dx< 0.

dx < o

3170 - ')

und die Voraussetzung (13) wird die Gestalt

(13) i {

10 = o 00 = [+ exp PN S| +

176 = 5 17
haben. Wenn die Funktionen a, f den Bedingungen (12°), (13') geniigen, kann man
den Satz 2 fiir die kanonische Gleichung (1’) beniitzen und das Hauptsystem von
Lésungen gewinnen. ‘

Bemerkung: Mehrere Funktionen, die beschrinkt oder unbeschrinkt sind,
erfiillen die Bedingungen des Satzes 2. Zum Beispiel

}dx<oo

afx) =exp{—x"*}, x>0,k 21;

a(x) = arctgx, x > 0; a(x) =Ilnx, x > 1;
a(x) = {/;, x>0, k=1,2,3,...,nm

a(x) = x~2, x > 0 und andere.

Beachten wir, zum Beispiel, die Gleichung

" 1 ” ’ 1 —
u T +(14+x)u Tx—u—-O, xe<{a, ©),a > 0.

57



Dann a?(x) = x, a(x) = x'/?, a'(x) = —;—x"” ist und weiter

2@ _ 1 [a'(x)]’= 1 [a’(x)]"_ 1
ax)  2x [ a(x) a2 L) |
Die Voraussetzung (12) ist erfiillt, weil das Integral
}’ 1 [a(x)]r [a(x)] .f RIS
s a(x) a(x) a(x) \/x 2 4 2P
ist konvergent. Die Bedingung (13) hat fiir die gegebene Funktion die Gestalt
1 1 1

——}dx<

2x2 3 4x?

<1 1 1
x + — + — |dx.
£ [2;:2 12x2]

Beide letzte Integrale sind konvergent und die Bedingung (13) ist erfiillt. Alle Voraus-
setzungen des Satzes 2 gelten und die gegebene Gleichung hat das Hauptsystem von
Loésungen

1 1 dx

3 x3 27 8x3

__%E i,
Uy = ——— \/1 {1+ (D},

uy = —Y— S {smj'\/l+tdt+o(l)}

Ji+
6\/ COos [
T { 3J1+zd:+(1)}
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