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DIE ASYMPTOTISCHE FORMELN 
FÜR DIE LÖSUNGEN DER KANONISCHE 

DIFFERENTIALGLEICHUNG 3. ORDNUNG 

DRAHOSLAVA RADOCHOVÄ, VACLAV TRYHUK, Brno 
(Eingegangen am 9. Oktober 1978) 

1. EINLEITUNG 

In diesem Artikel werden die asymptotische Formeln für die Lösungen der 
Differentialgleichung 3. Ordnung 

(,) u>'< _ _ ^ . u» + [ i + a*(x)] „' _ _ ^ > u - o, 
a(x) *- /J OL(X) 

wo a € C1(J) und <x(x) > 0 für alle x e / ist, abgeleiten. Die Gleichung (1) ist eine 
globale kanonische Gleichung, die zu einer linearen Differentialgleichung 3. Ordnung 
gehört. F. Neumann hat in [2] gezeigt, dass jede lineare Differentialgleichung n-ter 
Ordnung 

yin) + ^(x)/"*"1* + ... + an(x)y « 0, 

a{ e C°(J), i = 1,2,..., n, / ist ein offenes Intervall, beschränkt oder unbeschränkt, 
lässt sich im ganzen Definitionsintervalle auf eine gewisse kanonische Gleichung, 
die von n - 2 positiven Funktionen a, e C""^/) abhängt, überführen. Wenn n = 3 
ist, bekommt man die Gleichung (1) (sehe [1]). 

2. ASYMPTOTISCHE FORMELN 

Mit den asymptotischen Eigenschaften von Lösungen der Differentialgleichungen 
haben sich mehrere Autoren, zum Beispiel M. Räb, M. Svec, M. Zlämal, be­
schäftigen. Zur Ableitimg der asymptotischen Formeln für die Lösungen der Diffe­
rentialgleichung (1) benützen wir die bekannten Formeln, die in [5] für die perturbiete 
Differentialgleichung 3. Ordnung 

(2) zm + Pt(x) z" + lAA(x) + P2(x)2 z' + l2A'(x) + P3(x)l z ** 0 

abgeleitet sind. 
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f [^)*wdx<00, 
í <p2(x) $'(*)£ 

Für die weiteren Untersuchungen führt man einen Hilfsatz, der in [5] abgeleitet 
ist. 

Hilfsatz: Die Funktionen <pt # e C2(/), / = <a, oo) seien positiv und für alle xeJ 
sei $'(x) > 0. Es sei 

(3) lim q>(x) cp'(x) = 0 
X-+0O 

und es gelte 

(4) 

Es sei Yt, Y2 ein Hauptsystem von Lösungen der Differentialgleichung 

(5) Y" + B(x) Y = 0, 

BeC°(J) und die Funktionen Yi[<P], Y2[ß>\ seien im Intervalle J beschränkt. Wenn 

(6) J | <p(x) <p"(x) + A(x) <p2(x) - B[*(x)] *'2(x) <p2(x) | dx < oo, 

(7) ] ?*(*) {I P3(x) I + I P2(x) | #'(*) + | PAx) | [*'2(x) + | il(*) |]} dx < oo 

ist, dann die Differentialgleichung (2) hat ein Hauptsystem von Lösungen 

z. =<p2(*){r2[#(x)] + o(i)}, 
(s) \z2 = 9

2(x) {r.[*(*)] r2[«J(x)] + o(l)}, 
r , = 9,2(JC) {Ff [#(*)] + o(l)}. 

Folgerung: Es seien die Voraussetzungen des Hilfssatzes erfüllt und sei B(x) == 1 
für alle x e / . Wenn man das Hauptsystem von Lössungen der Gleichung (2) in der 
Form 

Zt~z\ + zl, Z2 = 2z2, Z3 = z\ - z\ 

schreibt, bekommt man das Hauptsystem 

(st) 
Z. = <p2(x) {1 + o(l)}, 

Z2 = <ř>2(x){sin2Ф(x) + o(l)}, 
Z 3 = <p2(x) {cos 2Ф(x) + o(l)}. 

Lemma 1« Es sei die kanonische Gleichung (1) gegeben, wo die Funktion <x e C3(/) 
und für alle xeJ— <a> oo) positiv ist. Die Gleichung (1) geht durch 

(8) 
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in die Gleichung 

(9) z" + z ' | l + « a + 

+ Z 

•нm-mv 
über. 

Beweis: Wenn man die nötigen Ableitungen der Funktion (8) macht und in die 
Gleichung (1) setzt, bekommt man nach kleiner Umformung die Gleichung 

z'" + z T a ~ V - y a~V 2 + 1 + a2 l + 

+ z T y a~ V" - a~2a'a" + ~ a " V 3 - j * ' * " 1 + y aa'l » 0. 

Aus den Beziehungen für die Ableitungen (— J, i — I findet man die Ausdrücke 

a" a"' 
für — und — und setzt sie in die letzte Gleichung. Darauss bekommt man die 

OL a 
Gleichung (9). 

Satz 1. Sei die Funktion a e C3(/) und für alle x e J = <<z, oo) gelte a(x) > 0. 
Die Funktionen <p9$e C2(J) seien positiv und für alle x e J sei auch #'(*) > 0. Weiter 
seien die Voraussetzungen (3), (4) des Hilfssatzes erfüllt. Die Funktionen B9 Yx, Y2 

sollen dieselbe Bedeutung haben und derselben Bedingungen genügen wie im Hilfssatze. 
Es gelte 

(10) J | cp(x) cp"(x) + 1 [1 + a2(x)] <p2(x) - *[*(x)] #'2(x) <p2(*) | dx < oo, 

' •|(TH(T)><+<«-
Dann die kanonische Gleichung (1) hat ein Hauptsystem von Lösungen ui9u29u$9 

in der Form 
u§ = a1/3(x) . zi9 * » 1,2,3, 

dass heisst 

u. = a1/3(x)«p2(x){Y2[#(x)] + o(l)}, 
u2 - a1/3(x)p2(x) {Y.[4K*)] Y2[$(x)] + o(l)}, 
u3 = a1/3(x) p2(x) {Y.[*(x)] + o(l)}. 
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Beweis; Die Gleichung (9) ist eine Gleichung derselben Art wie die Gleichung (2). 
Wenn man 

4A(x) == 1 + a2(x) 
setzt, bekommt man 

A(x) = -^ [1 + a2(x)], 2Ä(x) = a(x) a'(x). 

Durch die Vergleichung der Koeffizienten der Gleichungen (9) und (2) bekommt 
man 

Wenn man diese Funktionen A und Pi9 i = 1, 2, 3 in die Bedingungen (6), (7) des 
Hilfssatzes hinzusetzt, bekommt man die Ungleichungen (10) und (11), sodass (6), (7) 
gilt. 

Weil auch die Funktionen q>9 #, B9 Yt, Y2 haben nach den Voraussetzungen des 
Satzes 1 dieselben Eigenschaften wie im Hilfssatze, kann man den Hilfsatz auf die 
Gleichung (9) benützen und ihres Hauptsystem von Lösungen in der Form (S) 
schreiben. Die Behauptung des Satzes 1 bekommt man dann aus der Gleichung (8). 

Satz 2. Es sei A(x) = — [1 + a2(x)], wo die Funktion <xe C3(J)9 fiir alle x e / = 

« <a, oo) positiv ist undgilt lim ----- = c < oo. Es sei die Funktion B(x) == 1 
*-" V1 + a2(x) 

för alle xeJ und es gelte 

I 1 TaYxil2 TaYx^Ti 
< oo, 

< 00. 

mmi-mi\<* 
Dann die kanonische Gleichung (1) hat das Hauptsystem von Lösungen in der Form 

Ki = a1/3(x) . Zi9 i =- 1, 2, 3, dass heisst 

„.-^LSLp + ̂ i 
41 + a2(x) 

u2 - 2«I/3(X) [sin ) Vi + «2(0 dt + o(l)], 
41 + a\x) 

«3 = -*-l/3(*) - c o s j Vl + a2(t)dt + o(l)]. 
41 + OL\X) 
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Beweis: Die Funktionen A,Pif i = 1,2,3 sind dieselben wie im Satze 1. Man 
zeigt, dass für die Wahl der Funktionen 

ę(x) = A-l'\x) = [ 1 + f ( x ) T 1 / 4 ; . *'(*) - A«\x) - 1[1 + «2(x)]1'2 

sind die Voraussetzungen des Hilfssatzes erfüllt, wenn die Voraussetzungen des 
Satzes 2 gelten. 

Offensichtlich sind die Funktionen <p9 # zweimal stetig differenzierbar im Inter­
valle / = <a, 00) und für alle xe /sind die Funktionen <p, * und #' positiv. Ferner 
ist 

sodass (4) gilt. 

Da <p(x) q>'(x) = -7j- l<p2(x)J ist, bekommt man, dass lim <p(x) <p'(x) » 
--* * - * a o 

= 1 lim _>-(*)]' = 1 lim j r i + f ( x ) T 1 / T = lim {[1 + a^*)]"1'2}' - 0, weil 
nach der Voraussetzung lim [1 + a2(x)]~1/2 == c < oo ist und die Bedingung (3) 

x->oo 

ist erfüllt. 
Weiter hat man vorausgesetzt, dass JB(X) S 1 für alle x e /. Wenn man die Aus­

drücke für die Funktionen <p, $, A9 B in die Ungleichung (6) hinzusetzt, bekommt 
man 

w Í (1 + a2)3'2 2 1 + a2 
mä'Ъ „'2 „м» 

• a — a — aa 
dx. 

Wenn man weiter betrachtet, dass (1 -f- a2)~3/2 < a~3 und a2(l 4- a2)"*1 < 1 ist, 
bekommt man 

00 4 I C 

0CŰC 

« a 

°? 1 3 /VY ď dx = J JLL±( — ) ~-?L í a 2 \ a / a dx. 

mаn Weil — = ( — ) + (—J ist, bekommt 

" ' < H I M T H T ) I * 
uad dieses Integral konvergiert nach der Voraussetzung (12). Es gut also (6). 

Ob man in (7) die Ausdrücke für die Funktionen (p, 4>\ A, P,, i — 1,2,3 hin­
zusetzt, bekommt man 

7 1 fI 1 fa'\ 2 /a 'V 2 ._ ___ 2, a' 
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V i + < x 2 l V a / 3 V a / Li 
7 fl.l /VY 2 fa'V 2 „ 2. «' I I'/VY 1 /« 'Ylh. 

weil (1 + a2)"1/2 < 1 und (1 + a2)"1 < 1 ist. Das letzte Integral ist nach (13) 
konvergent und es gilt (7). 

Also, alle Voraussetzungen des Hilfssatzes sind erfüllt. Ausserdem ist B(x) = 1 und 
deswegen das Hauptsystem von Lösungen der Gleichung (9) hat die Gestalt (St). Wenn 

j 1 X  

man beachtet, dass <P'(x) = — v i + a2(x) und daher <P(x) == — | Vi + a2(t)dt 
z z a 

ist, bekommt man aus (St) das Hauptsystem von Lösungen der Gleichung (9). Aus 
Tier Beziehung (8) gewinnt man die Behauptung des Satzes 2. 

3. E I N I G E SONDERFÄLLE 

Beachten wir noch den Fall, wenn die Funktion a in der kanonischen Gleichung (1) 
ein Sondergestalt hat. 

Wenn man voraussetzt, dass für alle xeJ= <#, oo) ist a(x) = exp {/(*)}, 
fe C3(J), dann die Funktion a ist positiv und dreimal stetig differenzierbar im Inter­
valle J. Weiter ist 

«'(*) - / '(*) exp {/(*)}, ^ M __ /'(*) 

a(x) 

und die kanonische Gleichung (1) hat die Gestalt 

(10 um - f(x) u" + [1 + exp {/(*)}] u' - f'{x) u = 0. 

Weil 

[^•1-™ [^-j-^> 
ist, geht die Gleichung (1') durch u = zexp<—f(x)> in die Gleichung 

(9') z'" + z' Tl + exp {2/(x)} + /"(x) - 1 / '2(x)l + 

+ ~[/ '(x) exp {2/(x)} + i / w ( x ) - -^-T3(x) - A [ l + exp {2/(x)}]/'(x)l - 0 
über. Die Gleichung (9') ist eine Gleichung derselben Art wie die Gleichung (2) und 
wenn man die Voraussetzungen mit passender Weise zubereitet, kann man die Sätze 1 
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und 2 auf die Gleichung (V) benützen. Wenn man die in Ungleichungen (10) und (11) 
hinzusetzt, bekommt man diese Bedingungen in der Gestalt 

(Ю') J <p(x) <p"(x) + 1 [1 + exp {2 (x)}] <p\x) - B[«ř(x)] *'2(x) <?>2(x) 

(11') j <p\x) | | 1 f'"(x) - A f'\x) - y [1 + exp {2/(x)}] f'(x) 

4M 

dx < oo, 

f"(x) dx < oo. 

'Die Funktion <x(x) = exp {/(*)},/€ C3(J), erfüllt die Voraussetzungen des Satzes 1 
und wenn man voraussetzt die Gültigkeit der Ungleichungen (10'), (IV) gilt für die 
Gleichung (V) der Satz 1. 

Wenn besonders B(x) s 1 ist für alle x e / und die Voraussetzungen des Satzes 2 
sind erfüllt, dann die Gleichung (V) hat ein Hauptsystem von Lösungen, den man 
mit den Funktionen Sinus und Cosinus ausdrücken kann. 

Wenn für alle x e / die Funktion <x(x) == exp {fix)} ist, dann die Bedingung 
lim[l 4- a2(x)]-1/2 = lim [1 + exp {2/(x)}]~1/2 = konst. ist immer erfüllt. Aus 

der Ungleichung (12) bekommt man die Ungleichung 

1 
(12') J exp {-/(*)} 

und die Voraussetzung (13) wird die Gestalt 

(13') 

үf'\x)-f"(x) dx < oo 

1 {| т r ( x ) - -2T/,3(X) - т [ 1 + exp <2I<*»1-"<X> 
f"(x)-±.f'\x)\}dx<«> 

! • 
haben. Wenn die Funktionen <x,/den Bedingungen (12'), (13') genügen, kann man 
den Satz 2 für die kanonische Gleichung (V) benützen und das Hauptsystem von 
Lösungen gewinnen. 

Bemerkung: Mehrere Funktionen, die beschränkt oder unbeschränkt sind, 
erfüllen die Bedingungen des Satzes 2. Zum Beispiel 

a(x) = exp {—x~k}, x > 0, k g£ 1; 
a(x) -sc arctg x, x > 0; <x(x) =- In x9 x > 1; 
a(x) » Xjx, x > 0, k -= 1,2, 3,...,»; 
a(x) = x"i/2

9 x > 0 und andere. 

Beachten wir, .zum Beispiel, die Gleichung 

и ' " - ^ ы " + (l + x)«' 
2x 

м = 0, x є <a, oo), a > 0. 
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Dann a2(x) » x, a(x) » x l / 2, a'(x) = -r-x"1 / 2 ist und weiter 

«'(*> __.. Гg,(*>T- ____ • И * > T - J_ 
2x'L«(*)J 2x2 • L«(*>J~ x3 a(x) 2x 

Die Voratissetzung (12) ist erfüllt, weil das Integral 

" 1 |Lr____T_r____TL - f _ _ _ l L _ _ _ J _ I H i «(x) I 2 La(x) J L«(*> J I - V* I 2 4x2 + 2x2 | 
ist konvergent. Die Bedingung (13) hat für die gegebene Funktion die Gestalt 

r fl - - 2 - 2 /. % - I I - - - I L 
J 1 r ~ r _ - i - r — r - T ( 1 + * ) - * — + - T~T - ^ r d x < 
i l! 3 x3 27 8x3 3 2x | | 2x2 3 4X

2 |J 
<í 1 1 

x3 -7 8x3 dx + ] [ — + -^-Idx. 
t L2x2 12x2J 

Beide letzte Integrale sind konvergent und die Bedingung (13) ist erfüllt. Alle Voraus­
setzungen des Satzes 2 gelten und die gegebene Gleichung hat das Hauptsystem von 
Lösungen 

„._ - S t - , {1+0(1)}, 
V1 + x 

u2 _ y * {sin J Vi + t2 dt + o(l)}, 
V 1 + x -

" 3 = = —ŕ^— {cos î Vl + t2 dř + 0(1)}. 
j l + X a 
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