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ARCH. MATH. 2, SCRIPTA FAC, SCI. NAT. UJEP BRUN1NSIS 
* XVI: 105—114, 1980 

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ДВУСТОРОННИХ 
ПРИБЛИЖЕНИЙ ДЛЯ ОТЫСКАНИЯ 

ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ОТКЛОНЯЮЩИМСЯ АРГУМЕНТОМ 

(Поступило в редакцию 24го апреля 1978 г) 

Т. С. НИКОЛОВА, Д. Д. БАЙНОВ 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 

(1) т = / ( ' , х((), х((% х(( - т), х(( - т)), х > 0, 

где функция Д*, х> у, С> п) определена при I € ( - оо, + оо); ж, у, С, Ц € [<*, Ь] 
(а, Ь € Я), непрерывна по всем аргументам, периодична по г с периодом Г, 
неубывающая по х и С и невозрастающая по у и щ% т. е., 

(2) Аих9ул,ч) шАих,?Л>1) 
при 

*е(-оо, +оо); х, у, {> П * [<*> Ь]; ^ ? , ^ б [ й , » ] ; х ^ 1 , у^% Сй$, V 2 *?• 

Будем искать периодические решения с периодом Г уравнения (1) методом 
двусторонних приближений, примененный Н. С. Курпелем в [1] к отысканию 
периодических решений обыкновенных дифференциальных уравнений без от­
клонения аргумента. ; 

Пусть С[, 0 _ М о + Г ] - пространство непрерывных на сещенте (& -/г§ 10 + Т] 
функций х(() с метрикой, порожденной нормой || х || ••« пшИ *(*) ̂ Юбодигам 

*о~*.&*.5в-о+Т 
через Я множество всех функций хм С^ь1о^7р которые удовлетворяют ушад* 
виям: 

(3) х(1) * ^ + Г) яри *е у0 - т, У 

(4) *(*о) в * ( ' о + 7 ) « * о (Хо.б*) , ; 

(5) с а ^ ^ г ) $ Ь при 1€ [% - *» Ц + П. 
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Определим последовательности функций {ип(()} и {#„(0} п о рекуррентным 
формулам 

Со + /1 1_±\ | / ( 5 , ип($), Vп(5% ип($ - т), Vп($ - т)) сЬ -

« я + i ( 0 = { ř - t c Гo + Г 
| /(s, ^(s), wn(s), ^(s - T), un(s - T)) ds npH t e [t0, t0 + T] 
t 

un+i(/ + r j npH /e[ f 0 -T, f 0 ] 

(6) Uo + ( l - !~TA I /(», »-(»), «-(-), »-(» - T), «„(S - t)) ds -

o - + i ( 0 - | t-'c + T 

(7) 

| /(«, и„(5), ии(5), ип($ - т), 1)я(« - т)) их при /е [/0, /0 + Г] 
- « 

»-+!('+-*) при /6 [/ 0 -т ,/ 0 ] . 

В качестве исходных функций принимаем соответственно функции 

*о - 0 - *о)(- ~ - ^ Д ) ( М - ш) при /е[/ 0 , /0 + Т], 

м0(/ + Г) п р и / б [ / 0 - т , / 0 ] , 

= , х0 + (/ - / 0 )П - 1 ^ ° - К м - т ) при /е[/ 0 , /0 + Г], 

«o(0 = 

f o(0 
11>о(* + Г) при г е [ г 0 - т , г0]. 

( ж за СОП8*., М = СОП81.) 

Теорема 1. Пусть выполнены условия: 

1. /фи / € ( - о о , +оо) и х, >>, С>*?е[а, 6] 

т<А*>х,уЛ>ц) й М; 

% й + ?~(М - ж) ^ х0 ^ Ь - -^(М - ж). 

Гогдв 
1. Ц|» I?,! 6 О для всех п = 0, 1, 2, ... 
2. Имеют место соотношения 

(8) М О * Й 1(0 5 .. ;Й Ц#) * • -5 »*(0 й ... 21 »х(0 ^ %(0 

^11 Г е [/0 - т, *0 + Л-

Доказательство. 

1. Из равенств (6) и (7) видно, что функции ия($)9 Vн(^)9 п « 0,1,2,... удо­
влетворяют условиям (3), (4) и непрерывны на сегменте [*0 — т, (0 + Г]. 
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Пользуясь условий 1 и 2 теоремы 1, по формулам (6) я (7) получаем 

1 - 1 у 1 \ | т с 1 5 - 1 — ! 1 | Мй$ш 

= х0 - (г ~ г0) А - ~ Д ^ ( М - т) - «о(0 * 

Т 
2 шГ {м0(0 : г6 [г0, *0 + Т ] } - х0 - ^ ( М ~ ж) ^ а, 

т.е., 

(9) ип(г) ^ а при /6 [10 - т, /0 + Л, п « 0,1,2,...; 

- х0 + 0 - ^о)(1 - - Ц А м - т) - %(0 5 

Г 
^ §ир {1?0(0 :^е [г0, Г0 + Г]} - х0 + ^-(М -т)&Ь9 

(10) т. е., ».(!) й Ь при /€ [г0 - х, Г0 + Л, п - 0,1,2,.... 

Докажем, что 

(11) кя(0 й Vп(^) при *е [Г0 - т, Г0 + Л, * в 0,1,2,.... 

Действительно, м0(0 = ^о(0, а из свойства (2) при Г€ [*0, *о + Л получаем 

«1(0 ~ х0 + (1 - 1

 Т

1°) \ Л5» "о(*)> *>о(*)> «о(* - *Х *>о(* - т))д* -

* Л I /(3,%($), »о(0,»0(5"~ Т),И0(в-т))Л^ 

5 х0 + (1 - *~*°) } /(«, #0(0, и0($)9 Р0($ - т), 110(5 - *))4$ -

=Л | 1(в,и0($)^0(в\и0($ - х),щ($ - %))йв ш рх(1). 
1 * 

Следовательно, иг(г) й щ(1) при I € [Г0 — т, /0 + Л* 
Допустим, что ия(0 .5 #,,(0 при некотором и и * € [*0 — 1, #0 + Л* Тогда» 

как для 1̂ (0, *>1 (0 получаем 

Ц,+1(0 й *,.+&) при * € У0 - «г, *0 + Л-

Согласно принхршу математической иэдувдии, неравенство (11) выполнено 
для каждого п « 0,1,2,.... 
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Из неравенств (9), (10) и (11) следуют .неравенства: 

а т гф) ^Ь;ай Vп(^) йЬ при * 6 [ / 0 - т, (0 + Г], п - 0,1,2,... 

т. е., функции ип(() и ̂ ( 0 (п « 0,1,2,...) удовлетворяют и условию (5). 
Следовательно ип,ь\еС1 для всех п == 0,1,2,.... 
2. Согласно первой части доказательства, имеем щ($) ^ и0(0 и 1^(0 й V0(^) 

при * е [/0 - т, /0 + Т]. Для «2(0 и V2(() при | € [г0, г0 + Т] поучаем 

и2(() ш Х0 + П - ~ ^ Д ) 1 /(5, "а(5), ^(в), М1(5 - Т), 1?х(5 - т)) <Ь -

^ \ /(*> V^(8)9 иг(8), V^(8 - т), и^5 - т)) ё5 2{ 

^ Х0 + И |т-М } /(5, И0(5), 1?0(5), Щ(5 - Т), 0О(5 - Т)) А$ -

^ _ I '°+т 
уг2- | /(*, *>о(4 "о(«), Ы* - т), и0($ - т)) д5 = их(1) 

V2(^) ш Х0 + П ^г-М | /(5, V^(8)9 их($)9 V^(8 - Т), их(8 - т)) <Ь -

_ 2 . | / ( 5 , М 1( 5), ^(а), их($ - т), е?!(5 - т)) сЬ й 

% Х0 + П ^ М | /(5, %(5), М0(5), Р0(5 - Т), и0(8 - т)) (Ь -

( _ ^ 'о+Г 

уг2- | Л ^ и о ^ ^ о ^ ^ ^ т Х ^ - т ) ) ^ - * ^ ) . 

Если допустим, что ип(г) ^ ц, .^) и Vп(^) ш Vп„x(^) при ге [г0 - т, *0 + Г] 
и некотором я, то получим Ц,+1(0 ^ Ц,(0 и Vп+X(^) & п о ­

следовательно, согласно принципу математической индукции, выполнены 
неравенства 

(12) ип+х(() Ш ип((), Vп^.x(^) ш Vп(0 

при п ш 0,1,2»... и *0 - т 5 * ^ *0 + Г. Из неравенств (9), (10), (11) и (12) 
следуют соотношения (8). 

-Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Если выполнены условия теоремы /, то: 
1. Уравнение 

(13) 
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*(Ö » *o + ( - - - ^ Д ) í f(s, Ф). *(*)> k' ~ t), x($ - t)) ds 



í - í , ' 0 + т 

| Д5» Х(5), Х(5), Х($ - ?), Х(3 - Т)) й$§ 

имеет по крайней мере одно решение х* 6 О. 

2. Каждое решение х* е О уравнения (13) удовлетворяет неравенствам 

(14) 1^0 ^ **(0-5 »«(0, » «0,1,2, . . . 

Доказательство. Пусть Л - оператор, определенный в <0 формулой 

*о + (1 ^ / \ /(я, *(0» -Ф)> *($ - О» *(* - т)) 4з -

Яx(0 = ř ~ ř г ř0 + T 
J /(s, x(s), x(s), x(s - т), x(s - т)) ds пpи t є [í0, tQ + Г], 

Яx(í + T) пpи t є [í0 - т, í0]. 

1. Оператор Я отображает множество О на свою часть. Действительно, если 
х € О, то функция Ях(0 непрерывна на сегменте [/0 — т, (0 + Т] и удовлетворяет 
условиям (3), (4). Из условий 1 и 2 теоремы 1 получаем: 

(15) 
nx(t) g x0 + (l - ^ A } Mds - -L_il ' "J m ds = i>0(t) g 6, 

IIx(t) Zx0 + (l- ^^-) jmds- l^2-,0]TMds = «0(0 2; a, 

т. е., функция Пх удовлетворяет и условию (5). 
Следовательно ПО с О. 
Легко видно, что О - ограниченное, замкнутое и выпуклое множество 

банахова пространства Сг, 0_М о + Г ]. 
Из за непрерывности функции / следует, что оператор Я непрерывен на 

множестве Д. Соотношения (15) показывает, что функций множества НО 
равномерно ограничены. Кроме того функции множества ПО являются и равно­
степенно непрерывными. Действительно, пусть (%, г2 е [(0 — т, 10 + Т\ и х 6 О. 
Тогда при оценке модуля разности Ях(^) - Ях(/2) рассмотрим следующие 
случаи: 

а) Пусть г15 (2 е [*0- *0 + Л- Тогда по теореме Лагранжа получаем 

\Пх((х) - Ях(г2)| - | (Ла#)) ; .< | . | ' 1 : - 'а1 -

( 1 1 о + г \ I 

-тг I Л^409ф)^(^т),х(5-.т))<15+Д|,х(0,х(0,х(Г--т)>х(1~т))} X 

где { - некоторое число ю интервала ($%, **)» а Л#0 «* т&ж | | МЫ^т*|). 
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б) Пусть /., /2 е [/0 - т, /0] и (/. + Г), (/2 + Г) 6 [/0, /0 + Г]. 
Тогда 

| Лх(/.) - Лх(/2) | = | Лх(/. + Г) - Л*(/2 + Т) \ й 

й 2М0 | /, - /2 |. 

в) Пусть /. е [/0 - т, / 0 ] , /2 е [/0, /0 + Л и /х + Те [/0, /0 + Т). 
Тогда 

| Лх(/.) - Л*(/2) | 2 | Лх(/.) - Лх(/0) | + | Л*(/0) - Л*(/2) | < 

<. 2М0 | /х - /0 | + 2М0 I /0 - /2 | = 2М0 | /, - /2 |. 

г) Пусть /. е [/„ - т, / 0 ] , /2 е [/0, /0 + Т], I, + Т < /0) /. + 2Г ^ /0. 
Тогда 

| Лх(/.) - Лх(/2) | = | Лл-(/. + Г) - Ядс(/0) | + | Ядс(/0) - Я*(/2) | й 

й гм01 /. + г - /01 + 2м01 /0 - /21 = 
- 2М0(1г - 1Х - Т) < 2М0 | /! - /2 |. 

Остальные случаи сводятся аналогичным образом к уже рассмотренным. 
Следовательно, при каждом е > О и для каждой функции Пх (х е Я) выпол­

нено неравенство | Ял^/.) - Пх((2) | < б, если /., /2 е [/0 — т, /0 + Г] 

. | - | - , а | < 1 5 - _ « - . . 

Итак, оператор П и множество О удовлетворяют условиям теоремы Шаудера 
о неподвижной точке. Следовательно, существует по крайней мере одно ре­
шение х* операторного уравнения Пх = х9 т. е., существует по крайней мере 
одно решение х*ей уравнения (13). 

2. Пусть гф) й х(1) & Vп(^)9 (х е О). Тогда из соотношений (2) следуют 
неравенства ин(() < Пх(г) < юп(() при /€ [/0 - т, *0 + Т], п = 0,1,2,.... Следо­
вательно, если х* 6 О является решением операторного уравнения Я* » х, 
то «„(О ^ х*(0 й Vп(^)9 т. е., выполнены неравенства (14). 

Теорема 2 доказана. 

Теорема 3. Пусть: 

1. Выполнены условия теоремы 1. 
2. Функция Д/, ж, ^, С» *?) удовлетворяет условию Липшица 

Об) |Д*,х,л {, ч) -/О, *,Л 1,4) I ^ »(| др - * | + | у - у | + 

+ « 1 € - * 1 + 1ч-Ч1). 

3. Выполнено неравенство 

(17) Т(а + $ < 1 

Тигди уравнение (13) имеет единственное решение ж** € О. 
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Доказательство. Последовательности {ц,(0} ш {©„(0} — моштошию 
и ограниченные последовательности функций. Следовательно они сходятся 
к некоторым функциям, соответственно в(#) и $($). Из неравенств (8) следует, 
что й(() й #(0*е [*о ~ т, *о + Г]. 

В доказательстве теоремы 2 было установлено, что при условиях теоремы 1 
существует по крайней мере одно решение х* ш О уравнения (13) и что каждое 
решение х* е О уравнения (13) удовлетворяет неравенствам цХО 5 **(0 5 0»(О* 
Следовательно 

(18) 6(0 ^ **(о * т. 

Покажем, что й е О, 0 е Й и #(*) = 0(г). Действительно, используя соотно­
шений (7), (6) и условия (16), имеем последовательно 

»o(0 «0(0 £ maxJ2(r - f0)(l - L_AJ(M - m): . 6 [ t 0 , r0 + T]l 

L(AÍ-m) 

*-.(*) - И1(0 $ Л - 1 = Д ^ } [2а(у0(5) - и0(5)) + 2/?(у0(5 - т) - «0(* - *))] Л + 

+ - ^ М [2«(1)0(5) - Ц0(5)) + 2Д(У0(5 - Т) - М0(5 - т))] д* & 

& 2Г(а + Д(М - ш) А - - ^ Д ) ( * - « ^ у • Г(« + Д)(М - ж). 

Методом математической индукции получаем 

*М - "„(0 5 у • Н « + «Я(М - т), л - 1,2,... 

Из условия (17) следует »„(/) - ц,(/) 5 0 пря л ~» оо. 
Тогда, имея ввиду неравенства 

* ( 0 - * я (0 $ *>„(0 - Ц»(0 

*>„(0 - ^(0 $ ^ ( 0 - *»(0» 

получаем ия(0-5«(0 ЯРИ и ~*оо и 0,(0-3^(0 при и -• оо. Следовательно 
"Г0> #(0 - непрерывные на сегменте [г0 - х, (0 + П̂ функции* которые очещщйо 
удовлетворяют и условиям (3), (4), (5), т. е., й,яеП. 

Из соотношений (18) и %({) - ия(() :$ 0 следует еще равенство «(|) ш 

» Я0 - х**(0* гДе *** «ляется единственным в множестве II решением 
уравнения (13). , 
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Теорема 3 доказана. 
Замечание. Существование и единственность решения уравнения (13) при 

условиях теоремы 3 следует директно из принципа Банаха о неподвижной 
точке. 

Рассмотрим вопрос о существовании периодических решений уравнения (1). 
Введем обозначение 

1 т 

А(х0, х) = — I /(*, х(0, х(0, х(1 - т), х(* - т)) <1*. 
1 о 

При условиях теоремы 3 через х** будем обозначать единственное в мно­
жестве О решение уравнения (13). 

Легко видно, что уравнение (1) тогда и только тогда имеет периодическое 
решение, являющееся периодическим продолжением решения х** уравнения 

Г т 
(13), когда функция Л(х0, х**) как функция от х0 при х 0 е 1 = I а 4- — (М — т), 

т 1 I-
Ь — --г- (М - т) I имеет нули. 

Функция Л(х0,х**) неизвестна. Поэтому на сегменте I рассмотрим по­
мощнике функции 

1 г 

4м(*о) = "г 1 Д г » и ^ »«(0, «».(' - *)> »«(' - *))<*<> 1 о 
1 т 

. 4(*о) = г" IЛ'» ̂ (0, ип(1), Vп(^ - т), и/* - т)) ёг. 
* о 

Используя условия (2) и неравенств (8) и (14), получаем 

(19) Л0(х0) < Мх0) й ... < Д,(х0) ^ Д х 0 , х**) 5 -Зй(х0) ^ 

и «0,1,2, . . . 

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда: 

1. .Если х 0 и х0 — иулм соответственно функций Лп(х0) и Зя(х0), то функция 
Л(х0, х**) имеет по крайней мере один нуль х 0 на отрезке с концами х0 и х0 

и следовательно уравнение (1) имеет периодическое решение, проходящее через 
точку (10, х0) и являющееся периодическим продолжением решения х** уравне­
ния (13). 

2." -Если длл некоторого п выполнено Лп(х0) > 0 «ли -Зя(х0) < 0 при каждом 
х 0 € / , то функция Л(х0, х**) «̂  имеет нулей и следовательно уравнение (1) не 
имеет периодических решений, являющиеся периодическими продолжениями 
решения х** уравнения (13). 

Доказательство следует из соотношений (19). 
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Замечание 1. Если существует число ЛГ такое» что функции 4Х*о) или Д»(#©) 
при п^ N имеют нули на сегменте /, то функция Л(х0> х**) имеет нули на 
сегменте /. 

Замечание 2. Нули функции Л(х0$ х**) являются точками с!ущения нулей 
функций Ля(х0) «ли 2я(х0) (п = 0,1,2,...). 
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