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VERALLGEMEINERTE SPRACHEN
UND THRE HOMOMORPHISMEN

VITEZSLAV NOVAK, Brno
(Eingegangen am 4. Juni 1979)

I. VERALLGEMEINERTE SPRACHEN

1.1. Einleitung. In der Literatur wird eine Sprache meistens als eine endliche
Menge X (aller Worter) und eine endliche Untermenge des fre‘'en Monoids X* (die
Menge aller richtigen Sitze) definiert. Dieser Begriff kann so verallgemeinert werden,
dass man Sitze beliebiger (auch transfiniter) Lange zuldsst. Das Ziel dieser Note
ist es zu zeigen, dass manche Sédtze auch mit dieser Verallgemeinerung bexbchalten
bleiben.

1.2, Bezeichnung. Mit Ord bezeichnen wir die Klasse aller Ordnungszahlen. Fﬁr
eine beliebige « € Ord bezeichnen wir W(a) = {{; & € Ord, £ < «} mit der natiirlichen
Ordnung der Ordnungszahlen.

3.1. Definition. Sei X eine nichtleere Menge, a € Ord, x : W(a) — X eine Abbildung.
Dann heisst x eine Kette iiber der Menge X. Die Ordnungszahl a heisst Linge der Kette x .
und wird als I(x) bezeichnet. Statt x(§) schreiben wir x;; die Kette x wird dann als
(xg; ¢ < o) bezeichnet.

1.4. Bemerkung. Es gibt nur eine Kette iiber X der Linge 0, ndmlich die leere
Abbildung W(0) = ¥ — X. Diese Kette wird mit dem Symbol A bezeichnet.

1.5. Bezeichnung. Sei X eine nichtleere Menge. Mit dem Symbol R(X) bezenchnen
wir die Klasse aller Ketten iiber der Menge X.

1.6. Verabredung. Sei X eine nichtleere Menge, x € #(X), I(x)‘= 1, d.h. x = (xo)-
Dann setzen wir x = x,; also identifizieren wir Elemente der Menge X mit Ketten
der Linge 1. Bei dieser Verabredung haben wir X = #(X). /

1.7. Definition. Sei X eine nichtleere Menge, x = (x5; { < a)e A(X), y =
= (ys; ¢ < B) € R(X). Dann setzen wir xy = (t;;§ <a + p), wo 1, = x;ﬂ)r &eOrd,
f<aundt¢ y fir£€Ord, E =a + {,{ <p.

115



1.8. Bemerkung. Aus 1.7. folgt gleich: Ist X eine nichtleere Menge und x, y € (X),
dann ist xy € #(X) und /(xy) = I(x) + I(y). Weiter gilt Ax = xA = x fiir jede Kette
x € R(X).

1.9. Lemma. Sei X eine nichtleere Menge und x, y, z € #(X). Dann gilt (xy) z =
= x(yz).

Beweis. Sei x =(x;;& <), y=0ué <P, z2=1(255¢ <y), also I(x) = a
1(») = B, I(z) = y. Dann ist I[(x))z] = (@ + B) + y, I[x(¥2)] = « + (B + ¥), d.h.
I[(xy) z] = I[x(yz)]. Weiterist (xp) z = (t;; & < (@ + f) + ), wo 1, = x, fir { <,
te=yfiré =a+{,{<pundt; = z,fir{ = a + B + n, n < y. Dieselbe Form
hat aber auch die Kette x(yz) und deshalb (xy) z = x(yz).

1.10. Definition. Sei X eine nichtleere Menge, L < R(X), L eine Menge. Dann
heisst das Paar (X, L) eine verallgemeinerte Sprache iiber der Menge X.

1.11. Definition. Sei (X, L) eine verallgemeinerte Sprache, x € X, y, z € #(X). Das
geordnete Paar (y, z) € R(X) x R(X) heisst ein Kontext des Elementes x genau dann,
wenn yxz € L gilt.

1.12. Bezeichnung. Sei (X, L) eine verallgemeinerte Sprache, x € X. Als €(x) be-
zeichnen wir die Menge aller Kontexte des Elementes x. Weiter bezeichnen wir
AWX, L) = {€(x,L); xe X}.

1.13. Bemerkung. Die Menge (X, L) wird als geordnete Menge — mit der
mengentheoretischen Inklusion als Ordnung — aufgefasst.

1.14. Satz. Zu jeder geordneten Menge G existiert eine verallgemeinerte Sprache
(X, L) so, dass G mit A(X, L) isomorph ist.

Beweis.!) Setzen wir X = G und sei « € Ord die kleinste Ordnungszahl mit
card a = card X. Sei i: W(x + 1) — {0} —» X eine Bijektion. Fiir beliebige f € Ord,
1 £ B £ « bezsichnen wir Z4(X) = {x; xe R(X), I(x) =B, x = (x;; & < P), x; £
£ i(P) fiir alle £ < B}. Endlich setzen wir L = () ®R4(X); wir zeigen, dass G =

188S5a
~ A(X, L) gilt. Seien also x, ye G, x < y und (u, v) € €(x). Dann ist uxv € L, also
uxv € Rp(X), wo B = I(uxv) ist. Daraus folgt x £ i(f) und also auch y £ i(f). Das
impliziert uyv € R4(X) € L und (4, v) € €(p). Deshalb €(x) = €(y).

.Seien umgekehrt x, ye G mit €(x) = €(y) und setzen wir voraus, dass x £ y
gilt. Sei y = i(B) und setzen wir z = {z;; £ < B}, wo z; = x fiir alle { < f ist. Dann
istze R (X)S Lundz = Axu,wou = (ug; § < B — 1), u, = xfirallel < g - 1.
Deshalb (4, u) € €(x). Aber AyueL, denn I(Ayu) = B und y < y = i(B). Daraus

1) In [1] wird dieser Satz fiir endliche geordnete Mengen und Sprachen in dem iiblichen Sinn
mit einer dhnlichen Methode bewiesen.
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(A, u) € €(y), was ein Widerspruch mit der Voraussetzung €(x) & €(y) ist. Es gilt
also x < y und die Abbildung x — €(x) ist ein Isomorphismus der Menge G auf die
Menge A(X, L).

2. KONFIGURATIONEN

2.1. Definition. Sei (X, L) eine verallgemeinerte Sprache, x € R(X). Wir sagen,
dass die Kette x brauchbar in (X, L) ist und schreiben xv(X, L) genau dann, wenn es
solche Ketten u, v e R(X) gibt, dass uxv € L gilt.

2.2, Definition. Sei (X, L) eine verallgemeinerte Sprache, x, y € R(X). Wir sagen,
'dass die Kette x ersetzbar in (X, L) durch die Kette y ist und schreiben dafiir x > y(X, L)
genau dann, wenn uxv € L=> uyv € L fiir alle u, v € (X) gilt.

2.3. Definition. Sei (X, L) eine veraligemeinerte Sprache, x, y € R(X). Die Kette x
heisst Konfiguration vom Rang 1 der verallgemeinerten Sprache (X, L) und y ein
Resultat dieser Konfiguration genau dann, wenn folgendes gilt: xv(X, L), x > y(X, L),
y> x(X, L), l(uxv) > l(uyv) fiir alle u, v e R(X) mit uxv e L.

2.4. Bezeichnung. Sei (X, L) eine verallgemeinerte Sprache. Wir bezeichnen mit
C,(X, L) die Menge aller Konfigurationen vom Rang 1 der verallgemeinerten Sprache
(X,L). Weiter bezeichnen wir T,(X,L)= {x;xeL,x = ut,u,veRX),
te Cy(X, L)}.

2.5. Definition, Sei (X, L) eine verallgemeinerte Sprache, o € Ord, o« > 1 und nehmen
wir an, dass die Mengen C(X,L), T(X, L) fir alle {€Ord, 1 £ ¢ < a definiert

werden. Setzen wir S«(X,L) = | )] C(X, L), R(X, L) = U T«(X, L). Seien x, y € R(X).
188<a 158<a
Die Kette x heisst Konfiguration vom Rang o der verallgemeinerten Sprache (X, L)

und y ein Resultat dieser Konfiguration genau dann, wenn folgendes gilt: xv(X,L —
— RdX, L)), x > (X, L — RuX, L)), y> x(X, L), [(uxv) > l(uyv) fiir alle u, v e #(X)
mit uxve L — RA(X, L).

2.6. Bezeichnung. Sei (X, L) eine verallgemeinerte Sprache, o ¢ Ord, a 2 1. Wir
bezeichnen mit C.(X, L) die Menge aller Konfigurationen vom Rang « der veralige.
meinerten Sprache (X, L). Weiter bezeichnen wir T.(X,L) = {x; xeL, x = uty,
u, ve RX), t e CX, L)}. :

2.7. Lemma. Sei (X, L) eine verallgemeinerte Sprache, o € Ord mit CAX,L) = 8.
Dann gilt Co(X, L) = 9 fiir jede p € Ord, B > a.

Beweis. Setzen wir voraus, dass C.(X, L) =@ undes f € Ord, f > a mit C',(X L) %
+ 0 gibt. Wir konnen annehmen, dass B die kleinste Ordnungszahl mit dieser Eigen-
schaft ist. Also Cy(X, L) = @ fiir alle £ € Ord, « < & < B. Sei xe Cy(X, L), ¥ ¢in
Resultat dieser Konfiguration. Es gilt also xw(X,L — Rs(X, L)), x> WX, L ~
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— Ro(X, L)), y > x(X, L) und I(uxv) > l(uyv) fiir alle u, v € R(X) mit uxv € L —

— Rs(X, L). Weil C(X, L) = B fiir { e Ord, « £ { < B, haben wir auch T(X, L) = #

fiir £ € Ord, a £ ¢ < B. Daraus folgt Rs(X, L) = U T«X, L) = U T«(X, L) =
15%<p

158<a

= Ru(X,L). Also auch L — R(X,L) = L — R(X,L) und xe Cu(X,L), was ein
Widerspruch mit der Voraussetzung Cu(X, L) = 9 ist.

2.8. Lemma. Sei (X, L) eine verallgemeinerte Sprache. Dann existiert o € Ord mit
C(X,L) =#.

Beweis. Wihlen wir eine Kardinalzahl N; so, dass card L < N;. Wir beweisen,
dass dann C,,, (X, L) = 0. Setzen wir voraus C,,,,(X, L) # #; dann ist nach 2.7.
CuX,L) + 0 fiir alle £€O0rd, 1 £ ¢ £ w4, Ist xe Cy(X, L) beliebig, dann ist
xv(X, L — Ry(X, L)). Es existieren also u, v e #(X) so,dassuxv e L — R«(X,L),d. h.
uxveL, uxv€ Ry(X,L) = |J T.(X,L). Das bedeutet uxve T«(X, L), uxve |J Tu(X,L)

15n1<¢ 159<¢

und T (X, L) — |J Tu(X, L) + 0 fiir alle £€Ord, 1 £ ¢ < w4 . Daraus card
15n1<¢
U Tt L) = cad |J [TX, L) — U T,(X, L)] 2N,,,. Da L2
<q¢

1583541 15830+t 15n
2 |J Tu«x L) ist, haben wir card L = N,,, was ein Widerspruch ist.
188swi+1
2.9. Satz. Sei (X, L) eine verallgemeinerte Sprache. Dann existiert o € Ord so,
dass C{(X,L) + 9 fir alle € Ord, 1 £ ¢ <o und C(X, L) =9 fir alle £ € Ord,
{2 a
Beweis folgt aus 2.7. und 2.8.

2.10. Bezeichnung. Die Ordnungszahl « aus 2.9. wird mit a(X, L) bezeichnet.

2.11. Bezeichnung. Sei (X, L) eine verallgemeinerte Sprache. Wir setzen C(X, L) =

= |J GCdX,L), B(X,L)=L - |J T«X, L). Die Elemente der Menge
188<a(X,L) 15¢<a(x,L)
C(X, L) werden Konfigurationen der verallgemeinerten Sprache (X, L) genannt, die

Elementé der Menge B(X, L) werden konfigurationslose Sitze dieser Sprache genannt.

3. HOMOMORPHISMEN VERALLGEMEINERTEN SPRACHEN

3.1. Bezeichnung. Seien X, Y nichtleere Mengen, f: X — Y eine Abbildung.
Mit f, bezeichnen wir die Abbildung #(X) — #(Y), die durch f induziert wird,
d.h. fiir x = (xg; & < @) € RX) ist fu(x) = (f(xp); & < a) € R(Y).

3.2. Bemerkung. Seien X, Y nichtleere Mengen, f: X — Y eine Abbildung und
x € R(X). Dann ist I[ fo(x)] = ().

3.3. Lemma. Seien X, Y nichtleere Mengen. Eine Abbildung f : X — Y ist surjektiv

118




(injektiv) dann und nur dann, wenn die induzierte Abbildung fx : R(X) — R(Y) surjektiv
(injek tiv) ist.

Beweis. Sei f: X - Y surjektiv und y = (; & < @) € R(Y) beliebig. Wihlen
wir fiir jede ¢ € Ord, ¢ < « ein x; € X mit f(xc) =y,, was wegen Surjektivitat von f
moglich ist, und setzen wir x = (x;; ¢ < «). Dann ist x€ A(X) und fo(x) = y;
also ist fy : #(X) —» R(Y) surjektiv. Ist umgekehrt £, : #(X) - #(Y) surjektiv und
y € Y beliebig, dann ist nach 1.6. y = (y) € #(Y). Also gibt es (x) = xe X & R(X)
mit f(x) =y und f: X - Y ist surjektiv. Ahnlich beweist man Aquivalenz der
Injektivitdt von fund f,.

3.4. Lemma. Seien X, Y nichtleere Mengen, f : X — Y eine Abbildung, x, y € R(X).
Dann ist fyu(xp) = f(x) fu(¥).

Beweis. Ist x = (x;5¢ < @), y = (b3 € < f), dann xp = (t;; { < a + B), wo
ty = xgfir{ <aundty =y fir{ =a+{,{ <pB. Also fo(xy) = (f(t); { < a+p)
und £4,(x) /a00) = (F(x); € < ) (f(2); € < B) = (f(t); £ < a + f). Daraus fu(xy) =
= fu®) )

3.5. Lemma. Seien X, Y, Z nichtleere Mengen, f : X - Y, g: Y- Z Abbildungen.
Dann gilt (§f)x = gxfa-

Beweis. Sei x = (x;; ¢ < a) € R(X) beliebig. Dann ist (gf), (x) = (gf(xp); { <a) €
€ A(Z) und (g« fy) (x) = gl fa(0)] = gt[(f(x{); {<a)] = (gf(x¢)§ ¢ < a)e A(2),
also (gf)x (x) = (g4f4) (X).

3.6. Lemma. Seien X, Y nichtleere Mengen f: X — Y eine Abbildung, x € R(X).
Ist fy(x) = uv, wo u, v € R(Y), dann existieren y, z € R(X) so, dass f,(¥) = u, fu(z) = v
und x = yz.

Beweis. Sei u = (ug; £ < a), v = (vg; & < B), dann’ist uv = (wy; & < o + B),
wo wy = uy fiir { <a und w; =y fiir { =a +{, { <p. Da l(u) = a + B ist,
gilt nach 3.2. auch I(x) = a + B, d.h. x = (x;; ¢ < a + ). Die Voraussetzung
fo(x) = wv impliziert f(x;) = wy fiir £ € Ord, { < o + B. Setzen wir y = (yg; § < a),
z=(zn¢< P, woyy = xcfuré <aundz = x.,.gfiiré < B.Dannist y, z € 2(X),
yz = x und f4(y) = 4, fu(2) = v.

3.7. Definition. Seien (X, L), (Y, M) verallgemeinerte Sprachen, f: X — Y eine
Surjektion. Die Abbildung f heisst ein schwacher Homomorphismus (X, L) auf (Y, M)
genau dann, wenn f,(L) = M. Diese Abbildung heisst ein starker Homomorphismus
(X, L) auf (Y, M) genau dann, wenn f; (M) = L.

3.8. Lemma. Seien (X, L), (Y, M) verallgemeinerte Sprachen, f ein starker Homo-
morphismus (X, L) auf (Y, M). Dann ist f ein schwacher Homomorphismus (X, L)
auf (Y, M).

Beweis. Nach der Voraussetzung 1stf., M) = L Also fy (L) = j;,[f;‘(M)] = M
und fist ein schwacher Homomorphismus.
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3.9. Lemma. Seien (X,L), (Y, M) verallgemeinerte Sprachen, f ein bijektiver
schwacher Homomorphismus (X, L) auf (Y, M). Dann ist f ein starker Homomorphismus
(X, L) auf (Y, M). .

Beweis. Nach 3.3. ist f, : #(X) —» #(Y) bijektiv. Nach der Voraussetzung ist
fo(L) = M, sodass f, '(M) 2 L. Nehmen wir an, dass fe (M) * L und sei xe
€fs '(M) — L beliebig. Dann ist f,(x) € M und deshalb existiert ein y € L mit f(y) =
= fu(x). Das ist ein Widerspruch mit der Voraussetzung, dass f, bijektiv ist. Deshalb
f# (M) = L und fist ein starker Homomorphismus.

3.10. Lemma. Seien (X,L), (Y, M), (Z, N) verallgemeinerte Sprachen, f ein
schwacher (starker) Homomorphismus (X, L) auf (Y, M), g ein schwacher (starker)
Homomorphismus (Y, M) auf (Z, N). Dann ist gf ein schwacher (starker) Homo-
morphismus (X, L) auf (Z, N).

Beweis. Sind f, g schwache Homomorphismen, dann fu(L) = M, g, (M) =N
und nach 3.5. (gf)u(L) = (2+/p) (L) = gu[fL(L)] = g4(M) = N, also ist gf ein
schwacher Homomorphismus (X, L) auf (Z, N). Sind f, g starke Homomorphismen,
dannf, '(M) = L, gy '(N) = M und wiederum nach 3.5. (gf)s "(N) = (g« /) " '(N) =
= fx '8+ '(N) = f '[8+ '(N)] = f« (M) = L, also ist gf ein starker Homomorphis-
mus (X, L) auf (Z, N). '

3.11. Lemma. Seien (X, L), (Y, M), (Z, N) verallgemeinerte Sprachen, f ein
schwacher Homomorphismus (X, L) auf (Y, M), g : Y - Z eine solche Surjektion,
dass gf ein schwacher Homomorphismus (X, L) auf (Z, N) ist. Dann ist g ein schwacher
Homomorphismus (Y, M) auf (Z, N).

Beweis. Nach der Voraussztzung gilt f,(L) = M und (gf )« (L) = N. Also g,(M) =
= g.[fa(D)] = (g )« (L) = N und g ist ein schwacher Homomorphismus (Y, M)
auf (Z, N).

3.12. Bemerkung. Seien (X, L), (Y, M), (Z, N) verallgemeinerte Sprachen, g ein
schwacher Homomorphismus (Y, M) auf (Z, N) und f: X — Y eine solche Surjek-
tion, dass gf ein schwacher Homomorphismus (X, L) auf (Z, N) ist. Dann braucht f
kein schwacher Homomorphismus (X, L) auf (Y, M) zu sein.

Beispiel. X = Y = {a,b}, Z = {a}, L = {(a)}, M = {(a), ®)}, N = {(®}, f =
= idy, g : Y - Z die einzige mégliche Abbildung. Dann ist g,(M) = N, (gf)«(L) =
= N, aber (L) = {(a)} + M.

'3.13. Lemma. Seien (X, L), (Y, M), (Z, N) verallgemeinerte Sprachen, f ein starker
Homomorphismus (X, L) auf (Y, M), g : Y — Z eine solche Surjektion, dass gf ein
starker Homomorphismus (X, L) auf (Z, N) ist. Dann ist g ein starker Homomorphismus
(Y, M) auf (Z, N). '

. Beweis. Nach der Voraussetzung gilt fi '(M) = L, (gf)s !(N) = £ '[g+ (V)] =
= L. Daraus folgt fo(L) = M, (gf)s (L) = g4[fo(L)] = go(M) = N, sodass g4 '(N) =2
2 M. Setzen wir voraus, dass g« ‘(N) + M, d.h. g/ '(N) — M + 0. Dann ist
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L= f;'[gi‘(N)] fa M U [gi'(N) = MD) = £ (M) v £ (o] '(N) — M] =
=L uf,'[gs(N) — M], was ein Widerspruch ist, denn f.‘[g“(N) M] ist
eine nichtleere, mit f, (M) = L disjunkte Menge. Deshalb g, '(N) = M und g ist
ein starker Homomorphismus.

3.14. Lemma. Seien (X, L), (Y, M), (Z, N) verallgemeinerte Sprachen, g ein starker
Homomorphismus (Y, M) auf (Z, N), f: X = Y eine solche Surjektion, dass gf ein
starker Homomorphismus (X, L) auf (Z, N) ist. Dann ist f ein starker Homomorphismus
(X, L) auf (Y, M).

Beweis. Es gilt g5 '(NV) = M, (gf)i '(N) = L. Daraus fy '(M) = fi '[gs '(V)] =
=(fx'gx ) (N) = (gf)s "(N) = L und f ist ein starker Homomorphismus (X, L)
auf (Y, M).

4. BEZIEHUNGEN ZWISCHEN KONFIGURATIONEN
HOMOMORPHER SPRACHEN

4.1. Lemma. Seien (X, L), (Y, M) verallgemeinerte Sprachen, f ein schwacher
Homomorphismus (X, L) auf (Y, M), x € R(X). Ist xw(X, L), dann ist auch f,(x) W(Y, M).
Beweis. E;s existieren u, v € #(X) mit uxv e L. Dann f,(uxv) € f(L) = M. Aber
nach 3.4. ist £ (uxv) = fu(t) fu(%) fu(0) und fu(), fu(v) € R(Y). Deshalb fy(x) (¥, M).

4.2. Lemma. Seien (X, L), (Y, M) verallgemeinerte Sprachen, f ein starker Homo-
morphismus (X, L) auf (Y, M), y € R(Y), yW(Y, M). Ist x € R(X) eine beliebige Kette
mit f(x) = y, dann ist xv(X, L).

Beweis. Es existieren u, v € #(Y) mit uyv € M. Seien a, b € R(X) beliebige Ketten
mit fx(@) = u, fx(b) = v;es gibt solche, denn nach 3.3.ist f,, : R(X) - A(Y)surjektiv.
Dann f,(axb) = f,(a) /4(x) f«(0) = upv e M, woraus axbefy'(M) = L. Also ist
xv(X, L).

4.3. Folgerung. Seien (X, L), (Y, M) verallgemeinerte Sprachen, f ein starker
Homomorphismus (X, L) auf (Y, M), x € R(X). Es ist xv(X, L) dann und nur dann,
wenn fy(x) v(Y, M).

4.4. Lemma. Seien (X, L), (Y, M) verallgemeinerte Sprachen, f ein starker Homo-
morphismus (X, L) auf (Y, M), x,y € R(X). Es ist x> y(X L) dann und nur damt
wenn fo(x) > foe(0) (¥, M).

Beweis. (1) Sei x> (X, L) und seien u, v e R(Y) beliebig mit uﬁ.’(x)v!}‘Me
Wiahlen wir a,be R(X) solche, dass f,(a) = u, f,(b) = v. Dann f,(axb) =
= f(@ fr() f,(®) = uf(x)ve M, also axbef,;'(M) = L. Daraus folgt aybe L
und deshalb fu(ayd) = fu@fu0)fub) = ufu()veM. Es gllt also f.(x) >
> £:0) (¥, M)
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(2) Sei fu(®) > fu(») (Y, M) und scien a, b e R(X) belicbig mit axbe L. Dann

SHlaxb) = fu(a) fu(x)fu(b) € M, woraus f,(a)fu(y) f,.,(b) f+(ayb) e M. Daraus
aybef, (M) = L und x > y(X, L).

4.5. Satz. Seien (X, L), (Y, M) verallgemeinerte Sprachen, f ein starker Homo-
morphismus (X, L) auf (Y, M), x, y € #(X). Die Kette x ist eine Konfiguration vom
Rang 1 der verallgemeinerten Sprache (X, L) und y ist ihr Resultat dann und nur dann,
wenn f,(x) eine Konfiguration vom Rang 1 der verallgemeinerten Sprache (Y, M) und
£+(») ihr Resultat ist. '

Beweis. Nach 4.3. und 4.4. ist xv(X, L) dquivalent mit f,(x) v(¥, M), x > »(X, L)
aquivalent mit f,(x) > f.()) (Y, M), y > x(X, L) dquivalent mit £,(y) > fo(x) (Y, M).
Setzen wir voraus, dass /(axb) > l(ayb) fiir alle a, b € #(X) mit axb e L und seien
u, v € R(Y) mit uf,(x) v € M. Wihlen wir a, b € #(X) solche, dass f,(a) = u, f4(b) = v.
Dann ist fy(axb) = f,(a) fo(x) fu(b) = uf(x) ve M, also axb € f, (M) = L. Daraus
folgt l(axb) > I(ayb) und nach 3.2. I[ufy(x)v] = I[ fu(axb)] = l(axb) > l(ayb) =
= I[fu(ayb)] = [[ufe(y) v]. Setzen wir voraus, dass /[ufy(x) v] > I[ufy(y) v] fiir
alle u, v e R(Y) mit uf,(x) v e M und seien a, b € #(X) solche, dass axbe L. Dann
fu(axb) = fy(a) fu(x) fu(b) € M und daraus /[ £(a) fu(x) £x(®)] > I[fu(@) fs(3) f(B)].

Nach 3.2. folgt daraus /(axb) = I[ fu(axb)] = I[ f(@) f(x) fx(0)] > [ /(@) L) fu(B)] =
= I[fu(ayb)] = l(ayb). Also ist x eine Konfiguration vom Rang 1 und y ihr Resultat

in (X, L) dann und nur dann, wenn f,(x) eine Konfiguration vom Rang 1 und f,(y)
ihr Resultat in (Y, M) ist.

4.6. Satz. Seien (X, L), (Y, M) verallgemeinerte Sprachen, f ein starker Homo-
morphismus (X, L) auf (Y, M), x, y € R(X), a € Ord, « = 1. Die Kette x ist eine Kon-
figuration vom Rang o und y ist ihr Resultat in (X, L) dann und nur dann, wenn f4(x)
eine Konfiguration vom Rang a und fy(y) ihr Resultat in (Y, M) ist.

Beweis wird mit der transfiniten Induktion durchgefiithrt. Fir a = 1 ist die
Behauptung richtig nach 4.5, Sei « € Ord, & > 1 und setzen wir voraus, dass diese
Behauptung fiir alle £ € Ord, 1 < ¢ < a richtig ist.

(1) Aus der Induktionsvoraussetzung folgt x € S.(X, L) <> fy(x) € S.(Y, M) und
auch x € Ru(X, L) < f4(x) € R.(Y, M). Daraus folgt f '[R.Y, M)] = R.(X, L), also
auch £, ![M — R(Y, M)] = L — RX, L). Das bedeutet, dass f ein starker Homo-
morphismus (X, L — R.(X, L)) auf (Y, M — R.(Y, M)) ist.

(2) Seien x,ye #(X). Da f ein starker Homomorphismus (X, L) auf (Y, M)
und auch (X,L — R«(X, L)) auf (Y, M — R.(Y, M)) ist, folgt aus 4.3. und 4.4.:
xv(X,L — R.(X,L)) ist aquivalent mit f,(x) (Y, M — R(Y, M)), x > ¥ (X,L — R(X,L))
ist dquivalent mit f,(x) > fu()) (Y, M — R(Y, M)), y > x(X L) ist dquivalent mit
F:0)> /() (Y, M).

(3) Setzen wir voraus, dass I(axb) > l(ayb) fiir alle a, be A(X) rmt axbeL —
— RJ(X, L) gilt und seien u, v € R(Y) solche, dass ufy(x) v € M — R(Y, M). Wihlen
wir a, b € (X) solche, dass fa(@) = u, f,(b) = v. Dann fy(axb) = ufy(x)ve M —
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= RJ(Y, M), alsoaxb e f3 '[M — R(Y, M] = L — R.(X, L). Daraus /(axb) > I(ayb),
was impliziert I[ufy(x) v] = I[fulaxb)] = l(axb) > l(ayb) = I[fu(ayb)] = I[ufe(y) v].

(4) Setzen wir voraus, dass [[ufy(x) v] > I[ufu(y) v] fiir alle u,veR(Y) mit
ufu(x) ve M — R.(Y, M) gilt und seien a, b € R(X) solche, dass axb € L — R«(X, L).
Dann ist fy(axb) = fi(a) fu(x) fu(d) € M — R.(Y, M) und es gilt also
@) fulx) fx®)] > I[ful@) fuly) fu®)]. Daraus I(axb) = I[fu(axb)] =
= l[f*(a)f*(x)f,.(b)] > [ fu(@) f(») fu(B)] = I[filayb)] = [(ayb). (

4.7. Satz. Seien (X, L), (Y, M) verallgemeinerte Sprachen. Wenn ein starker Homo-
morphismus (X, L) auf (Y, M) existiert, dann ist a(X, L) = «(Y, M).

Beweis. Sei f ein starker Homomorphismus (X, L) auf (Y, M). Nach 4.6. gilt
fir xe R(X), £€0rd, { > 1 xe Cy(X, L) genau dann, wenn fu(x) € Cy(Y, M). Das
bedeutet C,(X, L) + @ genau dann, wenn C(Y, M) * 9. Deshalb a(X, L) = a(Y, M).

5. KENNZEICHNUNG STARKER HOMOMORPHISMEN
VERALLGEMEINERTER SPRACHEN

5.1. Lemma. Seien (X, L), (Y, M) verallgemeinerte Sprachen, f ein starker Homo-
morphismus (X, L) auf (Y, M), x € #(X). Es ist x € B(X, L) dann und nur dann, wenn
fu(x) € B(Y, M).

Bewzis. (1) Sei xe B(X, L) und setzen wir voraus, dass f,(x) € B(Y, M) gilt.

Dann ist fi(x) e U T:(Y, M), sodass ein £ € Ord, 1 £ ¢ < a(Y, M) so existiert,
155<a(Y, M)

dass fu(x) € TY, M). Also fu(x) = uyv, wo u,ve R(Y), y€ C(Y, M). Nach 3.6.
existieren a, b, t € #(X) so, dass x = ath, f,(a) = u, f,(t) = y, fu(b) = v. Nach 4.6.
ist t € C¢(X, L), also x € T(X, L) und das ist ein Widerspruch mit der Voraussetzung
x € B(X, L). Es gilt also f,(x) € B(Y, M).

(2) Sei x€ B(X,L). Dann gibt es £€Ord, 1 < ¢ < a(X, L) mit x e T(X, L).
Das bedeutet x = ath, wo a, b € R(X), t € Ci(X, L). Dann ist fy(x) = fu(@) FAOYAL)
und nach 4.6. ist f4(t) € C,(Y, M). Also f(x) € T(Y, M) und fu(x) € B(Y, M).

5.2. Bezeichnung. Sei (X, L) eine verallgemeinerte Sprache, {eOrd, 1 £ ¢ <
< a(X, L). Wir bezeichnen mit Dy(X, L) die Menge aller geordneten Paare [x, y],
wo x € C¢(X, L) und y ein beliebiges Resultat dieser Konfiguration ist.

5.3. Lemma. Seien (X, L), (Y, M) verallgemeinerte Sprachen, f ein starker Homo-
morphlsmus (X, L) auf (Y, M). Dann gilt:

1° a(X, L) = «(Y, M),

2° xe B(X, L) <> f(x) e B(Y, M),

3° Fir alle £e€Ord, 1 ¢ <u(X,L) ist [x,y]eD(X, L) <> [fu(x), fu()] €
€ D(Y, M).

Beweis folgt aus 4.7., 5.1. und 4.6.
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5.4. Lemma. Seien (X, L), (Y, M) verallgemeinerte Sprachen, f : X — Y eine Surjek-
tion, die die Eigenschaften 1°,2°, 3° aus 5.3. hat. Dann ist f ein starker Homomor-
phismus (X, L) auf (Y, M).

Beweis. (1) Wir zzigen die Implikation x € L= fx(x) € M mit der transfiniten
Induktion im Bezug auf /(x).

(@) Sei /(x) =0, also x = A. Dann ist xe B(X,L),>) also nach 2° fy(x)e
eB(Y, M) M.

(b) Sei feOrd, f# = 1 und setzen wir voraus, dass die Implikation x €L =
= fu(x) € M fiir alle x € L mit I(x) < B richtig ist.

Sei xe L, I(x) = B. Ist x € B(X, L), dann f,(x) e B(Y, M) € M nach 2°. Sei also

x€B(X,L), d.h. xe |) T¢X,L). Dann gibt es die kleinste Ordnungszahl a,
1s¢<a(x,L)
1 £ a < a(X, L) mit x e Tu(X, L). Das bedeutet xe () Tu(X, L) = R.(X, L), also
1 88<a
xeL — R.(X,L)und x = uyv, wo u, v e R(X), y € C(X, L) ist. Wenn z ein beliebiges

Resultat der Konfiguration y ist, dann gilt nach 2.5. wzveL — R.(X,L) S L,
Iuyv) > l(uzv), also I(uzv) < B. Nach der Induktionsvoraussetzung ist es fy(uzv) =
= f,() £u(2) /() € M. Weiter ist [y, z] e D.(X, L), also nach 3° [f.(»), fu(2)] €
€ D.(Y, M). Da f,(u) fu(2) fu(v) € M ist, gilt nach 2.5. fo(u)fu(y) fau(v) e M, d. h.
Suluyv) = fulx) e M.

(2) Wir zsigen die Implikation fy(x) € M= x € L mit der transfiniten Induktion
im Bezug auf /[ fy(x)] = I(x).

(a) Sei I[fu(x)] = 0, also fu(x) = A und auch x = A. Dann ist f,(x) € B(Y, M)
und nach 2° xe B(X, L) < L.

(b) Sei f€0id, p > 0 und setzen wir voraus, dass die Implikation fx(x) € M,
I[fi(x)] < B= x €L richtig ist. Sei fu(x)e M, I[fi(x)] = B. Ist fu(x) € B(Y, M),
dann x € B(X, L) < L nach 2°. Sei also fy(x) € B(Y, M). Es gibt die kleinste Ordnungs-
zahl o, 1 £ a < a(Y, M) mit fi(x) € T.(Y, M). Dann ist f,(x) e M — R.Y, M) und
fu(x) = uyv, wo u,ve R(Y), ye CY, M) ist. Sei z ein beliebiges Resultat der
Konfiguration y; es ist uzve M — R(Y, M) € M und luyv) > l(uzv), also N(uzv) <
< B. Nach 3.6. existieren a, b, r€ R(X) so, dass fi(a) = u, fu(t) = », fu(d) = v,
ath = x. Weiter sei w € #(X) eine beliebige Kette mit fu(w) = z. Dann ist fy(awb) =
= uzv € M und nach der Induktionsvoraussetzung auch awb € L. Weiter ist [y, z] =
= [£fu(t), fu(W)] € D.(Y, M), also nach 3° [1, w] € Du.(X, L). Da awb € L, folgt daraus
ath = xelL.

Wir haben bewiesen: x € L <> f,(x) € M. Also ist f '(M) = L und fist ein starker
Homomorphismus (X, L) auf (¥, M).

2) Setzen wir voraus, dass x € L — B(X, L) ist. Dann gibt es € Ord, 1 < ¢ < a{X, L) so, dass
x = A€ T(X,L). Also A = utv, wo u, ve R(X), t e C{X, L) ist. Das ist nur dann méglich, wenn
u=yp=1t=A Alsode C/X,L).Ist y ein belicbiges Resultat dieser Konfiguration, dann l(u4v) =
= [(u) + 1) > Iuyv) = () + I(») + lv) fir alle u, ve A(X) mit uxve L — RAX, L), was un
méoglich ist.
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5.5. Satz. Seien (X, L), (Y, M) verallgemeinerte Sprachen, f: X — Y eine Surjek-
tion. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(A) £ ist ein starker Homomorphismus (X, L) auf (Y, M).

(B) Es gelten die Bedingungen 1°, 2°, 3° aus 5 3.

Beweis folgt aus 5.3. und 5.4.
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