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ARCH. MATH. 2, SCRIPTA FAC SCI. NAT. UJEP BRUNEMSIS 
XVI: 115—126, 1980 

VERALLGEMEINERTE SPRACHEN 
UND IHRE HOMOMORPHISMEN 

VÍTĚZSLAV NOVÁK, Brno 
(Eingegangen am 4. Juni 1979) 

I. V E R A L L G E M E I N E R T E SPRACHEN 

1.1. Einleitung. In der Literatur wird eine Sprache meistens als eine endliche 
Menge X (aller Wörter) und eine endliche Untermenge des fre'en Monoids X* <die 
Menge aller richtigen Sätze) definiert. Dieser Begriff kann so verallgemeinert werden, 
dass man Sätze beliebiger (auch transfiniter) Länge zulässt. Das Ziel dieser Note 
ist es zu zeigen, dass manche Sätze auch mit dieser Verallgemeinerung beibehalten 
bleiben. 

1.2. Bezeichnung. Mit Ord bezeichnen wir die Klasse aller Ordnungszahlen. Für 
eine beliebige a e Ord bezeichnen wir W(a) = {£; £ e Ord, <J < a} mit der natürlichen 
Ordnung der Ordnungszahlen. 

3.1. Definition. Sei X eine nichtleere Menge, a 6 Ord, x : W(a) •-+ Xeine Abbildung. 
Dann heisst x eine Kette über der Menge X. Die Ordnungszahl a heisst Länge der Kette x 
und wird als l(x) bezeichnet. Statt x(0 schreiben wir x$; die Kette x wird dann als 
fX{; <* < a) bezeichnet. 

1.4. Bemerkung. Es gibt nur eine Kette über X der Länge 0, nämlich die leere 
Abbildung W(ö) = 0 -* X. Diese Kette wird mit dem Symbol A bezeichnet. 

1.5. Bezeichnung. Sei Xeine nichtleere Menge. Mit dem Symbol 0l(X) bezeichnen 
wir die Klasse aller Ketten über der Menge X. 

1.6. Verabredung. Sei Xeine nichtleere Menge, xe M(X)> l(x) » 1, d.h. x » (%)* 
Dann setzen wir x -= x0; also identifizieren wir Elemente der Menge X mit Ketten 
der Länge 1. Bei dieser Verabredung haben wir X c M(X). 

1.7. Definition. Sei X eine nichtleere Menge, x «• (xf9 «J < a)€jf(X), ym 
Ä 0«; { < ß) e &(%)* Darm setzen wir xy * ( ^ ; { < « - f ß)* m t4 ** x$fär ij € Ordf 

Z < aund % ** y^ßr £ € Ord, ( - « 4- £,'{ < ß. 
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1.8. Bemerkung. Aus 1.7. folgt gleich: Ist Xeine nichtleere Menge und x, y e 3t(X)t 

dann ist xy e ®(X) und l(xy) = l(x) + l(y). Weiter gilt Ax = xA = x für jede Kette 
x 6 #(X). 

1.9. Lemma. Sei X eine nicht leere Menge und x, y, z e &(X). Dann gilt (xy) z = 
= x(yz). 

Beweis. Sei x = (x^, £ < a), y = (^; £< /? ) , z = (z$; <!; < y), also /(x) = a> 
l(y) = /?, l(z) = y. Dann ist l[(xy) z] = (a + ß) + y, /[x(jz)] = a + (/? + y), d.h. 
l[(xy) *3 = /[*6*)]- Weiter ist (xy) z = (/€; <!; < (a + ß) + y), wo f{ = x{ für $ < a, 
^ = yc für ^ = a + £, C < ß und i>{ == z„ für £ = a + ß + .»/, .7 < y. Dieselbe Form 
hat aber auch die Kette x(yz) und deshalb (xy) z = x(yz). 

1.10. Definition. Sei X eine nichtleere Menge, L c 0t(X), L eine Menge. Dann 
heisst das Paar (X, L) eine verallgemeinerte Sprache über der Menge X. 

1.11. Definition. Sei (X, L) eine verallgemeinerte Sprache, x e X, y, z e 0t(X). Das 
geordnete Paar (y, z) e &(X) x 0t(X) heisst ein Kontext des Elementes x genau dann, 
wenn yxz e L gilt. 

1.12. Bezeichnung. Sei (X, L) eine verallgemeinerte Sprache, xeX . Als (£(x) be
zeichnen wir die Menge aller Kontexte des Elementes x. Weiter bezeichnen wir 
9!(X,L) = {<£(x,L);xeX}. 

1.13. Bemerkung. Die Menge 9l(X, L) wird als geordnete Menge — mit der 
mengentheoretischen Inklusion als Ordnung — aufgefasst. 

1.14. Satz. Zu jeder geordneten Menge G existiert eine verallgemeinerte Sprache 
(X, L) so, dass G mit 9l(X, L) isomorph ist. 

Beweis.1) Setzen wir X= G und sei aeOrd die kleinste Ordnungszahl mit 
card a = card X. Sei 1: W(<x + 1) — {0} -* X eine Bijektion. Für beliebige ß e Ord, 
1 = ß ^ a bezeichnen wir 0tfi(X) = {x; x € &(X), l(x) = ß, x = (x?; £ < ß), xc $ 
^ i(ß) für alle £ < ß). Endlich setzen wir L = (J &fi(X); wir zeigen, dass G s 

S 9l(X, L) gilt. Seien also x, y e G, x ^ y und (u, t;) e Ct(x). Dann ist uxv e L, also 
uxv e 0tfi(X), wo ß = /(uxt;) ist. Daraus folgt x $ /(/?) und also auch y $ /(/>). Das 
impliziert wjw € 0tfi(X) c L und (u, v) e (£(». Deshalb C(x) c £ ( » . 

Seien umgekehrt x, y e G mit £(x) £ (£(y) und setzen wir voraus, dass x %y 
gilt. Sei y = /(/?) und setzen wir z = {z€; <J < /?}, wo z$ = x für alle <J < ß ist. Dann 
ist z e #/.(X) £ z, und z = Axw, wo u = (w$; <!; < /? - 1), u$ = x für alle <!; < ß - 1. 
Deshalb (A, w)e(£(x). Aber AjweL, denn /(-4^w) = ß und y ^ y = /(/Q. Daraus 

*> In [1] wird dieser Satz für endliche geordnete Mengen und Sprachen in dem üblichen Sinn 
mit einer ähnlichen Methode bewiesen. 
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(/t, u)iC(», was ein Widerspruch mit der Voraussetzung €(x) £ €(y) ist. Es gilt 
also x S y und die Abbildung x -» <£(*•) ist ein Isomorphismus der Menge G auf die 
Menge «(X,L). 

2. KONFIGURATIONEN 

2.1. Definition. Sei (X9L) eine verallgemeinerte Sprache, XB0t(X). Wir sagen, 
dass die Kette x brauchbar in (X, L) ist und schreiben xv(X9 L) genau dann, wenn es 
solche Ketten u,ve M(X) gibt9 dass uxv e L gilt. 

2.2. Definition. Sei (X, L) eine verallgemeinerte Sprache, x,ye @$(X). Wir sagen, 
dass die Kette x ersetzbar in (X, L) durch die Kette y ist und schreiben dafür x > y(X9 L) 
genau dann9 wenn uxv el=> uyv eLfür alle u,ve M(X) gilt. 

2.3. Definition. Sei (X, L) eine verallgemeinerte Sprache, x,ye 0t(X). Die Kette x 
heisst Konfiguration vom Rang 1 der verallgemeinerten Sprache (X, L) und y ein 
Resultat dieser Konfiguration genau dann, wenn folgendes gilt: xv(X9 L), x > y(X9 L)9 

y > x(X, L)9 l(uxv) > l(uyv) für alle u,ve M(X) mit uxv e L. 

2.4. Bezeichnung. Sei (X, L) eine verallgemeinerte Sprache. Wir bezeichnen mit 
Cj(X, L) die Menge aller Konfigurationen vom Rang 1 der verallgemeinerten Sprache 
(X, L). Weiter bezeichnen wir T%(X, L) = {x; x e L9 x = utv9 u9ve M(X)f 

teC^L)}. 

2.5. Definition. Sei (X, L) eine verallgemeinerte Sprache, a e Ord, a > 1 und nehmen 
wir an9 dass die Mengen CA(X9 L)9 T^(X, L) für alle £ € Ord, 1 S £ < « definiert 
werden. Setzen wir S«(X,L) -= [j C£X9 L)9 R«(X9 L) * (J T^(X9 L). Seien x,ye M(X), 

Die Kette x heisst Konfiguration vom Rang a der verallgemeinerten Sprache (X, L) 
und y ein Resultat dieser Konfiguration genau dann, wenn folgendes gilt: xv(X,L — 
- R«(X9 L))9 x > y(X9 L - R*(X9 L))9 y > x(X9 L), l(uxv) > l(uyv)für alle u9ve 0(X) 
mit uxv e L — R*(X, L). 

2.6. Bezeichnung. Sei (X, L) eine verallgemeinerte Sprache, ote Ord, « «fe 1* Wir 
bezeichnen mit C*(X, L) die Menge aller Konfigurationen vom Rang oe der verallge* 
meinerten Sprache (X, L). Weiter bezeichnen wir J.(X, L) = {x; xeL, x » utv9 

u9v€®(X)9teC*(X9L)}. 

2.7. Lemma. Sei (X, L) eine verallgemeinerte Sprache, <x e Ord mit C*(X9 L) «« 0, 
Dann gilt C»(X, L) » 0 für jede ß € Ord, ß > a. 

Beweis. Setzen wir voraus, dass C*(X, L) -» 0 und es ß e Ord, ß > a mit Cß(XfD * 
* 0 gibt. Wir können annehmen, dass ß die kleinste Ordnungszahl mit dieser Eiffcti* 
schaft ist. Also C^(X,L) » 0 für alle £eOrd, a g { < | , Sei x®Cß(Xf£)f y-tfa 
Resultat dieser Konfiguration. Es gilt also xv(X, L - Rß(X, L)% x > K-ft & *** 
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- Rß(X9 L))9 y > x(X9 L) und l(uxv) > l(uyv) für alle u9 v e M(X) mit uxv e L -
- Rfi(X9 L). Weil d(X9 L) * 0 für $ e Ord, a g { < ft haben wir auch J<(X, L) = 0 
für <* e Ord, a «g i < ß. Daraus folgt Rß(Xf L) = Q FC(X, L) = (J FC(X, L) = 

i^«<.« i£i<* 

= #«(X,L). Also auch L - MX ,L) = L - i?«(X,L) und xeC(X ,L), was ein 
Widerspruch mit der Voraussetzung C«(X,L) = 0 ist. 

2.8. Lemma. Sei (X, L) e/we verallgemeinerte Sprache. Dann existiert a 6 Ord mit 
Ca(X,L) = 0. 

Beweis. Wählen wir eine Kardinalzahl K, so, dass card L :£ Kf. Wir beweisen, 
dass dann Cmt+l(X9L) = 0. Setzen wir voraus CW<+I(X,L) =f= 0; dann ist nach 2.7. 
C^(X,L) * 0 für alle £eOrd, 1 = { ^ a>l+1. Ist xeCc(X,L) beliebig, dann ist 
xv(X9 L — Ä$(X, L)). Es existieren also u, v e 0t{X) so, dass uxv e L - #$(X, L), d. h. 
wx^€L, uxvi Rf(X9 L) = (J F„(X, L). Das bedeutet uxve TC(X, L), uxv e (J r„(X, L) 

iäf<« i^n<i 

und 7̂ (X, L) - (J F„(X, L) # 0 für alle { € Ord, 1 g ££ coi+i. Daraus card 

(J UX9 L) = card (J [F-(X, L) - (J ^(X, L)] = KJ+1. Da L 2 

a (J TV(X, L) ist, haben wir card L _• K i+1, was ein Widerspruch ist. 
l<££ü) .+ 1 

2.9. Satz. Sei (X, L) eme verallgemeinerte Sprache. Dann existiert a 6 Ord so, 
dass Q(X,L) # 0/ör a//<? £€Ord, 1 £ Q < a um/ C*(X,L) = 0 /w> a//e £eOrd, 
£ = a. 

Beweis folgt aus 2.7. und 2.8. 

2.10. Bezeichnung. Die Ordnungszahl a aus 2.9. wird mit a(X, L) bezeichnet. 

2.11. Bezeichnung. Sei (X, L) eine verallgemeinerte Sprache. Wir setzen C(X, L) = 
= y C^(X,L), J5(X,L) = L - (J T£X9 L). Die Elemente der Menge 

1&1<*{X,L) l£$«x(XtL) 

C(X, L) werden Konfigurationen der verallgemeinerten Sprache (X, L) genannt, die 
Elemente der Menge B(X9 L) werden konfigurationslose Sätze dieser Sprache genannt. 

3. HOMOMORPHISMEN VERALLGEMEINERTEN SPRACHEN 

3.1. Bezeichnung. Seien X, Y nichtleere Mengen, / : X - * Y eine Abbildung. 
Mit /* bezeichnen wir die Abbildung M(X) -> 0t(Y)9 die durch / induziert wird, 
& h. für x * (x4; { < a) 6 ®(X) i$tf*(x) = (/(^); t < a) e M(Y). 

3.2. Bemerkung. Seien X, F nichtleere Mengen,/: X-» Feine Abbildung und 
xedt(X). Dann ist /[/•(*)] Ä /(*). 

3.3* Lemma. Seien X9 Y nichtleere Mengen. Eine Abbildung f: X -* Y ist surjektiv 
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(injektiv) dann und nur dann, wenn die induzierte Abbildung j* * M(X) -• Ä(F) surjektiv 
(injektiv) ist. 

Beweis. Sei f:X-*Y surjektiv und y = (y<; t < a )€«(F) beliebig. Wählen 
wir für jede £ e Ord, £ < a ein xe e X mitf(xs) »y.., was wegen Surjektivität von/ 
möglich ist, und setzen wir x = (JCC; € < a). Dann ist x e 0t(X) und /*(#) « )>; 
also ist/* : J*(X) -> 0t(Y) surjektiv. Ist umgekehrt/* : M(X) -> H(F) surjektiv und 
y e F beliebig, dann ist nach 1.6. >> = (y) € ̂ (F). Also gibt es (x) * x € X g #(Jf) 
mit /(x) = ^ und / : X-» Y ist surjektiv. Ähnlich beweist man Äquivalenz der 
Itijektivität von / und /*. 

3.4. Lemma. Seien X9 Y nichtleere Mengen, f: X --> Y eine Abbildung, x9 y 6 0t(X). 
Dann ist f*(xy) = /*(x)/*(>). 

Beweis. Ist x = (xf $ < a), y = (y5; £ < j5), dann x>> = (**$; <* < a + ß\ wo 
/j = x^fürc; < a u n d ^ = ^für £ = a + C» C < /*. Aiso/*(xj>) - (/(*<); <J < a + J?) 
und/*(x)/*(y) = (/(x<); £ < a) (f(y^); Z < ß) = (/(/<); £ < a + $ . Daraus/*(xy) ** 
= /*W/*(y). 

3.5. Lemma. Se/e« X, F, Z nichtleere Mengen, f: X ~* Y9g : Y -+ Z Abbildungen. 
Dann gilt (gf)* = g*/*. 

Beweis. Sei x = (x$; £ < a) € ,̂ (X) beliebig. Dann ist (g/% (x) = (gf(x$; <J < a) e 
e J>(Z) und (g*/*) (x) = g*[/*(x)] = g*[(/*(^); £ < a)] == (g/(x<); £ < a) e if (Z), 
aiso(g/)*(x) = (g*/*)(x). 

3.6. Lemma. Se/e« X, F nichtleere Mengen f: X *-* Y eine Abbildung, x e M(X). 
Istft(x) = 1/0, wo u9 v e ^ ( F), da/?« existieren y9ze M(X) so9 dassf*(y) = u,f*(z) = t> 
und x = >>z. 

Beweis. Sei u = (w$; £ < a), t? = (t^; £ < /?), dann ist uv = (H^; <* < a + $)» 
wo H>£ = ŵ  für £ < a und ŵ  = vc für £ =. a + f, £ < ß. Da /(tu?) = a + 0 ist, 
gilt nach 3.2. auch /(x) = a + ß9 d. h. x = (x$; £ < a + ß). Die Voraussetzung 
/*(*) == uv impliziert/(xO = w^ für £ e Ord, £ < a + $. Setzen wir j? = (^; <J < a), 
z = (z$; i < ß)>woy4 = x^für^ < aundz^ = x«+^für{ < ß. Dann ist y, z e ^(JQ, 
j>z = x und/*0>) = w,/*(z) = v. 

3.7. Definition. SWe/i (X,£), (F, M) verallgemeinerte Sprachen, f: X <~* Y eine 
Surjektion. Die Abbildung f heisst ein schwacher Homomorphismus (X9L) auf(Yf M) 
genau dann, wenn /*(£) = M. Diese Abbildung heisst ein starker Homomorphismus 
(X, L) auf(Y9 M) genau dann, wennfil(M) = L. 

3.8. Lemma. Seien (X,L), (F, M) verallgemeinerte Sprachen f f ein starker Homo
morphismus (X, L) auf (F, M). Dann ist f ein schwacher Homomorphismus (XfL) 
auf(Y9M). 

Beweis. Nach der Voraussetzung ist/* l(M) « L. Also/*(£) */»>[/* l(MJß * M 
und / ist ein schwacher Homomorphismus. 
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3.9. Lemma. Seien (X,L), (Y,M) verallgemeinerte Sprachen, f ein bijektiver 
schwacher Homomorphismus (X, L) auf(Y, M). Dann ist fein starker Homomorphismus 
(X,L)auf(Y,M). 

Beweis. Nach 3.3. ist/* : $(X)-* 0t(Y) bijektiv. Nach der Voraussetzung ist 
/*(£) » M, sodass f*~l(M) 3 L. Nehmen wir an, dass f*~l(M) * L und se/ xe 
£fil(M) - L beliebig. Dann ist/*(*) 6 M und deshalb existiert ein y e L mitf*0) = 
*= f*(x). Das ist ein Widerspruch mit der Voraussetzung, dass /* bijektiv ist. Deshalb 

f*l(M) = L und/ist ein starker Homomorphismus. 

3.10. Lemma. Seien (X,L), (Y, M), (Z, N) verallgemeinerte Sprachen, f ein 
schwacher (starker) Homomorphismus (X9L) auf (Y, M), g ein schwacher (starker) 
Homomorphismus (Y, M) auf (Z, N). Dann ist gf ein schwacher (starker) Homo
morphismus (X, L) auf(Z, N). 

Beweis. Sind fg schwache Homomorphismen, dann f*(L) = M, g*(M) = N 
und nach 3.5. (gf)*(L) = (gJ*)(L) = g*tf*(L)] = g*(M) = N, also ist gf ein 
schwacher Homomorphismus (X, L) auf (Z, N). Sind/, g starke Homomorphismen, 
dann/* HM) = L, g^l(N) = Mund wiederum nach 3.5. (gjli^N) = (g*f*rx(N) = 
= / * V* *(N) = / * ltg*~ *(#)] **f*\M) = L, also ist s/ein starker Homomorphis
mus (X, L) auf (Z, N). 

3.11. Lemma. Seien (X,L), (Y, M), (Z, N) verallgemeinerte Sprachen, f ein 
schwacher Homomorphismus (X,L) auf (Y, M), g : Y -* Z eine solche Surjektion, 
dass gfein schwacher Homomorphismus (X, L) auf(Z, N) ist. Dann ist g ein schwacher 
Homomorphismus (Y, M) auf(Z, N). 

Be wei s. Nach der Voraussetzung gilt/*(L) = M und (gf)* (L) = N. Also g*(M) = 
= £*L/*Ck)] ^ (gf)*(L) = N und g ist ein schwacher Homomorphismus (Y, M) 
auf(Z,N). 

3.12. Bemerkung. Seien (X,L), (Y, M), (Z, N) verallgemeinerte Sprachen, g ein 
schwacher Homomorphismus (Y, M) auf (Z, N) und f: X -* Y eine solche Surjek
tion, dass gf ein schwacher Homomorphismus (X, L) auf (Z, N) ist. Dann braucht/ 
kein schwacher Homomorphismus (X, L) auf (Y, M) zu sein. 

Beispiel. X = F = {a, *}, Z = {a}, L = {(a)}, M = {(a), (b)}, N = {(a)},/ = 
5=5 ^x» # •" Y -* -£ die einzige mögliche Abbildung. Dann ist g*(M) = N, (gf)^(L) = 
- N, aber/*(£) = {(«)} * M. 

4 3.13. Lemma. SWe« (X, L), (Y, M), (Z, N) verallgemeinerte Sprachen, f ein starker 
Homomorphismus (X, L) auf (Y, M), g : Y -+ Z eine solche Surjektion, dass gf ein 
starker Homomorphismus (X9 L) auf(Z, N) ist. Darm ist g ein starker Homomorphismus 
(Y9M)mrf(Z9N). 

Beweis. Nach der Voraussetzung gilt fil(M) = L, (gf)*\N) = / * ' [ g * ^ ) ] = 
- £. Daraus folgt ML) « M9(gf)* (L) = g*[/*(L)] - g*(M) = N, sodass gi^N) s 
2 M. Setzen wir voraus, dass g*\N) 4. M, d. h. g*~l(N) - M + 0. Dann ist 
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t - / • " W ( A O ] • / • l(M u tg;l(N) - M]) « / ^ ( t f ) u / ; ^ ^ - M] m 
= £ uf;ljjg;l(N) - M], was ein Widerspruch ist, denn / * *ü r K#) - M] ist 
eine nichtleere, mit/* X(M) » l, disjunkte Menge. Deshalb g* *(^0 ** M und g ift 
ein starker Homomorphismus. 

3.14. Lemma. Seien (X9 L)9 (F, M)9 (Z, N) verallgemeinerte Sprachen, g ein starker 
Homomorphismus (F, M) auf (Z, N), / : X"-* F e/we so/cAe Surjektion, dass gf ein 
starker Homomorphismus (X9 L) auf{Z9 N) ist. Dann ist fein starker Homomorphismus 
(X,L)auf(Y9M). 

Beweis. Es gilt g;
l(N) - M, (g/)*"1^) - £• D a r a u s / ; 1 ^ ) -f^täWl Ä 

= (/* lg* l)(N) = (gf)il(N) = £ und / ist ein starker Homomorphismus (X9L) 
auf (F,M). 

4. B E Z I E H U N G E N ZWISCHEN KONFIGURATIONEN 
HOMOMORPHER SPRACHEN 

4.1. Lemma. Seien (X9L)9 (F, M) verallgemeinerte Sprachen, f ein schwacher 
Homomorphismus (X9 L) auf(Y9 M), x e M(X). Ist xv(X9L)9 dann ist auchfj(x) v(F, M). 

Beweis. E> existieren u9ve0t(X) mit uxveL. Dann f+(uxv) €f*(L) m M. Aber 
nach 3.4. istf0(uxv) - f*(u)f*(x)f*(v) und f*(u)9 fjtp) € ®(Y). Deshalb /*(*) v(Y, M). 

4.2. Lemma. Seien (X9 L)9 (F, M) verallgemeinerte Sprachen, f ein starker Homo* 
morphismus (X9 L) auf(Y9 M)9 yeM(Y)9 yv(Y9 M). Ist x e 0t(X) eine beliebige Kette 
mit f*(x) = y9 dann ist xv(X9 L). 

Beweis. Es existieren u9 v € &(Y) mit uyv e M. Seien a,be 0l(X) beliebige Ketten 
mit/*(a) = u9f*(b) « v\ es gibt solche, denn nach 3.3. ist/* : M(X) -+ ä?(F)surjektiv. 
Dann /„.(ax*) = /*(a)/*(*)/*(*) = uyveM9 woraus axbefil(M) « L. Also ist 
xv(X,£). 

4.3. Folgerung. Se/ew (1,1), (F, Af) verallgemeinerte Sprachen, f ein starker 
Homomorphismus (X9 L) auf (F, M), x e $pf). Es ist xv(X9 L) dann und nur dam, 
wenn f*(x) v(Y9 M). 

4.4. Lemma. Seien (X9 L), (F, M) verallgemeinerte Sprachen, fein starker Homo
morphismus (X9 L) auf (F, M)9 x9ye 0t(X). Es ist x> y(X, L) dann und nur dmm* 
wemMx)>f*(y)(Y9M). 

Beweis. (1) Sei x>y(X9L) und seien u,ve0t(Y) beliebig mit i^(*) t> 6 Af< 
Wählen wir a9he&(X) solche, dass f*(a) « u9f*(b) « v. Dann fifyotb) ** 
• /*(*)/*(*)/*(*) - uf«(x)veM, also axbe/;l(M)m L. Daraus folgt « * « £ 
und deshalb /*(*>*) * /*(«)/*W/*(*) - «/*($» eM. 1s gilt also Mx)> 
>fM(Y,M)< 



(2) Sei f*(x) >f*(y) (Y9 M) und seien a9be M(X) beliebig mit axb e L. Dann 
f*(axb) m fMfMf*(b)eM9 woraus U(a)f*(j)f*(b) = f*(ayb) e M. Daraus 
tyb Gf;%(M) - L und x > y(X, L). 

4.5. Satz. Seien (X9L)9 (Y, M) verallgemeinerte Sprachen, f ein starker Homo
morphismus (X9Q auf (Y9 M)9 x9yeM(X). Die Kette x ist eine Konfiguration vom 
Rang 1 der verallgemeinerten Sprache (X, L) und y ist ihr Resultat dann und nur dann, 
wennf+(x) eine Konfiguration vom Rang 1 der verallgemeinerten Sprache (Y, M) und 
f*(y) ^r Resultat ist. 

Beweis. Nach 4.3. und 4.4. ist xv(X, L) äquivalent mit/*(x) v(Y, M), x > y(X, L) 
äquivalent mitf*(x) >/*(y) (Y, M),y > x(X, L) äquivalent mit/#0) >f*(x) (Y, M). 
Setzen wir voraus, dass l(axb) > l(ayb) für alle a,be 0t(X) mit axb e L und seien 
u, v e 0t(Y) mit uf*(x) v e M. Wählen wir a,be M(X) solche, dassf*(a) = u,f*(6) = v. 
Dann istf*(ax£) == /*(a)f,.(x)/*(/>) = wf*(jt) V e M, also axb ef^~i(M) = L. Daraus 
folgt l(axb) > l(ayb) und nach 3.2. /[u/*(x) v] = l[f+(axb)~] = l(axb) > l(ayb) = 
8=8 llf*(ayfy] = Z[w/*(y) v\. Setzen wir voraus, dass l[uf*(x) v} > Z[u/*(y) v] für 
alle u, veM(Y) mit uf*(x) veM und seien a,beM(X) solche, dass axbeL. Dann 
f*(axb) - U(a)U(x)U(b)eM und daraus l{U(a) f*(*) fMI > l[f*(a)f*(y)f*(b)l 
Nach 3.2. folgt daraus l(axb) = Z[f*(axft)] = l[_U(a)f*^)fM1 > /[f*(a)f*(y)f*(*)] = 
« /[/*(#y&)] = /(aj6). Also ist x eine Konfiguration vom Rang 1 und y ihr Resultat 
in (X9Q dann und nur dann, wenn/*(.*) eine Konfiguration vom Rang 1 undf*(y) 
ihr Resultat in (Y, M) ist. 

4.6. Satz. Seien (X,L), (Y, M) verallgemeinerte Sprachen, f ein starker Homo
morphismus (X, L) auf(Y, M), x,ye 8t(X), et e Ord, a ^ 1. Die Kette x ist eine Kon
figuration vom Rang a und y ist ihr Resultat in (X, L) dann und nur dann, wenn f+(x) 
eine Konfiguration vom Rang a undf*(y) ihr Resultat in (Y, M) ist. 

Beweis wird mit der transfiniten Induktion durchgeführt. Für a = 1 ist die 
Behauptung richtig nach 4.5. Sei a e Ord, a > 1 und setzen wir voraus, dass diese 
Behauptung für alle <J e Ord, l g { < « richtig ist. 

(1) Aus der Induktionsvoraussetzung folgt x e S«(X, Q <>f+(x) e S«(Y, M) und 
auch xe Rm(X9L) <*>f*(x) e R«(Y, M). Daraus folgt fi^R^Y, M)] = R«(X, L), also 
auch/* *[M - R«(Y9 M)~\ = L - Rm(X9L). Das bedeutet, dass fein starker Homo
morphismus (X, L - R.(X9 L)) auf (Y, M - Rm(Y9 M)) ist. 

(2) Seien x9yeM(X). Da / ein starker Homomorphismus (X,Q auf (Y9M) 
und auch (X9L - Rm(X9Q) auf (Y9 M - R»(Y9 M)) ist, folgt aus 4.3. und 4.4.: 
xv(X9L -r R.(X9L)) ist äquivalent mit/*(x) v(Y9M~ R«(Y9M))9 x > y(X9L - R*(X9L)) 
ist,äquivalent mit/*(x) >f*(y) (Y9 M - Rm(Y9 M))9 y > x(X9 L) ist äquivalent mit 
f*(y)>f*(x)(Y9M). 

(3) Setzen wir voraus, dass l(axb) > l(ayb) für alle a9be0t(X) mit axbeL — 
- R«(X9L) gilt und seien u9 ve0t(Y) solche, dass uf*(x) veM - R»(Y9 M). Wählen 
wir a, b e 0t(X) solche, dass /*(a) « w, /*(A) =- v. Dann /*(a#Ä) « ti/*(x) t; € Af -
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- *«(F, M), also axb e /* *[M - R*(Y9 M] « L - Ä«(X, £). Daraus/(ipe*) > I^A), 
was impliziert /[«/,(*) v] « /[/*(***)] • / ( « * ) > /(*>*) « /[/*(«j#] - IIMM?) *] . 

(4) Setzen wir voraus, dass l[uf*(x) v] > /[«/*(y) v] für alle **, v € J?(F) mit 
«*/*(*) VBM - Rm(Y9 M) gilt und seien a9b e^t(X) solche, dass axbeL - R«(X,L). 
Dann ist /*(<ut*) = /-,(*) /->(*) Mb) e M - Ä«(F, M) und es gilt also 
l[f*(fl) /*(*) Mb)] > llMa) My) Mb)l Daraus l(axb) . /[&(«*)] -
- l[f*(fl)Mx) Mb)] > llf*(a)f*(y)Mb)] « /tf*fa*)] - Kayb). 

4.7. Satz. Seie/7 (X, L), (F, M) verallgemeinerte Sprachen. Wenn ein starker Homo
morphismus (X9 L) auf(Y9 M) existiert, dann ist tx(X9 L) =- a(F, M). 

Beweis. Sei/ein starker Homomorphismus (X,L) auf (Y, M). Nach 4.6. gilt 
für x G M(X)9 f e Ord, <5>l.ve Q(X, L) genau dann, wenn Mx) € C$(F, M). Das 
bedeutet Q(X, L) + 0 genau dann, wenn C*(F, M) + 0. Deshalb a(X, L) « <x(F, M). 

5. K E N N Z E I C H N U N G STARKER HOMOMORPHISMEN 
VERALLGEMEINERTER SPRACHEN 

5.1. Lemma. Seien (X9 L), (F, M) verallgemeinerte Sprachen, f ein starker Homo-
morphismus (X9 L) auf(Y9 M), x e ^I(X). £s ist x e 5(X, L) dann und nur dann9 wenn 
Mx)eB(Y9M). 

Beweis. (1) Sei xeB(X9 L) und setzen wir voraus, dass f*(x)e B(Y9 M) gilt 
Dann ist Mx) e (J TC(Y9 M), sodass ein £ e Ord, 1 <J { < a(F, M) so existiert, 

dass Mx) e 7^(F, M). Also Mx) » wyi>, wo u, t? e ^(F), y e Q(F, M). Nach 3.6. 
existieren a9b9te 0t(X) so, dass x = arf>, Ma) = u,/*(0 «- y, Mb) » #. Nach 4.6. 
ist t e C^X, L), also x e F^X, L) und das ist ein Widerspruch mit der Voraussetzung 
x e B(X9 L). Es gilt also/*(x) € B(Y9 M). 

(2) Sei xeB(X,L). Dann gibt es <JeOrd, 1 g { < a(X9L) mit XBT^(X9L). 

Das bedeutet x = atb9 wo a, /> e ^(X), t e CZ(X9 L). Dann ist Mx) * Ma)Mt)Mb) 
und nach 4.6. ist/*(0 € Q(F, M). Also/*(*)€= ^ (F , M) und/*(jr) eJ?(F, M). 

5.2. Bezeichnung. Sei (X9 L) eine verallgemeinerte Sprache, { 6 Ord, 1 ^ <J < 
< a(X, £). Wir bezeichnen mit DA(X9 L) die Menge aller geordneten Paare [x, y], 
wo xe Cf(X9 L) und y ein beliebiges Resultat dieser Konfiguration ist. 

5.3. Lemma. Seien (X, L)9 (F, M) verallgemeinerte Sprachen, f ein starker Homo
morphismus (X9 L) auf(Y9 M). Dann gilt: 

1° a(X9L) = a(F,M), 
2° x 6 JS(X, L) *>/*(*) € 5(F, M), 
3° Für offe £eOrd, l ^^<oe(X ,L ) Ist [x,j]€^(X,L)<»>[/*(*),fdM« 

eZ>*(F,M). 
Beweis folgt aus 4.7., 5.1. und 4.6. 
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5.4 Lemma. Seien (X, L), (Y, M) verallgemeinerte Sprachen, f: X -» Yeine Surjek-
Um, die die Eigenschaften 1°, 2°, 3° aus 5.3. Aöt. Dtftf« ist f ein starker Homomor
phismus (X, L) auf(Y, M). 

Beweis. (I) Wir zeigen die Implikation xeL=>f#(x)€ M mit der transfiniten 
Induktion im Bezug auf l(x). 

(a) Sei l(x) = 0, also x = A. Dann ist Jt e B(X, L),2) also nach 2° f*(x)e 
e £ ( F , M ) c M. 

(b) Sei ß e Ord, /? ^ 1 und setzen wir voraus, dass die Implikation .x e Z, => 
=>f#(x) € M für alle xeL mit /(jt) < ß richtig ist. 

Sei XBL, l(x) = ß. Ist Jt e B(X, L), dann f*(jt) 6 B(Y, M) c M nach 2°. Sei also 
xe_9(X, L), d.h. Jte (J T^(X,L). Dann gibt es die kleinste Ordnungszahl a, 

ü€<«(-r,x.) 
l | a < a(X, £) mit x e Tm(X, L). Das bedeutet xe [j T^X, L) = R*(X, L), also 

jt e L - i?*(X, £) und Jt = uyv, wou,ve 3t(X), y e C«(X, L) ist. Wenn z ein beliebiges 
Resultat der Konfiguration y ist, dann gilt nach 2.5. uzveL — R*(X,L) £ L, 
/(wyu) > /(uzv), also /(uzv) < ß. Nach der Induktionsvoraussetzung ist es f*(uzv) = 
~A(u)Mz)f*(v)eM. Weiter ist [ j , z] e Da(X, L), also nach 3° [f*(j), f*(z)] € 
6Ö.(F,M), Da f*(u)f*(z)f*(ü) e M ist, gilt nach 2.5. f*(w)f*(y)f*(r) e M, d.h. 
f*(uyv)~f*(x)eM. 

(2) Wir zeigen die Implikationf*(x)e M=> x e L mit der transfiniten Induktion 
im Bezug auf /[f*(x)] = l(x). 

(a) Sei /[f*(*)] = 0, alsof*(jt) = A und auch Jt = A. Dann ist f*(jc) e B(Y, M) 
und nach 2° JC G £(X, L) g £. 

(b) Sei j8 e Ord, 0 > 0 und setzen wir voraus, dass die Implikation f*(x) e M, 
'[/*(*)] <ß**xeL richtig ist. Sei f*(:t) e M, /[f*(Jt)] = 0. Ist f*(jt)e5(F, M), 
dann Jt e B(X, L) & L nach 2°. Sei alsof*(jt) e J.?(Y, M). Es gibt die kleinste Ordnungs
zahl a, 1 £ a < a(Y, M) mitf*(jt) e r«(Y, M). Dann ist f*(jt) € M - JUJ, M) und 
f#(jt)i « u^, wo w, e;e^l(F), / € C ( F , M ) ist. Sei z ein beliebiges Resultat der 
Konfiguration y; es ist uzv e M - i?*(K, M) g M und l(uyv) > l(uzv), also /(wzt?) < 
< ß. Nach 3.6. existieren a,b,t€ M(X) so, dass f*(a) = */, f*(t) = y, f*(b) =- t), 
at6 = x. Weiter sei w e 0t(X) eine beliebige Kette mit f*(w) = z. Dann ist f*(awb) = 
ass wzi? € M und nach der Induktionsvoraussetzung auch awb e L. Weiter ist [y, z] == 
Ä [/*(0*/•(*>)] e #«(F> ^)> a l s o n a c h 3° D» ^ e ^M.-^ £)• Da an>6 e L, folgt daraus 
al* « xeL. 

Wir haben bewiesen: x € L < f̂*(x) e M. Also istf* *(M) =* L undfist ein starker 
Homomorphismus (X, L) auf (Y, M). 

2) Setzen wir voraus, dass x e L ~~ B(X, L) ist. Dann gibt es f e Ord, 1 ^ I < a(X, L) so, dass 
x**A& T£Xt L). Also AI « utv, wo *#» v e &(X), t € Q(X, L) ist. Das ist nur dann möglich, wenn 
u = t? a« t» A. Also A € C*(X, L). Ist y ein beliebiges Resultat dieser Konfiguration, dann t(uAv) ** 
«* /(«) + /(») > Kuyo) « /(«) + /(y) + /(i?) für alle u, v e 0t(X) mit uxv e £ — Ä4(X, £), was un 
möglich Ist« 
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5.5. Satz. Seien (X9L\ (F, M) verallgemeinerte Sprachen, f: X -* Y eine Surjek* 
tion. Dann sind folgende Aussagen äquivalent: 

(A)f ist ein starker Homomorphismus (X,L) auf(Y, M). 
(B) Es gelten die Bedingungen 1°, 2°, 3° aus 53. 
Beweis folgt aus 5.3. und 5.4. 
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