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ARCH. MATH. 2, SCRIPTA FAC. SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS 
XVII* 65—?2,1981 

О СУЩЕСТВОВАНИИ И ЕДИНСТВЕННОСТИ 
ОГРАНИЧЕННОГО РЕШЕНИЯ 

ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА 

В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

В. Г. АНГЕЛОВ, Д. Д. БАЙНОВ 
(Поступило в редакцию 5-го мая 1979) 

Рассмотрим функционально-дифференциальное уравнение нейтрального типа 

(1) № - П*> ХО, У(МФ> КШ))> * > О 

(2) КО « чКО. ЯО - *(0. г $ 0 

где неизвестная функция ><0 принимает значения в некотором банаховом про
странстве В с нормой || . ||. 

В настоящей работе методом аккретивных операторов [1] — [6] доказана 
теорема о существовании и единственности ограниченного решения задачи 
(1), (2). 

Отметим, что в [7] другим методом рассмотрена аналогичная задача для 
уравнения в правой части которого отсутствует &(А2({)). 

Предполагая, что ^(0) = г̂(0) = 0 (см. [8], стр. 254) положим х(1) « #(/) 
при г > 0 и (р(() - ф(г) при г ^ 0. Получаем 

* -МО 

(3) х(0 = Р(*, |х($)й8, | х(8)й$,х(А2(г)% * > О 
о о 

(4) х(1) = <р(1)9 г&0. 

Докажем некоторые помощные утверждения, которые нам понадобятся 
в дальнейшем, следуя схему доказательства предложенную в [2]. 

Обозначим через В о т N область определения оператора N и через Каеде N 

область значений оператора N. Через / будем обозначать идентитет. 
Пусть В банаховое .пространство и В* его сопряжешое пространство. Пусть 

/ : В -+ 2** дуальное отображение, т. е., 1(х) ** ЦеВ* : <*,/> =* 1 х Ц* т 

8 8 И ̂  112* у х е В} (см. подробное изложение в [4}, [5]). 
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Определение 1. Оператор N1 Бот ЛГ-+ В (Оош N с .в) называется аккретив-
ным, если при любых х, у е Оот N и некоторого/ € /(* — у) выполнено соотно
шение < ^ - №,1У ^ 0. 

Из леммы 1.1 работы [6] следует, что операторе аккретивен тогда и только 
тогда, когда выполнено неравенство 

ц (/ + хЮх - (/ + ХЩу \\в ^ || х - у \\в 

для любых х9 у е Оот N и X > 0. Если еще Кап$е (/ + А ^ = В то оператор N 
называется /и-аккретивным. 

Пусть В банаховое пространство с нормой || . | |в. 

Лемма 1. Пусть на В определен нелинейный непрерывный оператор N : В -+ В, 
который удовлетворяет неравенству 

(5) II ((1 + Ху - Аа) / + ХЩх - ((1 + Ху - Аа) / + ХЩу \\в^ \\ х - у \\в 

для некоторых чисел у > 0, а > 0, любого X > 0 и х, у е В. 
Тогда для любого хе В существует единственный элемент ге В, удовле

творяющий условию № + у1) г — х. 
Доказательство. Оператор N непрерывен. Оператор N + (у — а) / тоже 

непрерывен. Неравенство (5) показывает, что он аккретивен. Известно, что если 
нелинейный, непрерывный и аккретивный оператор определен на всем про
странстве, то он /и-аккретивен [I] (см. гоже [4], стр. 161, теорема 3.2). Это 
означает, что оператор / + Х^ + у/ — а/) отображает В на В при любом 

X > 0. Пусть А = — . Оператор / Н ^ + у/ - а/) « — № + у1) отображает 
а . а а 

В на В я его обратный оператор удовлетворяет неравенству 

(6) || (ЛГ + У1)'1 х - (ЛГ + у/Г1 у | |в й ^ II х - у ||в. 
а 

Тогда для любого хе В существует единственный элемент 2 е В, для которого 
№+ у1)г = х. 

Этим лемма 1 доказана. 

Лемма 2. Пусть выполнены следующие условия: 
1. Выполнены условия леммы /. 
2. Дри х, 2, х\ 2* в В выполнены равенства № + у1) г — х и ^ + у1) 2' =* х'. 
Тогда имеет место оценка 

\\г-г'\\вй±-\\х-х'\\в. 
(X 

Доказательство. Используя неравенство (6) непосредственно получаем 

I * - *' Ив = II (-V + У / Г 1 * - (АГ + у / Г 1 * ' Ив 2а 4"» * ~ *' И*' • 

ее 



Этим лемма 2 доказана. 
Введем некоторые обозначения. 
Через К1 будем обозначать множество действительных чисел, через К\ — 

множество неотрицательных действительных чисел, через Л1 - множество 
неположительных действительных чисел. 

Пусть а(0 неотрипательная, действительная функция, определенная на Л1.-

Определение 2. Говорять, что функция ДО - Я1 -+ В имеет асимптотическую 

грань а(0, если существуют постоянные Аг ^ 0 и Ст > 0, такие, что при всех 

| г | > Аг справедливо неравенство || ДО II .2 Сгос((), и будем писать || ДО К « 

= ОС*(0). 

Лемма 3. Пусть функция а(0 : Л1 -* -К.», непрерывная и положительна. 

Функция —т-т- ограничена и суммируема на К1, т. е.} <2 — [ —-.-г- < оо. 

Тогда множество Са(Кг; В), состоящееся из всех непрерывных и ограниченных 

функций ДО : В1 -* В, имеющие асимптотическую грань -у-г-, является бана

ховым пространством с нормой \\/\\а = $ир{а(0 ИДО II : - б й 1 } . 

Доказательство. Множество Са(В} ; .в) является линейным пространством. 
Действительно, если функции ДО» #(0 е Са(Кг; В), то функции А(0 = ДО + #(0 
и /(0 = АДО, А е Л1 тоже принадлежат Са(Кх; В). 
В самом деле 

II й(0 II ^ II ДО II + II 8(0 || й С'*,Св при 111 > Ан - шах {А„ А,}, 
a(t) 

íd\ ii < 1 
a(t) 

т. e., || h(t) || = o(-±Л, u || l(t) || й Щ£f- пpи | < | > A„ 

т.e., || l(t) I =°ш 
Пусть {Л(0К°-* 1 фундаментальная последовательность элементов Са(Кг; В), 

т. е., для любого е > 0 существует такое положительное число п0, что если 
п, т > п0, то выполнено равенство 

(7) I/.-/.!.>«• 

Тогда если выберем </ > 0, имеем 

11Я0 -/»(0 II ^ -"^у8ир{а(0 «/,(.) - / м ( 0 1 | : геС-й, <Я} ^ 

5 а ! / . - / - ! . > « » 
Г 1 . _,) 

где 
ð = s u 4 .é) ; ř є Ä l } 

87 



Следовательно последовательность/^/) стремится равномерно на интервале 
[— й, й\ к функции/(0. Но число Л > 0 произвольное. Следовательно функция 

/(() непрерывна на Л1. 
Устремляя п к бесконечности в неравенстве (7) получаем II/ —Л, II« 3 е. 
Дальше из неравенства для нормы 

I 11/11. - И/т На 13 и~/т\\айе 
получаем 

11/11.3 Н/т11« + е < 00, 
т.е.,/еСа(К1;В). 

Следовательно Са(Я1; В) является банаховым пространством. 
Лемма 3 доказана. 
Если В = Я1 вместо Са(Кх; К1) будем писать Са(В1) (Са(Я1

+) соответственно. 

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия: 
1. Функции Ак(1) : К\ -* Кх (к = 1, 2) непрерывны. 
2. Функции а„(0 : -#+ -* -й+ (л = 0, 1, 2, 3) непрерывны, ограничены и принадле

жат Са(К\). 
Функции $&(1) : К\ -> Л+ (.У = 1, 2, 3) непрерывны и удовлетворяют условию 

(8) «(О [6^1(0 + б/?2(0 + в0з(О1 = *' ' 6 * + ' 

3. Функция Р(1, х,у,г) : К\ хВхВхВ-+В непрерывна и удовлетворяет 
условиям 

3.1. ДО, 0, у, г) — 0 при любых у,геВ. 

3.2. || *•(*, X, У, 2) || й у |>о(0 + «1(0 И II + «2(0 II У II + «3(0 II 2 II] 

м 
3.3. || Р(1, X, У, 2) - Р(г, X, у, 2) || 3 — [А(0 II * " * II + 02(0 II У ~ Р\\ + 

+ /*3(01|2-*Н], 
где у и М положительные постоянные и у > М. 

4. Ф,«кг,«л «г) е Са(*>; В), «<) - { ^ ^ 0 и <р(0) = 0. 
Гогда существует единственная функция х(0 е С^Л1; .в), которая является 

решением задачи (3), (4). 
Доказательство. Пусть В банаховое пространство Са(Кх;В) с нормой 

«/««.-^{«(ОШОН-.^я1}. 
Пусть оператор N :В -* В действует по формуле 

-УК** IЛ0<Ь, ] /(0 (15, /0-2(0))> г > 0, 

0, 1й 0, 

где функция ДО е А 
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Условие согласования <р(0) = -Р(0,0, 0,0) == 0 выполнено. 
Если функция / е В9 то функция 1У/* — тоже принадлежит А 
Действительно, при / > А > 0 имеем 

г -ЫО 

|| (*/) (0 || = а0(0 + «1(0 II I /(5) сЬ || + а2(0 II / /(5) д5 || + «3(0 II /0-Ш) И -
о о 

й «о(о + «1(0 е и/11. + «2(0 е н/и. + а3(0* нл. -5 
^ СЯ0 С И Л . Са2611/11а Сяза||/||а ц ^ л , , . / Ц 
= аа) +

 в(о
 + «(о + «(о ' " ( л (°"" е V «(о / ' 

где Л = тах {Лв0, Лв1, Ааг, /4аз}. 
При I й 0 функция (Л/НО = 0. Кроме того она непрерывна как супер

позиция непрерывных функций. Следовательно функция (Щ) (г) принадлежит В. 
Покажем, что оператор N липшицево непрерывен. 
Действительно, если функции/(0, #(0 е ^ > т о согласно условий теоремы I при 

/ > 0 получаем 

|| (Щ) (0 - №) (0 || ^ ММ&) || { /(5) (15 - } «(в) (15 || + 
о о 

-ЫО --1(0 
+ &(0 II I /(*) сЬ - I 8(*) <Ь II + А(0 II /0-Ш) - 8(-42(0) II] -5 

о о 

^ М\Р,(1) е и/- * и. + м о е и/- е н. + /мо«и/-.? у ^ 

f-g\ = а(0 
Следовательно 

II ^ / - ^ 1 1 . 5 - V I I / - * II.. 

Положим а = у — М. Тогда при А > 0 и / , #е_# имеем 

Ц ((1 .4. Ху - Аа) / + АЛО/ - ((1 + Лу - Аа) / + Ш)Я II. ^ 

^ (1 + АМ) | | / - * ||в - Ш | | / - * ||а = | | / - ^ ||а. 

Применим лемму 1. Согласно условиям теоремы 1 функция ф(()еВ. 
Тогда согласно леммы 1 существует единственная функция х(()еВ такая, что 

(-V + у Г) х(0 = ?>(0> т. е., (#х) (0 + ух(г) = 0 при г > 0 и х(0 « <р(0 при Г ^ 0. 
Непосредственная проверка показывает, что х(г) является решением задачи 

(3), (4). Действительно, при г й 0, х(() == <р(()9 а при г > 0, 

1 I .41 <о 

х ( 0 = - _ ( Л х ) (0 = * Ы *(5) * , | Х(5)Й5,Х(^2(0)). 
/ 0 0 

Этим теорема 1 доказана. 
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Покажем» что функция 
* 

Я 0 = $х($)й89 
О 

где х({) решение задачи (3), (4) принадлежащее Св(Я%; В), является ограничен
ным решением задали (1), (2). Действительно, при г > О 

ЦЯ011 й ] \\х($Цйв . } \\х(8)\\а(з)-~йз < | | х | | Л - ^ - . 

Теорема 2. Пусть выполнены следующие условия: 

1. Выполнены условия теоремы I. 
2. Функции х(<р%)(0 и х((р2)({) являются решениями задачи (3), (4) с началь

ными функциями <рг(^) и (р2(1). 
Тогда 

II дйнУСО - х(<р2)(о II й у з м " ~ щ 8 и Р М э > И <?№ ~ **<*> ! | : 5 = 0}* 

Доказательство. Применяя результат леммы 2 получаем оценку 

II х ш а ) - х(<р2)0) \\а -5 у - 1 _ || у(Р1а) - У<р2«) и * 

- У в и р { а ( » ) | Л ( » ) - ф 2 ( в ) | ; в ^ 0 } . 
y — M 

Этим теорема 2 доказана. 
Наконец рассмотрим пример при 5 = Л1. 
Пример 1. Рассмотрим начальную задачу 

(9) М -* , *' 4 ч + *' 4 , -о {[1 + у 2 (-со 8 0] [1 + У2(.2)]}, < > 0, 
1о(1 -г Р ) 1о(1 + * ) 

(Ю) Я 0 = о, * < 0 . 

После замены переменных х(1) « Я 0 при г > 0 получаем 

^2 Л -сое* 

(Н)х(0 = — 7 - + —Т1—---о{[1+( 1 х(5)ё5)2][1 + х2(*2)]}, ( > 0, 
16(1 + 1*) 16(1 + .*) о ' - - . . '-» 

(12)х(0 = 0, * ^ 0 . 

Покажем, что существует единственное решение задачи (11), (12), при
надлежащее С/Й1), где 

J2, | . | = l, +- ds _ l(í)=Ҷ2.
2,|.|>l, Ô = - І Ф Г 2 -
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Здесь 

4,(0 - -cos t, Лг(t) шť, äш—, <p(0 a 0, 

F(t, y, z) = 

Легко видно, что 

i « i + < * ) щ i + 1 * ) 
j - ln [ ( ' + , • ) ( '+»•)]. 

i ч ^* i -H ì^+ i (^ ы + ï ( ïт?г i 4 
sт[iõT7Г"-" + i(ÏT7Г"-4 F(f,>>,z)-F(í,.p,ž)l 

т.e., 

M = 1, y = 2, a0(ř) = M 0 = «з(0 = 
8(1 + Ґ) 

0(t~г), 

P2(,) , /?3(0 = -ІT " 0 < ť >• 8(1 + П 

Следующее неравенство показывает, что выполнено условие (8) теоремы 1 

a(t)ÍQß2(t)+ãß3(tУ] = 

l í 2 

2ř2 2 * + 

2í2 

8(1 + Ґ) 8(1 + Ґ) 

2ť T ť 

+ . 8(1 + i*) 8(1 + Ґ) J 

< 1, 0 š < в 1 

< 1, t > 1. 

Так как выполнены все условия теоремы 1, то существует единственное 
решение х(1) е Са{К1) задачи (11), (12) и следовательно единственное ограничен
ное решение у(() задачи (9), (10). 
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