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UBER MENGEN VON DERIVATIONEN IIL

LIBUSE BURESOVA, BRNO
(Eingegangen am 31. Miérz 1980)

Einleitung

Diese Arbeit kniipft an die A1beit [l] an, wo eine Kategorie (C, «, f, o) unter-
sucht wird, auf der noch eine weitere Operation .: a(C)x C— C definiert ist.
Dabei erfiillt die Operation . gewisse Gesetze. Diese Kategorie nennt man
1-Kategorie. In dieser Arbeit definiere ich eine m-Kategorie, d. h. eine Kategorie
(C, a, B, o), auf der Operationen .;, .. so definiert sind, dass (C, a, f, o, .;) eine
1-Kategorie und (C, «, B, o, .,) eine r-Kategorie (dualer Begriff zum Begriff einer
1-Kategorie) ist. Weiter befasse ich mich mit gleichen Problemen wie in [1] Es
zeigt sich, dass alle auf einer gegebenen Kategorie C konstruierten m-Kategorien
allen moéglichen Abbildungen von der Menge «(C) in die Menge End C x End C
entsprechen ‘'und umgekehrt (End C bezeichnet dabei die Menge aller Endo-
morphismen). Ahnlich wie in [1] al-Kategorien resp. ml-Kategorien untersucht
wurden, studiere ich hier am-Kategorien resp. mm-Kategorien.

Auch fiir mm-Kategorien existiert ein wichtiges Modell und zwar die Menge
von allen mdglichen Derivationen zu einem Semi-Thuesystem mit Operationen,
welche in einer sehr natiirlichen Weise erklart werden.

Umgekehrt, zu jeder freien mm-Kategorie kann man eine Menge von Regeln so
wihlen, dass die entstandene Menge von Derivationen mit der gegebenen freien
mm-Kategorie isomorph ist. ‘

Ich danke dabei herzlichst Herrn Professor Miroslav Novotny fiir die Hilfe
und Fiihrung meiner Arbeit. ‘

1. m-Kategorien

In der Arbeit [1] sind 1-Kategorien, al-Kategorien und ml-Kategorien definiert.
Dual kann man r-Kategorien, ar-Kategorien und mr-Kategorien definieren.
r-Kategorien, ar-Kategorien und mr-Kategorien erfiillen duale Bedingungen zu
den Bedingungen, welche in [1] I-Kategorien, al-Kategorien und mi-Kategorien
erfiillen. In weiterem stiitzen wir uns auf die Giiltigkeit aller diesen Definitionen
und Ergebnisse.
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Es sei (C, a, 8, o, .1, .,) €ine algebraische Struktur, fiir welche (C, «, f, o, .,) eine
I-Kategorie und (C, «, f3, o, .,) eine r-Kategorie sind. Dann heisst (C, %, §, o, .;, -,)
eine m-Kategorie.

1.1. Hilfssatz. Sei (C, «, f, o, .,, .,) eine m-Kategorie, u sei ein beliebiges Element
aus a(C), f}, fI . C - C seien Abbildungen mit fls) = u.ys, f1(s) = 5., u fiir je-
des se C. Dann sind f}, fT Endomorphismen der Kategorie (C, a, B, o).

Beweis: Der Hilfssatz folgt unmittelbar aus dem Hilfssatz 1.2 in [1] und aus
der dualen Behauptung zu diesem.

Bezeichnung: Die Menge aller Endomorphismen der Kategorie (C, a, f3, o)
bezeichnen wir mit End (C, a. f3, o). .

1.2. Hilfssatz. Es sei (C,a, 8, o) eine Kategorie, fiir jedes u € a(C) seien f., fu
beliebige Endomorphismen der Kategorie (C, a, f3, o). Fiir beliebige ue a(C), se C
definieren wiru ., s = fi(s),s ., u = fi(s). Dann ist (C, a, B, o, .;, .,) eine m-Kategorie.

Beweis: Die Behauptung folgt aus dem Hilfssatz 1.3 in der Arbeit [1] und aus
dualer Behauptung zu diesem. ‘

Es sei (C,a, B, o) eine Kategorie. Wir setzen U = (End (C, a, f, o) X
x End (C, a, B, 0))*© und bezeichnen die Menge aller m-Kategorien von der Form
(C,a,B,0,.,.) mt M Fir jedes Fe A und fiir jedes u € «(C) definieren wir
F(u) = (f!,f7). Es sei b eine Abbildung, welche jedem Fe 9 eine Struktur
(C,a,B,0,.5,.) mtu.,s = fXs). 5., u = fI(s) fiir jedes u € 2(C), s € C zuordnet.
Dann heisst die Abbildung b eine Konstruktion.

Aus 1.4 in [1] folgt:

1.3. Hilfssatz. Es sei (C, o, 5, o) eine Kategorie. Dann ist die Konstruktion b eine
bijektive Abbildung von W auf die Menge .

1.4. Beispiel. Es sei (C, «, f, o) eine Kategorie; a € a(C) ein beliebiges Element.
Dann ist die Abbildung f mit der Eigenschaft f(s) = a fiir jedes s € C ein Endo-
morphismus.

1.5. Folgerung. Zu jeder Kategorie (C, a, 8, o) gibt es wenigstens ein Paar Opera-
tionen .;, .. so, dass (C, a, B, o, .;, .,) eine m-Kategorie ist.

2. am-Kategorien

Eine m-Kategorie (C,, f,o,.;,.,) heisst Kategorie mit einer assoziativen
Multiplikation, kurz am-Kategorie, wenn (C, «, f, o, .;) eine al-Kategorie und
(C, a, B, o, .,) eine ar-Kategorie ist und wenn

@) u.,G.,0)=@W,s).,v fiir beliebige se C, u,v, € a(C) gilt.
2.1. Hilfssatz. Es sei (C, &, B, o, .;,.,) eine am-Kategorie. Sind f}, fT (x € a(C))
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Elemente von End (C, «, B, o), welche fis) = x s, fi(s) = 5., x fiir jedes se C
erfiillen, dann gilt

M) S So=Tuso

) fu-fo="Ju,o

(i) fu.So=10. 1.
fiir beliebige u, v € a(C).

Beweis: (i) ist bewiesen in [1] 2.1., (ii) ist die duale Behauptung. (iii) ist die
Bedingung (i) aus der obigen Definition. :

Fiir jedes Fe U und jedes u € a(C) sind f,f,f;eEnd (C, a, 8, o) definiert. Wir
setzen T'(u,s) = fi(s), T'(u,s) = fi(s) fiir jedes uea(C) und jedes se C. Die
Abbildung F heisst translativ, wenn

'

) T'(u, T'(v, 5)) = T"(T'(u, v), s)
2) T (u, T'(v, 8)) = T'(T"(u, v), s)
3) T'u, T'(v,s)) = T"(v, T u, s))
gilt.

Wir bezeichnen mit Trans (C, a, 3, o) die Menge aller tianslativen Abbildungen
von a(C) in End (C, a, B, o) x End (C, a, f3, o).

2.2. Folgerung. Es sei (C,a, f,o0,.;,.,) eine am-Kategorie. Dann ist die Ab-
bildung F: a(C) - End (C, a, B, o) x End (C, a, f, o), die jedem u € «(C) ein Paar
von Endomorphismen L :fXs) = u.,s, fi :fi(s) = s ., u fiir jedes s € C zuordnet,
translativ.

Beweis: (1) gilt gemiss 2.1 und (2) ist die duale Behauptung. Wir beweisen (3):
T, T'(v, 5)) = fUT"(0, 8) = FUSFUS) = FUFA) = FUT'(w, 8)) = T"(o, T'(w, 5)).

2.3. Hilfssatz. Es sei (C, a, f8,0) eine Kategorie, F: a(C) — End (C, a, B, o) X
x End (C, a, B, o) ihre translative Abbildung. Fiir jedes ue a(C), s € C definieren
wir u ., s = fi(s), s ., u = fi(s). Dann ist (C, a, B, o, .;,.,) eine am-Kategorie.

Beweis: (C, a, 8, o, .;) resp. (C, a, B, o, .,) ist offensichtlich eine 1-Kategorie resp.
eine r-Kategorie. Wir beweisen (i) aus der Definition der am-Kategorie:

U (s, 0) = fUfi) = Tw, T'(v, 8) = T'(v, T'(u, 8)) = fi(fu(s)) = (., 9) ., 0.

2.4, Satz. Es sei (C, a, B, o) eine Kategorie, b die oben definierte Abbildung. Dann
ist die Restriktion der Abbildung b auf Trans (C, a, B, o) eine bijektive Abbildung der
Menge Trans (C, a, B, o) auf die Menge -aller am-Kategorien von der
Form (C, a, B, 0, .15 .p)- ’

Der Beweis folgt aus.2.2 und 2.3.



3. mm-Kategorien

Eine am-Kategorie heisst Kategorie mit einer monoidalen Multiplikation, kurz
eine mm-Kategorie, wenn sie folgende Eigenschaft besitzt:

(iv) Es gibt ein ee a(C) so, dass e.; s = 5,5., e = s fiir jedes se C.

Es sei (C, a, B, o) eine Kategorie, Fe . Wir sagen, dass F stark translativ ist,
wenn sie translativ ist und wenn es ein e € a(C) so gibt, dass T'(e, s) = T'(e,s) = s
fiir jedes s € C gilt. Wir bezeichnen mit S-Trans (C, a, 8, o) die Menge aller stark
translativen Abbildungen von o(C) in End (C, «, f, o) X End (C, a, B, o).

3.1. Hilfssatz. Ist (C, a, f, o, .;, .,) eine mm-Kategorie, dann ist die Abbildung F,
welche zu jedem u e a(C) die Endomorphismen f., fi € End (C, a, B, o) mit fi(s) =
= u.s, fi(s) = s.,u fiir jedes s € C zuordnet, stark translativ.

Beweis: Gemiss 2.2 ist F eine translative Abbildung. Gemiss 3.1 in [1] und
der dualen Behauptung ist F eine stark translative Abbildung.

3.2. Hilfsatz. Es sei (C, o, B, o) eine Kategorie, F ihre stark translative Abbildung.
Fiir jedes uea(C), se C definieren wir u.;s = ff,(s), s .. u=fI(s). Dann ist
(C,a, B, o, .1, .,) eine mm-Kategorie.

Beweis: Gemiss 2.3 ist (C, a, B, o, ., .,) eine am-Kategorie. Gemiss 3.2 in [1]
und der dualen Behauptung ist sie auch eine mm-Kategorie.

3.3. Satz. Es sei (C, a, 3, o) eine Kategorie und b im Abschnitt 1 definierte Ab-
bildung. Dann ist die Restriktion der Abbildung b auf S-Trans (C, a, B, o) eine
bijektive Abbildung von der Menge S-Trans (C, a, B, o) auf die Menge aller mm-Kate-
gorien von der Form (C, a, 3, 0, .;, .,).

Beweis: Der Satz folgt aus 2.4, 3.1 und 3.2.

Esgilt u., v = u ., v fiir jede zwei Elemente u, ve a(C), da u ., v = u ., (e., v) =
= w. €. v=u.v Aufder Menge «(C) sind also die Operationen ., ., identisch
und wir konnen sie mit . bezeichnen.

Eine mm-Kategorie (C, a, f,0,.;,.,) heisst eine mm-Kategorie iiber einem
Monoid (G, x), wenn («(C), .) = (G, x). Also ist eine mm-Kategorie (C, «, B, o, .;, -,)
iber einem Monoid eine Kategorie (C, a, 8, o) mit Operationen .;, .,, die folgende
Bedingungen erfiillt:

@D ug(ot)=w.;s)ow. 1), (sot).,u=(s.,u)o(t. u) fir beliebige s,te

eC,ueG
(i) au.;s) = u ., a(s), afs ., u) = a(s) ., u fur beliebige ue G, se C
(i) B(u.;8) = u.; B(s), B(s ., u) = B(s) ., u fiir beliebige ue G, se C
V) u, . s)=w.v).,s (s, ,u).,v=-s.(u.v) fir beliebige v,ve G, se C
W) u., (s.,v) = (u.s). v fir beliebige u,veG,se C
(vi) Ist e das Einselement des Monoids G, so gilt

e s=s.,e=s fiir jedes s e C.
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Die Definition der treuen Abbildung, d. h. einer Abbildung, welche die Existenz
von Summen erhalten lasst, wird genau aus den ml-Kategorien in [1] auf die
mm-Kateg\orien iibertragen.

Es seien. (C, a, 8,0, .4, ), (D,a,B,o0,.,.) mm-Kategorien iber G,f eine
Abbildung von C in D. Wir sagen, dass f ein Homomorphismus ist, wenn f ein
Funktor von (C, a, B, o) in (D, a, B, o) ist und die folgenden Bedingungen erfiillt
sind -

@) flu.,x) =fw) . f(x), f(x.,u) = f(x) ., f(u) fiir beliebige ue G, xe C

(i) f1G=idG

Die Begriffe: mm-Teilkategorie, mm-Teilkategorie, die von der Teilmenge M
der mm-Kategorie C erzeugt ist, frei erzeugte mm-Kategorie und freie mm-Kate-
gorie iiber G werden von ml-Kategorien von [1] wértlich iibertragen.

4. Die Mengen Dy, I, Sg

Es sei G ein Monoid, R = G x G eine Menge. Wir bezeichnen § die Menge aller
geordneten Paare s = (s, f) von Elementen aus G, zu welchen Elemente u,v € G,
(x, y) € R existieren, so dass im Monoid G die Gleichungen s = uyv, t = uxv gelten.

Die Menge Dy definieren wir ebenso wie in [1].

Auf Dy wird eine Algebra (Dg, «, B, o, .;, .,) vom Typ (1, 1, 2, 2, 2) definiert.
Die Operationen a, B, o, ., sind schon in [1] definiert. Die Operation ., ist die duale
Operation zu .;:

(iv) Es seien ue G, t = (ty, ty, ..., t,) € Dg (n = 0) beliebige Elemente. Dann
ist £ ., u definiert und zwar t ., u = (fol4, tyu, ..., tu).

Es seien R = Gx G, K Mengen und f : K — R eine surjektive Abbildung. Es sei
Jg die Menge aller geordneten n-Tupel (¥;, r;, v;, k))i=; (n = 1) mit (u;, r;, v, k) €
€ GXxRxGXxK, flk) =r; = (¥, X)), Y0y = u;_yx;,0;_firi =2,...,n. Wir
setzen Iy = Jp U G. '

Auf I, wird eine Algebra (Ig, a, f,0, 4,.) vom Typ (1,1, 2, 2,2) mit voll-
stindigen einstelligen Operationen «, f, einer paitiellen bindren Verkniipfung o
und partiellen biniren Operationen .;, ., erklirt. Diese Operationen definieren wir
folgendermassen:

(1) Ist ue G, so definieren wir a(¥) = u = B(u). Ist s = (uy, r;, vy, k)i=, € I
(mn=1) mit r; =(y;,x)€eR fiir i =1,2,...,n, so wird a(s) = u,y,0,, B(s) =
= u,x,v, gesetzt. ’

(2) Die Verkniipfung o ist fiir s, t € Iy definiert, wenn f(s) = a(f) ist. Wir unter-
scheiden folgende Fille:

a) Esseis =ueG,t =ueG Dannlegt man sot =u(=s = 1¢).

b) Es sei s =u€G, t = (u,r;,v,k)i-1€lg m21), r, =, x) fir i =
=1,2,...,nund 4 = u,y,v,. Dann legt man sot = ¢.
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c) Es sei s = (u;,r;, v, k)i €lg (n=21), r; =(yi, x) fir i = L...,n t =
= pe G. Dabei sei u,x,v, = v. Dann legt man sot = s.

d) Es seien s = (u;, r;, v, k)ie,€lg (m= 1), r; = (y;, xy) fir i = 1,. ,
t = (a;, pi,bi,1)i-<1€lg (n=1), p;=(c;,d) fir i=1,...,n Dabei sei
U, X0, = a;c;b,. Dann legt man sot =z, z = (e;, q;» f;, ji)I='" € [ mit

firi=1,...,m
firi=m+1,....,m +n
{r, firi=1,...,m

P: firi=m+1,....m+n

1, = v; fiir i = I,...,m
P b‘ firi=m+1,....,m+n

_ fiir i I,....m
Ji = l,. firi=m+1,....m+n

I

(3) Wir definieren fiir v € G, s € I die Elemente v .; s, s ., v auf folgende Weise:
Ist s =ueG, dann legt man v.,s = vu, s.,v=uv. Ist s = (u, r;, v;, k)=
(n = 1), dann definieren wir v .; s = (vu;, r;, 05, k)i=y, S ., 0 = (U, ry, V0, k)i=y.

Speziell kann man fiir die Menge K die Menge R und fiir f die Identitdt auf R
nehmen. Dann bezeichnen wir die. Menge I mit Sg; die Elemente aus SR werden
wir einfach (u;, r;, v;);-, schreiben.

4.1. Hilfssatz. Es sei G ein Monoid, R < Gx G eine Menge. Es bezeichne X ein
beliebiges von den Symbolen D, I, S. Dann gelten folgende Behauptungen:

a) (Xg, a, B, o) ist eine freie Kategorie, a(Xg) = G = B(Xp).

b) Die Operationen .,, ., besitzen folgende Eigenschaften:

@) u. (ot) =@ s)o. t),(sot).,u=1(s. u)o(t., u)fiir beliebige ue G,

s, t € Xp. .

(ii) u. a(s) = a(u .;s), a(s) ., u = a(s ., u) fiir beliebige ue G, s € Xg.

(iii) u.; B(s) = B(u .. 8), B(S) ., u = P(s ., u) fiir beliebige uc G, s € Xy.

V)u,,8)=w, 0,86, 0, v=s,u., v)furbellebzge u,veG,seXy.

(v) 4. (s.,0) = (u.8)., v fiir beliebige u,ve G, s € Xx.

(vi) Ist e ein Einselement des Monoids G, so gilt e ., 8 = s, 5., e = s fiir jedes

. seXg. '

Beweis: Die Behauptung a) folgt aus 4.1 in [1]. Die Behauptung b) folgt un-
mittelbar aus den Definitionen-von Dy, I und Sg.

4.2. Satz. Es sei G ein Monoid, R < G x G. Dann ist (Ig, a, B, o, .;, .;) eine freie
mm-Kategorie iiber G. Die Menge M = {(e, r, e, k); (e, r, e, k) € I, e ist das Eins-
element von G} ist ein Erzeugendensystem von Ig. .

Beweis: Die Behauptung beweist man analog wie im Beweis zu Satz 4.2 in
[1]. Die Behauptungen fiir die Operation x ., # beweisen wir dual.
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4.3. Folgerung. Es sei G ein Monoid, R = G x G. Dann ist Sy eine freie mm-Kate-

gorie iiber G. Die Menge M = {(e, r, €); (e, r, €) € Sg, e ist ein Einselement von G}
ist ein freies Erzeugendensystem von Sg.

44. Satz. Zu jeder freien mm-Kategorie (C, a, f, o, .;, .,) tiber G existiert eine

Menge R< GxG so, dass (I, 2, B, 0, .1, .,) und (C,a, B, o, .4, .,) isomorph sind.

Beweis: Der Beweis verlaift analog wie der Beweis von 4.4 in [1]. Die

Abbildung f: M — I definieren wir folgenderweise: f(s) = (e, k(s), e, s), s€ M.
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