
Archivum Mathematicum

Pavel S. Simeonov; Drumi Dimitrov Bajnov
Применение метoда двуcтoрoнних приближений к иccледoванию
периoдичеcких cиcтем

Archivum Mathematicum, Vol. 21 (1985), No. 2, 65--75

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/107217

Terms of use:
© Masaryk University, 1985

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/107217
http://project.dml.cz


ARCHIVŮM MATHEMATICUM (BRNO) 
Vol. 21, No. 2(1985), 65-76 

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ДВУСТОРОННИХ 
ПРИБЛИЖЕНИЙ К ИССЛЕДОВАНИЮ 

ПЕРИОДИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ С МАКСИМУМАМИ 

П. С. С И М Е О Н О В , Д. Д. Б А Й Н О В , ПЛОВДИВ 

(Поступило в редакцию 30-го марта 1981) 

Резюме. В работе обосновывается применение метода двусторонних приближений для на­
хождения периодических решений дифференциальных уравнений с максимумами. 

Ключевые слова. Уравнения с максимумами, метод двусторонних приближений, периоди­
ческие решения. 

В работе рассматривается вопрос о существовании и нахождении периоди­
ческого решения системы дифференциальных уравнений с максимумами вида 

их 
(1) -=-- = %(19 х(1)9 шах х(5», 

а г $еЕк1) 

где 8(1, х9у) = (&&; х9 у)9 $2((9 х9 у)9 ..., %к(19 х9 у)) - периодическая по г с перио­
дом Г функция; х = (х19 х29 . . . , % ) е Д У = (уг9 У2, .., Ук)^^1 В - ограни­
ченная область пространства Я* с нормой || х \\ = тах | х( |; Е(1) = {$е Е}:г + 

1313К 

+Н±({) ̂ 5^1 + И2(1)}\ Нх(г)9 Н2(1) — непрерывные на .Я1 периодические с пе­
риодом Г функции; т а х ; ф ) = (тах хг(з)9 тахх2(у), ..., таххк($)). 

зеЕ(г) 5бЕчг) вбЕ(0 аеЕ(1) 

Для нахождения периодического решения системы (1) воспользуемся ме­
тодом двусторонних приближений ([1], [2], [3]), который в работе (3) приме­
нен к дифференциальным системам с запаздыванием. 

Функции 8(1, *> У) ставим в соответствии функцию/(*, х9 у9 и9 ь)9 для которой 

(2) АЬх9у9х9у) = &9х9у) 

и рассмотрим систему 

(3) - ^ = /(г, х(0, тах х(5>, х(0> тахх(5». 
а г 5б.Б(0 $еЕ(х) 
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Будем говорить, что выполнены условия (А), если выполнены следующие 
условия: 

А1. Функция /(/, х, у, и, Ь) - периодическая по / с периодом Т, непрерывная 
по совокупности переменных г, х, у, и, V в области Я1 х /) 4 . 

А2. Функция/(/, х, у, и, V) удовлетворяет неравенствам: 

(4) тй/(<>х,у,и^)йМ, 

т = (тх,т2, ..., тк)еКк,М = (М±, М2, ..., Мк)еЯк 

(5) /(/, х, у, и, V) ^ Ж х, у, и, V), 

при х ^ х, у ^ у, и ^ и, V ^ V, где неравенство х ^ у означает, что х{^ у1, 
/ = 1,2, ...,&. 

Предположим, что для области ^ выполнено следующее условие (Б): 
Б, Множество 2) — (М — т)Т/4 не пусто. 
Здесь под множеством ^ — е будем понимать множество всех х е Як, кото­

рые вместе со своей е-окрестностью №е(х) = {уеЯк : — е ^ л: — у ^ е} со­
держатся в ^. 

Функции х(0 определенной на (О, Т) сопоставим периодическое с периодом 
Т продолжение, которое будем обозначать соответствующей заглавной буквой 
Х(1). 

Для функции х(1), определенной на Л1 введем обозначение Л(1) = шах х(з). 
5 6 ^ 0 

Отметим некоторые свойства функции х(г): 

1°. Если х(1) периодическая функция с периодом Т; то функция х(г) тоже 
периодическая с периодом Г. 

2°. Если х(1) й У(0, то *(0 ^ ЯО. 

3°. *(0 - № й х(0 - у®. 

Свойства 1°, 2° можно легко проверить, а свойство 3° следует из неравенства 
[4], стр. 5, тах [*(.?) + >>($)] ^ тах х(з) + тах у(з). 

яшЕЦ) аеЕЦ) ве.Е(г) 

В новых обозначениях система (3) принимает вид 

(6) - ^ - /(*, х(о, т> *«), ту 

В дальнейшем будем пользоваться функцией а(1) = 2п 1 — — I, 1е [О, Г] 

и соответствующими ей функциями А(1), А(1). Эти функции имеют следующие 
свойства: 

~ Т 
(7) Г. А(1) ^ — при каждом /; 
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Г 

2'. Если 0 < т < у и а д с [ / - т , / ] 

при каждом 19 то 

(8) А(г) ^ т а х А(з) ^ т а х А(з) ^ А(1) + а(т); 
яеЗД) ее [г - т. г] 

(9) 
}'. A - L) } ds + i , J ds = a(t) 

^1 - T j j a(s)dS + T J «(5)dS = - - - + - g -

Перейдем к изложению метода двусторонних приближений для систем 
с максимумами. 

Пусть х 0 е 2) — (М — т)Т/4. Определим две последовательности функций 
{ип(19 х0)}9 {оп(19 х0)} п = 0, 1, 2, ... с помощью рекуррентных соотношений: 

(М-т)Т ., ч 
и0(<> *о) = *о - - Г " ^ Ю 

(Ю) (М-т)Т 
»о(*> *о) = *о + 2^*— Ж0» при г б Я1. 

"и + 1(^ *о) = *0 + ( 1 - у ) ] Ж ^й(«, Х0)9 Оп(89 Х0), У„(5, Х0), ^(5, Х0)) (Ь? -

- у ]/(89 Уп(59 Х0), ^п(5, Х0), 1/п(5, Х0), Оп(89 Х0))й$9 

»п(и Х0) = Х0 + ( 1 - у ) { /(5, К„(5, Х0), ) п̂(5, Х0). С7„(5, Х0), 0п($9 Х0)) Й5 -

Г Т 

- у ^ /(5, 1/и(5, Х0), Сп(89 Х0), Кп(5, Х0), ^„(5, Х0)) (15, 

при (е [0, Г] и /I = 0, 1, 2 .... 

Теорема 1. Пусть выполнены условия (А), (Б) и х0е О— -—-—. 

Тогда для функций {ип(г9 х 0)}, {оп(19 х0)}9 определенных соотношениями (10) и (11), 
имеют место следующие утверждения: 
(12) 1. Функции ип(19 х0), Vп(^9 х0) непрерывны по г е [0, Г] и ип(09 х0) = ип(Т9 х 0 ) ~ 
= *>п(0, х 0 ) = 1>П(Г, х 0 ) = х 0 ; 

2. Значения функций ип(19 х0), 1>п(/, х0) не выходят из области О при (е [0, Г ] . 
3. При X е [0, Т\ выполнены неравенства: 

(13) к0(*, х 0 ) ^ «*(*, х 0 ) ^ ... ^ ип((9 х0)9 

(14) V0(^9 х0) = ^(г, х 0 ) §; ... ^ Vп(^9 х0) 

(15) */„(>, х 0 ) й Vн(<9x0); 
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4. Последовательности {ип(*, х0)}, {(;„(/, х0)} сходятся равномерно относи­
тельно г е [О, Г] соответственно к функциям м00(/, х0), V00((, х0) и кроме того 

(16) ип(Г, х0) = и^, х0) = Vаа(^, х0) = Vп((, х0) 

при п = 0, 1, 2, .... 
Доказательство. 
1. Соотношение (12) следует из (10) и (11). 

2. Покажем, что ип(г, х0) е ^ при / е [0, Г]. Так как x0е^ — ^ -г----—, 

то достаточно показать, что 

а „ _ _ _ _ ^ _ 1 1 в „ , ( „ о ) _»„,.<«--»)'• 
^ = ~л\*> -о/ - о = 4 ' 

При /1 = 0, (17) следует из (10) и того факта, что 

(М - т) Т < ( М - т ) Л ( О (М - т ) Т 

4 = 2 

При и -= 1, 2, ... из (10) и (4) следует оценка 

un(U x0) - x0 = ( 1 - ү) J M ds - — J m ds = 

- « ' ( ' - T ) - ' ( ' - Ý ) - ^ « < ' ) S 
( M - m ) Г 

"„(*> *o) ~ *o = ř 1 - y ) J ™ ds - Y j M ds = 

--O -i)-_f.(.-i)--ii-i-»'_- (M - m) Г 

Аналогично показывается, что 

І _ _ ^ S „ Л > O ) _ , „ S _ ? _ _ L _ _ _ . 

т. е., 0я(г, х0) € .О при г е [0, Г] и и = 0, 1, 2, .... 
Отметим, что если х(() б _0 при Iе [0, Г] то и Х(г), %(г) принадлежат/) при 

/ е Д 1 . , . 
3. Неравенства (13) и (14) докажем методом математической индукции. При 

п = 1 имеем 

их(1, х0) ^ х0 + (1 - —) ] т й$ - — | М Й5 = х0 ^ < * ( 0 = "о(*> *о). 

при 1В [0, Г]. Аналогично получаем неравенство 

V^(^, х0) й V0((, х0) при (е [0, Г] 
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Допустим, что при п = N выполнены неравенства 

и0((, х0) й и^((, х 0) ^ ... ^ и„((, х0), 

V0(и х0) ^ V^(*9 х0) ^ ... ^ VN((, х0). 

Тогда при п = N 4- 1 имеем 

"*+Л', *о) = Х0 + И ~ ~) ] /(8, ^N(8, Х0) Су(8, Х0) ^ ( 5 , Х0), Р*(5, Х0)) 6$ -

- у ^ *̂ 5' **( 5 ' х°)' ^ 5 ) *°)» ̂ 5 ' х°)' *^5' х ° ^ Й5 -

^ Х0 + П - —) ]/(8, ^N-^(8,X0) Сц-^Хо), VN-1(8,X0)Р^

N-^(8,X0))й8 -

~ У I /(*> ^ _ ! ( 5 , Х0), ^ . ! ( 5 , Х0), 1/^-1(5, Х0), 0 ) ^ ( 5 , Х0)) Й5 -= Нл(*, Х0). 

Здесь пользовались равенством (11) и неравенством (5). Аналогично находим, 
что VN+1(^, х0) ^ VN(^9 х0). Этим доказано, что неравенства (13) и (14) выполне­
ны при п = 0, 1, 2, . . . и г е [О, Г] . 

Неравенство (15) доказывается индукцией по л, основываясь на (5), (10) и (11). 
4. Из непрерывности функции /(г, х, у9 и9 V) и соотношений (10) и (11) следует, 

что последовательности {ип(19 х0)}9 &п(19 х0)} равностепенно непрерывны 
и равномерно ограничены. Так как эти последовательности монотонны и огра­
ничены соответственно сверху и снизу, то они сходятся равномерно на [0, Г] 
к предельным функциям и^, х0), V(X)(^9 х0) для которых неравенство (16) оче­
видно. 

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и х*(1, х0) е /) является 

периодическим с периодом Т решением уравнения 

Х(Г, Х 0 ) = Х 0 + \\ - — ) ] / ( 5 , Х(5, Х 0 ) , А(5, Х 0 ) , Х(5, Х 0 ) , * ( $ , Х 0 ) ) Й5 -

t т 

(18) ~ Т -̂  №' *(8> х°)' *(8' х°^' *( 5 ' х°) *(8' х °^ Й 5 ' 

Тогда для функции х*(1, х0) и предельных функций 11^(1, х0), Vа^(^, х0) выпол­
нены неравенства 

(19) М * , х0) й х*(г, х0) й Vа)(^, х0) г е [ 0 , Г] 

Доказательство. Учитывая (18), (4) и (10), получаем 

х*(1, х 0 ) ^ х 0 + П - 1Л ] т Й5 - у {Мй$ ш и0(1,х0\ *б[0, Г] , 
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/ ^\ т г т 
х*(Г, х0) й х0 + 11 - у 1 | М ё5 - — | т <Ь = 1>0(г, х0), Г е [О, Г], 

т. е. к0(/, х0) й х*((9 х0) ^ »0(/, х0)9 г е [О, Г], 

а для периодических продолжений имеем 

(20) ад х0) ^ **(>> *о) = ^о(', *о)> ' € Л1 

(21) 00(г9 х0) = х*((9 х0) й ?0(*> х0)9 (еКК 

Исходя из оценок (20), (21), уравнения (18) и неравенства (5) методом мате­
матической индукции можно показать, что при п = 0, 1, 2, ... выполнены нера­
венства 

(22) ип(г9 х0) й х*(и х0) й Vп((9 х0)9 I е [0, Г]. 

После предельного перехода в (22), согласно утверждению 4 теоремы 1, 
получаем требуемое неравенство (19). 

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 и функция /((9 х9 у9 и, V) 
удовлетворяет условиям: 

1. Яи х9 у9 и9 V) - / ( / , х9 у9 и, ю) й К,(х - х) + К2(у - у) + 

(23) +К3(и -и) + К*($ - р)9 

при х <* х9 у ^ у9 и ^ й9 V ^ 0, где Кх, К2, Къ, К+ — КхК— мерные матрицы 
с неотрицательными элементами. 

2. Собственные числа матрицы 

» T(
Ki+K> | &2 + KA 

по модулю меньше единицы. 
Тогда для функций {ип(19 х0)}9 &п(19 х0)} определенных соотношениями (10), 

(11) имеют место следующие утверждения: 
1. При п =- 0, 1, 2, ... и (е [0, Г] имеет место оценка 

(24) »„(>, х0) - ип(г9 х0) й а(1)Ря(М - т) 

2. Предельные функции па0(/, х0), «?00(1
1, х0) совпадают и если х » <р(г)-периоди-

ческое с периодом Т решение системы (3), проходящее при г = 0 через точку 

Л (М - /п) Г 
х 0 6 В - ч • , то 

«КО « "ооС *о) - *>«>('> *о)> ' е [0, Г ] 

Доказательство. Из (10) легко следуют равенства 

*>о('> *о) - "о('> х0) = а(0 (М - т), / е [0, Г]; 

(25) К0(*\ х0) - 1/0(1, х0) = Л(*)(А/ - /и), * е Л1; 

?о(<> *о) - #о(', х0) - Д0(М - т ) Г е Л1, 
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а из (11), (25) и (23) оценка 

Ы*. *о) - "Л', *о) = (1 - у ] ] ( Ж *о(«, х0), ?о(з> *о)> 1?о(8, х0), &0($$ х0)) -

-Л*» #о& х0), &о(з> *о)> У0(з, х0), Ро(.у, х0))) Аз -

- "у I (/0> О̂̂ » *о)> #о($> Х0), *о(«> Х0), ̂ о(«, Х0)) -

- /<Х К(*> *о)> о̂О* х0), ^о(^ *о)> #о& *о))) <** ^ 

+ #3(К0С»э *о) - (70(5, х0)) + /СЛ*, х0) - # 0 & Х0)))ЛУ + 

+ ^г [(.К,(К0(5, х0) - 1/0(*, х0)) + -К2( 0̂(», х0) ~ 00(89 х0)) + 

+ #з(Ро(-*/*0) - о̂С*» х0)) + К^0(л, х0 - &0(з, х0)))& =-

= ((1 - -1) } А(з)Аз + ̂  р(5)с15^(К:1 + К3)(М - т) + 

+ ((1 - у ) | ^ 5 > ё 5 + Т М(«)*)(*-"а + К4)(М - т) 

(26) 

»i(í, x0) - «t(ř, x0) g fí(l - ý) } A(s)ds + L p(s)dsW + K3) + 

+ ((i - -i) } i(s)ds + L f Í(s)dsV2 + K4)\M - m). 

Аналогично получаем оценку 
(27) 1)в+1(Г,х0)-ив+1(Г,х0)^ 

й (((1 " Ц /(Гв(5, Х0) - ^(5, Х0)) й$ + ±; [(Кв(5, Х0) - 17„(*, Х0)) ё 5 ) X 

х(К,+К3) + 

+ ((1 - у ) } (К(з, х0) - 0„(3, Х0))Й5 + -1 ](?&, Х0) - 0„(!>, х0)\йз(К2 + К4)\ X 

х(М-т) 
Из (26), (9) и (7) следует 

"А*, х0) - их(1, х0) й 

а о(1)(у(К1 + К,) + у ( К , + К.))(М - т) 
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или 

(28) V^(^9 х0) - щ((9 х0) й а(()Р(М - т). 

Допустим, что для некоторого п ^ 1 выполнено неравенство 

(29) Vп({9 х0) - ип(19 х0) й а(1)Рп(М - т). 

Тогда из (29) следует, что 

(30) Рй(;, лг0) - 0п(и х0) й Уп(г9 х0) - 1/п(г9 х0) й А(1)Р\М - т). 

Учитывая (27), (30), (9) и (7), получаем, что 

Vп + ^((9 х0) - ип+1((9 х0) й а(()Рп+1(М - т) 

т. е. неравенство (29) выполнено при всех п = 0, 1, 2, .... 
После предельного перехода в (29), на основании условия 2 теоремы 3 

получаем и^(г9 х0) = V(X)(^9 х0) -= *«,(>, х0) при ге [0, Г]. 

Если х = <р(0-периодическое с периодом Т решение системы (3), прохо-
(М - т)Т ' , 

дящее при I -= 0 через точку х0 е и - -г-^—, то функция <р(1) удовле­
творяет уравнению (18). Тогда согласно теореме 2 и последнему равенству 
следует, что (р(() « и^9 х0) = Vо0({9 х0) при *е [0, Г]. 

Т 
Заметим, что оценка А(() ^ — , которой пользовались в (28) довольно 

,,грубая", но из-за общих предположений насчет множества Е(() ее нельзя 

Т 
улучшить. Если предположить, что Е(() е [* — т, * ] , 0 < т < — , то можно 

воспользоваться оценкой А(() ^ А(1) + а(х)9 которая дает хорошие результаты 
особенно, когда т мало по сравнению с Т. 

Справедлива следующая теорема: 

Теорема 4. Пусть выполнены следующие условия: 

1. Выполнены условия теоремы 1 и условие 1 теоремы 3. 

2. Длл каждого 1в К1

9 Е(1) Я [/ — т, / ] , гдг т — постоянная, 0 < т < — . 

3. Собственные числа матрицы 

е = т (Ь±Ь. + ^±Ь.( 1 + М))) 

ло модулю меньше единицы. 
Тогда для функций {ип(19 х0)}9 {«;„(/, *0)} определенных соотношениями (10), 

(11), имеют место следующие утверждения: 
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1. Для каждого п = О, 1, 2, ... и *е [О, Т\ имеет место оценка Vп((, х0) — 
- ип(г, х0) й а(г) й\М - т). 

2. Предельные функции и^(г, х0), Vо0(^, х0) совпадают и если х = <р(1)-периоди-
ческое с периодом Т решение системы (3), проходящее при I -= О через точку 

п (М-т)Т 
х0 б и — - — - — , то 

(р(1) = е/да(/, х0) == Vао(^9 х0) при 1е [О, Г]. 

Теорема 4 доказывается аналогично теореме 3. 
Рассмотрим вопрос о существовании периодического с периодом Т решения 

системы (3). 
./ ч ^ ( М - т ) Г пК Введем отображение А(х0) : 2) - — • Я , 

1 г 

(31) А(х0) = -777 I /($, ХооО*, *о)> *оо(5, Х0), Х00(5, Х0), ^ ( в , Х0)) Й5, 
1 О 

где х00(Г, х0) - решение уравнения (18). 
Перепишем уравнение (18) в виде 

xt 
0(ř, x0) = x0 + í 1 - — j f /(s, x^s, x0), x j s , x0), x j s , x0), ^ ( s , x0)) ds -

- у I /($> *оо($, *о)> *оо(*> *0>> *оо($, Х0), ^ ( 5 , Х0)) <Ь. 

Из (32) следует, что при А(х0) = 0 функция хда(/, х0) будет периодическим 
решением системы (3). Таким образом существование периодического решения 
системы (3) связано с существованием нулей о^бражения А(х0). 

Отображение А(х0) можно вычислить приближенно, поэтому вводим ото­
бражения 

1 т 

(33) Ап(х0) = -пР 1 Л 5 ' ип($> *о), &п($> *о)> Уп($, Х0), ?п(з, Х0)) Й5, 
1 о 

(34) Л\х0) = 1 | /(5, УАз, х0), ^,(5, х0), 17&, х0), 0„(з, х0)) йи. 
1 О 

В силу условия (5) и неравенств (13), (14), (15) и (22) имеет место неравенство 

(35) Ап(х0) й Л(х0) й Л\х0) 

п (М-т)Т 
п р и х 0 е 2 ) - - д—-—. 

Из неравенства (35) непосредственно следует 

Теорема 5. ЛГс/ш для некоторого целого числа п, Ап(х0) > О или 4?(*о) < 0> 
то система (3) не имеет периодического с периодом Т решения, проходящего 
через точку (О, х0). 

7$ 
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Справедлива также 

Теорема 6. Пусть выполнены следующие условия: 
1. Выполнены условия теоремы 3. 
2. Для некоторого п, Ап(х0) имеет изолированную особую точку Ап(х0) = 0. 
3. Индекс этой особой точки отличен от нуля. 
4. Существует замкнутая, выпуклая область Зх, содержащаяся в ^ — 

(М-т)Т х „ 
и имеющая х0 единственной особой точкой такая, что на ее 

границе ГВ1 выполнено неравенство 

(36) Рп+1(М-т)й тГ\\Ап(х)\\. 
Х€ГВ1 

Тогда система (3) имеет периодическое с периодом Т решение х = х(1), для 
которого х(0) е ^^. 

Доказательство. Следуя доказательству теоремы 5.5, стр. 166 [3], доста­
точно показать, что 

\\Ап(х)\\ = | |Д(х)-А л (*) | | 

при х е Г^^, или учитывая (35), что 

Мй(;с) || ЪА(х)~ Ая(х) 

при хеГ31% 

Действительно, при х е Г31, 

А(*) - Мх) й Ля(х) - Ая(х) 

й ^ I ( (А + К3)(Уп(8, х) - У&, х)) + (К2 + К4)(К„(5, х) - 0п(з, х)))А$ й 
Т о 

^ 4 I ((^1 + *з) Ф) + (К2 + КА) А($)) ЬПМ -т)й 
1 о 

^ ^{(К, +К3)^- + (К2 + К4)^-\пм -т)й 

& Р"+1(М -т)й шГ || Ая(х) || й II Ап(х) ||. 

Этим теорема 6 доказана. 

Замечание 1. Теорема 6 имеет место если в ее условиях функцию Ап(х) за­
менить функцией Ая(х). 

Замечание 2. Теорема 6 имеет место если вместо условия теоремы 3 выпол­
нены условия теоремы 4 и неравенство (35) заменено неравенством 

0?+1(М-т)йМ\\Ан(х)\\. 
ХСГ91 

74 



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С МАКСИМУМАМИ 

Замечание 3. Отметим, что функцию/(/, х, у, и, V), удовлетворящую условию 
(5) можно выбрать следующим образом: 

Если в области П имеет место неравенство 

-к((, х, у) + Н((, и, V) й #(*\ х, у) - $(г, и, V) ^ Н((, х, у) - Н(и и, V) 

при х ^ и, у ^ V, то за функцию/можно взять 

/((, х, у, и, V) = у($( ' , х, у) + к((, х, у)) + у ($(Г, и, V) - Н((, и, V)). 
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