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ARCHIVŮM MATHEMATICUM (BRNO) 
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DIE ABGESCHLOSSENHEIT 
DER LEXIKOGRAPHISCHEN SUMME 

IN DER KLASSE DISTRIBUTIVER VERBÄNDE 

EMIL SLATINSKT?, Brno 
(Eingegangen am 5. Mai 1983) 

Resümee. In dieser Arbeit werden die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür ge­
geben, daß Resultat der lexikographischen Summe, die auf Elemente der Klasse geordneter 
Mengen angewendet wird, ein Element aus der Klasse distributiver Verbände wäre. (Satz 17.) 

Schlüsselworte. Antikette, beschränkte Menge, distributiver relativer Verband, distributiver 
Verband, gerichtete Menge, Isomorphismus, Kette, lexikographische Summe, modularer relativer 
Verband, modularer Verband, Ordinalprpdukt, Ordnungsrelation, relativer Verband, Teil­
verband, Verband. 

1. Bezeichnung. Sei M eine geordnete Menge, N £ M. Wir bezeichnen LM(N) = 
= {a e M; a ist eine untere Schranke von N}9 UM(N) = {ae M; a ist eine obere 
Schranke von N}. 

Wenn N = {alfa2, ..., an} ist, schreiben wir LM(N) = LM(at, a2, ..., an)9 

UM(N)= UM(al9a29...9an). 
Das größte [kleinste] Element einer nach oben [nach unten] beschränkten 

geordneten Menge bezeichnen wir als g(M) [1(M)]. 

2. Bemerkung. Eine geordnete Menge M heißt nach unten [nach oben] gerichtet, 
wenn LM(a9 b) # 0 [UM(a9 b) ^ 0] für alle a9 be M gilt. 

Eine geordnete Menge M heißt gerichtet, wenn M nach unten und nach oben 
gerichtet ist. 

3. Bezeichnung. Sei M eine geordnete Menge. Sei o9 i e M. Definieren wir eine 
geordnete Menge M* folgenderweise: Ist Meine gerichtete Menge, so gilt M* = M9 

ist Meine nach oben und nicht nach unten gerichtete Menge, so gilt M* -== M u {o}9 

ist Meine nach unten und nicht nach oben gerichtete Menge, so gilt M* = M u {i}, 
ist M eine nicht nach unten und nicht nach oben gerichtete Menge, so gilt 
M* = M u {o, i}. Dabei gilt o < x[x < i] für alle x e M, falls o e M* [i 6 M*] 
ist. 
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4. Definition. Eine geordnete Menge M heißt ein relativer Verband, wenn M* 
ein Verband ist. 

5. Bemerkung. Eine geordnete Menge M ist ein relativer Verband genau dann, 
wenn aus LM(a, b) # 0 die Existenz von a A b und aus UM(a, b) -= 0 die Existenz 
von öv b in M folgt. 

6. Bezeichnung. Mit -< bezeichnen wir die Nachbarschaftsrelation (d. h. a -< b 
dann und nur dann, wenn a < b und wenn es kein x mit a < x < b gibt). 

7. Bemerkung. Sei {M.; / e G} ein geordnetes System geordneter Mengen. Mit 
£ ' M. bezeichnen wir die lexikographische Summe der Mengen M.; i e G. 

i e G 

Der folgende Satz 8 ist eine direkte Folgerung des Satzes 3.9 in [4] und des 
dualen Satzes zum Satz 3.9. 

8. Satz. Sei {M.; i e G} ein geordnetes System geordneter Mengen. Dann sind 
die folgende Aussagen äquivalent: 

(A) X'M, ist ein Verband. 
i e G 

(B) G ist ein Verband, Mx ist ein relativer Verband für jedes i e G und es gelten 
folgende Bedingungen: # 

(a j Ist i2e G ein solches Element, daß Ml2 nicht nach unten gerichtet ist, dann 
gibt es ij e G, it = g(LG(i2) — {i2}) und MH ist nach oben beschränkt. Ist i3eG 
ein solches Element, daß Ml3 nicht nach oben gerichtet ist, dann gibt es i* e G, 
i4 -= l(UG(i3) — {z3}) und M u ist nach unten beschränkt. 

(cc2) Wenn ix, i2e G, it || i2 ist, dann ist MtiAl2 nach oben und MIlVl2 nach unten 
beschränkt. 

9. Definition. Ein relativer Verband M heißt modularer relativer Verband, wenn 
M* ein modularer Verband ist. 

10. Satz. Sei {Mx; i e G} ein geordnetes System geordneter Mengen. Dann sind 
die folgenden Aussagen äquivalent: 

(A) £ ' M, ist ein modularer Verband. 
ieG 

(B) Y,1 Mx ist ein Verband, G ist ein modularer Verband, Mx ist ein modularer 
«eG 

relativer Verband für jedes i e G und es gilt\ 
(ß) Wenn ii912 e G, it \\i2 ist, dann sind MH, Ml2 Antiketten. 
Der Beweis des Satzes ist in [5], Satz 17. 

11. Bemerkung. Es gibt ein solches System {M.; i e G}, wobei G und M, für 
i e G distributive Verbände sind, daß Y! M% kein distributiver Verband ist. 

I E G 

12. Beispiel. Seien G, M distributiver Verbände mit den Diagrammen in Fig. 1. 
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Sei {M.; i e G} ein geordnetes System geordneter Mengen mit Mx =* M für alle 
i eG. Gemäß dem Satz 8 ist Y! Mt ein Verband, der aber kein distributiver Ver-

band ist. In der Tat: Für die Elemente (i2, a), (r4, b), (i2, b) e £ ' Mx gilt (i2, a) v 
teG 

v ( 0 4 , * ) A (i2,b)) = 0 2 , Ö ) V (il9b) = (i29a),((i2,a)v ( U , * ) ) A (02,tf)v 02,fc)) = 
= (h,a)A (i2,b) = 02 ,6). 

ÒQ 

Fig. 1 

13. Problem. Welche sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür, daß lexikographische Summe ein distributiver Verband ist? 

14. Definition. Ein relativer Verband M heißt distributiver relativer Verband, 
wenn M* ein distributiver Verband ist. 

15. Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, daß distributiver relativer Verband ein 
modularer relativer Verband ist. 

16. Lemma. Sei ]TZ M. ein Verband, sei i0 e G. Die distributive Gleichheit 
teG 

(D0) O0, a) v (O0, b)A 0o , c)) = (0o, a)v (i0, b)) A (0 O , a)v (i0, c)) 
£/7f I/I J]' M. für jedes Elemententripel a,b,ce Mt0 genau dann, wenn Ml0 ein distribu-

ieG 

tiver relativer Verband ist. 
Beweis: Sei N = {i0} x M,0. Wir konstruieren die geordnete Menge N* nach 3. 
Ist Ml0 nicht nach unten [nach oben] gerichtet, dann existiert iieG\x2e(j\ 

so, daß *! = g(LG(i0) - {i0}) \i2 = l(UG(i0) - {i0})] ist und MH nach oben 
[Ml2 nach unten] beschränkt ist. Im ersten [zweiten] Fall setzen wir o =- (it, ff(Ml4)) 
[/ == (j2, /(MI2))]. Dann gilt N* £ £ ' M. und N* ist ein Teilverband des Verbandes 

teG 

£ ' M,. Nach der Definition 14 ist N* ein distributiver Verband genau dann, 
teG 

wenn N mit der durch die Ordnungsrelation auf £ ' M, induzierten Ordnungs-

relation ein distributiver relativer Verband ist. 
Gilt distributive Gleichheit in N* für jedes Elemententripel (i0,a), (io>b)f 

O0, c) e N, dann gilt distributive Gleichheit in N* ebenfalls für jedes Elementen­
tripel aus N* und umgekehrt. 
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Die Mengen N und M%0 sind trivialerweise isomorph. 
Aus unserer Konstruktion folgt: (D0) gilt o N* ist ein distributiver Verband o N 

ist ein distributiver relativer Verband <=> MX0 ist ein distributiver relativer Verband. 

17. Satz. Sei {Mt; i e G} ein geordnetes System geordneter Mengen. Dann sind 
die folgenden Aussagen äquivalent: 

(A) Y! Mx ist ein distributiver Verband. 
teG 

(B) £ ' Mt ist ein Verband, G ist ein distributiver Verband, Mt ist ein distributiver 

relativer Verband für jedes i e G und es gilt: 
(y) Wenn ii9i2e G, ix || i2 ist, dann sind M,., Ml2 einelementige Mengen. 
Beweis: Es gelte (A). Es ist klar, daß £ ' Mt ein modularer Verband ist. Also 

ieG 

ist G ein modularer Verband. 
Setzen wir voraus, daß G kein distributiver Verband ist, d. h. in G existiert ein 

Teilverband Gx mit dem Diagramm in Fig. 2. Seien aeMll9 beMl2, ceMl3 

beliebige Elemente. Nach der im Satz 8 gegebenen Bedingung (a2) ist Ml4 nach 

Fig.2 

unten und Ml5 nach oben beschränkte Menge und dann gilt (ii9a) = (i l 9a)v 
v (i59g(Ml5)) = (ii9a)v ((i29b)A 03,c)) = ((ii9a)v (i29b))A ((i l fn)v (i3,c)) =* 
== (i4, 1(M14))A (I49 l(Ml4)) = (i4, l(Ml4)). Das ist ein Widerspruch mit der Voraus­
setzung, d. h. wir haben bewiesen, daß G ein distributiver Verband ist. 

Sei i 0 eG ein beliebiges Element. Aus der Voraussetzung, daß £ ' M{ ein 
t є G 

distributiver Verband ist, folgt nach Lemma 16, daß Ml0 ein distributiver relativer 
Verband ist. 

Jetzt beweisen wir die Bedingung (y). Setzen wir voraus, daß unvergleichbare 
Elemente it || i2 in G existieren. Nach Satz 10 sind Mll9Ml2 Antiketten. Da 
Mn9 Ml2 distributive relative Verbände sind, sind Mn9 Ml2 höchstens zweielemen-
tige Antiketten. Nehmen wir an, daß verschiedene Elemente a, b in MH existieren. 
Sei c e Ml2 ein beliebiges Element. Es ist (it, a)9 (it, b)9 (i29 c) e £ ' Mx. Nach den 

i . G 
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im Satz 8 gegebenen Bedingungen (ax), (a2) sind M l lAl2 nach oben und MI lVl2, 
MI0 nach unten beschränkte Mengen, wo i0 e G9 i0 = l(UG(i{) — {ix}) ist. Es gilt 
einerseits (Oi , ä)v ((ii9b)A (i2 , c)) = (ii9 a)v (i, A I 2 , g(MllAt2)) = (il9 ä) und 
andererseits ( ( I 1 , Ö ) V (ii9b))A ((ii9a)v (i2 ,c)) = ( I 0 , / ( M 1 0 ) ) A (itv *2>/(MllVI2)). 
Es ist it < itv i2 , also ist tiv i2e UG(it) — { i j und daher ist i0 ^ ^ v i2. Aus 
*o = h v *2 folgt 0 o , / (M I O ) )A (IJ v i2, /(Mtl VI2)) = (i0, /(MI0)). Das ist ein Wider­
spruch mit der Voraussetzung, daß £ ' M. ein distributiver Verband ist. Also 

ist Mh eine einelementige Menge und es ist klar, daß Mt2 auch eine einelementige 
Menge ist. Also gilt (B). 

Setzen wir voraus, daß (B) gilt. Seien (ii9a)9 (i29b)9 0 3 , c ) e ]T*M t beliebige 
Elemente. Wir beweisen, daß die distributive Gleichheit *6G 

(D) (ii9 a)v ((i2, b) A (i3> c)) = ( 0 l 5 a) v (i2, b)) A ( (I 1 ? ä)v (i3, c)) gilt. 
Aus der Voraussetzung (B), dem Satz 10 und der Bemerkung 15 folgt, daß 

Yl Mt ein modularer Verband ist und wenn das Elemententripel 0i> #)> 02> b)9 
«eG 

(i3, c) weningstens ein Paar vergleichbare Elemente hat, dann gilt (D). 
Betrachten wir den Fall, wenn das Elemententripel (ti9ä)9 (i29b)9 (i3, c) drei 

Paare unvergleichbare Elemente hat. Dann gilt entweder i t == i2 == i3 oder it \\ i2, 
h II h> l2 II h- Anderer Fall ist schon nicht möglich. Wenn es z. B. it = i2, i t || i3 

wäre, dann ist MH = M.2 einelementige Menge nach der Bedingung (y)9 also gilt 
(ii9 a) = (i2, b) und das ist ein Widerspruch. 

Ist ii = i2 = i3, dann gilt (D) nach Lemma 16. 
Setzen wir nun voraus, daß it \\ i2, ix || i3, i2 || i3 ist. Nach der Bedingung (y) 

sind MH, M l2, MI3 einelementige Mengen, d.h. MH = {a}9 Ml2 = {b}9 Ml3 = 
= {c}. Nach der Bedingung (a2) sind M.2A l3 nach oben und MH VI2, Mt l v,3 nach 
unten beschränkte Mengen. Es gilt ixv ( I 2 A I3) = ' ( I 1 V I 2 ) A (IXV I3) . Die Un­
gleichheit ii = I 2 A i3 widerspricht z. B. der Voraussetzung ii\\i2. 

Nehmen wir an, daß I 2 A I3 < it. Dann ist ix = itv ( I 2 A I3) = (ixv I 2 ) A 
A (ij v i3). Weiter gilt i xv i2 || i t v i3. In der Tat: Es ist i t < i t v i2 , ii < itv i3. 
Sind i t v i2, ix v i3 vergleichbare Elemente, dann haben wir ein Widerspruch mit 
der Voraussetzung, daß G ein distributiver Verband ist. Nach der Bedingung (y) 
sind MH V(2, MH Vl3 einelementige Mengen. Bezeichnen wir M l lV t2 = {u}9 MHV l3 = 
= {v}. Gemäß der Bedingung (a2) ist M ( I l V l 2 ) A ( l l V l3) nach oben beschränkte 
Menge und gilt einerseits (ii9ä)v ((i29b)A (i3 ,c)) = (ii9ä)v ( I 2 A i3,g(M l2Al3)) = 
= (i l 5 ö) und ardererseits ((i!, ä) v (i2, Z?))A ((i l5 a) v (13» c)) = 0 2 v *2> " ) A 

A ( i i V I 3 , V) = ( ( l x V I2) A ( l x V I 3) , g ( M ( l l V l 2 ) v ( l l V l 3 ) ) ) . AUS Ij = ( i t V I2) A 

A (i, v i3) und MH = {a} folgt a = g(Mgl), d. h. (D) gilt. 
Setzen wir schließlich voraus, daß ix || i2 A I3 . Dann ist MI2A l3 eine einelementige 

Menge. Bezeichnen wir M l2Al3 = {w}. Nach der Bedingung (a2) ist M f lV( t2Al3 ) 

nach unten beschränkte Menge. Jetzt ist entweder it v i2 ^ ix v i3 oder it v i2 > 
> itv i3 oder ixv i2 \\ itv i3 . 
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Aus * i v * 2 - ^ ' i v * 3 folg* einerseits (ii9 ä)v ((il9 b)A (i3, c)) = (il9 a) v 
v ('2A l39g(Ml2Al3)) = Oi, ä)V (l2A I3, W) = Oi V (l2A l3),-/(ü/llV(iaAis))) U n d 

andererseits (Oi, a)v (i2, b)) A ((il9 a)v (i3, c))* = (ix v i29 / (M I I V 1 2 ) )A (IX v i 3 , 
/(MIlVl3)) = Oxv *2, l(MllWl2)). Da G ein distributiver Verband ist, gilt ^ v 
v 02A i3) == i t v i2. Also gilt (D). 

Ähnlich beweisen wir (D) aus der Voraussetzung'itv i2 > ixv i3. 
Es gelte iiV x2 || ixv i3. Nach der Bedingung (y) sind MI lVl2 = {«}, MllVl3 = 

= {t>} einelementige Mengen. Gemäß der Bedingung (a2) ist M0 lVl2)A( l lVl3 ) nach 
oben beschränkte Menge. Bezeichnen wir i0 = ix v (I2A I3) -= (ix v I2)A (IX v i3). 
Wir beweisen, daß i2 \\ ix v (i2 A I3) oder i3 || i t v (i2 A J3). Fig. 3 ilustriert einen 

Fig. 3 

distributiver Verband G mit solchen Elementen il9 il9 i3, daß ix \\ i2 A I3 , IX v 
v '2 II * i v h> b II l i v (l2A h)- Setzen wir nun voraus, daß ein distributiver Ver­
band G mit ix \\I2A i3, ixv i2 \\ixv i3 existiert, aber weder i2\\itv (I2A I3) noch 
'3 II * i v (*2A '3) gi^ nicht. Es ist ix < ixv (I2A i3). Aus i2^ixv (I\A I3) folgt 
ixv i2 :g ixv (I2A ij) = OiV I2)A (IXV i3) <tixv i3 und das ist ein Widerspruch 
mit ixv i2 || ixv i3. Ähnlich bekommen wir ein Widerspruch aus der Voraus­
setzung i 3 g i j V (I2A i3). Nehmen wir schließlich an, daß ixv (I2A I3) < il9 

ixv (I2A i3) < i3 gleichzeitig gilt. Dann ist ix < il9 ix < i3 und das ist ein Wider­
spruch mit i! || I2A r3. Wir haben bewiesen, daß i2 || ixv (I2A I3) oder i3 \\ ixv 
v (I2A i3) gilt. Also ist MlQ eine einelementige Menge nach der Bedingung (y). 
Bezeichnen wir MlQ = {z}. Jetzt gilt einerseits ((ix, a)v ((i2, b) A (I39c)) = (il9a)v 
v O2A i3,g(Ml2Al3)) = Oi, ä)v (i2 A i3, w) = Oi v ( I 2 A i3), /(AfIlV(l2Al3)) = 
= (i09 l(Ml0)) = 0o , z) und andererseits ((il9 a)v (i29 b))A ((il9 a)v (i3, c)) = 
= (ijv i2>l(MliWll))A 0 I V h*KMglviJ) = 0 i v h>u)* 0 i v h>v) = (Oiv I2)A 

A ( h v i3)^(^(.lVi2)A<«1vi3))) = Oo^Wo)) Ä (h,*)- Also gilt (D). Wir haben 
(A) bewiesen. 

18. Bemerkung. Seien M9 N geordnete Mengen. Mit M o N bezeichnen wir das 
Ordinalprodukt der Mengen M, N. 
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19. Bemerkung. Sei {Af.; i e G} ein geordnetes System geordneter Mengen, sei 
Mt^ M für jedes i e G, dann gilt £ ' Mt s G o Af. 

Aus dem Satz 17 folgt sofort folgende Behauptung. 

20. Folgerung. Seien G, M geordnete Menge. Dann sind die folgenden Aussagen 
äquivalent: 

(A) G o M ist ein distrubitiver Verband. 
(B) G o M ist ein Verband, G ist ein distributiver Verband, M ist ein distributiver 

relativer Verband und es gilt: Ist G keine Kette, dann ist M eine einelementige Menge. 
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