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ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ РАЗЛИЧНЫХ 
ТИПОВ ПЕРИОДИЧЕСКОГО И СЛУЧАЙНОГО 

ВОЗБУЖДЕНИЯ НА СИСТЕМУ ВАН-ДЕР-ПОЛЯ* 

НГУЕН Д О Н Г АНЬ 

(Поступило в редакцию 2. 9. 1985) 

Резюме. Изучается влияние различных типов периодического и случайного воздействия 
на колебания в системе Ван-дер-Поля: случайного и периодического внешнего воздействия 
при периодически изменяющейся собственной частоте, случайного и пеиродического пара­
метрического воздействия, экспоненциально-корреляционного центрированного стационар­
ного случайного процесса. Дан анализ полученных результатов. 

1. Рассмотрим колебания механической системы с одной степенью свободы, 
уравнение движения которой имеет вид 

(1.1) х + V2x = е/(/, х9 х) + л/ё̂ Г, х, х) | (0, 

1(0 — „белый шум" с единичной интенсивностью, е — положительный малый 
параметр, %(1, х, х), /(Г, х, х) — дифференциальные функции, причем последняя 
периодическая по г. Решение уравнения (1.1) ищется в виде [1, 2] 

(1.2) X = ЯСОЗ ф> X = — ЯУ 51П ф, (р = VI + 0. 

Усредненное уравнение Колмогорова—Фоккера—Планка (КФП), составлен­
ное для стационарной плотности вероятностей амплитуды и фазы \У(а, 0) 
будет иметь вид [2, 3] 

( 1 '3 ) + ^ К ^ + Т^гЮ, 
где 

* Предложено на конференции Е(}иА01РР 6, Брно, 26—30 августа 1985 г. 
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g2(t9 x, x)cos<psin(p 

a V 
(1.4) К2(а, в) = А - - — Ки *, х)созц> 

Кп(а, О) = р | А . ,2(г, х, х) зш2<,}, К 2 2(а, 0) = /, | ^ ^ ^ 2 Ф | ? 

Х12(д, 6>) = ц\—т 82(1,х>х)ь'т<рсо-(р>9 /г(.) = Пт — ](.)&. 
г ( а ч ) I г-оо 1 о 

Пусть функция $((, х, х) такая, что 

(1.5) ' К12(а,<9) = 0, 

то путем аналогичным [6] можно показать, что решение уравнения КФП (1.3) 
будет (С — постоянная нормировки) 

(1.6) W(a, o) = Cexp -í 
Kг-

í^дKu 
2 ôa 

Ku 

da + 
K2 

1 õKг2 

2 Ô 
da + 

K22 
á 

i 

1' 
если выполняется условие интегрируемости 

К ' ' ев {Кц 2А'П ^а ] <Эа [ К 2 : 

ŐK, 

-22 2К 2 2 дв 

После получения решения (1.6) необходимо проверить, обладает ли оно всеми 
свойствами плотности вероятностей. 

2. Система Ван-дер-Поля со случайным и периодическим внешним воз­
буждением при периодически изменяющейся собственной частоте. 

х + 2еах + (V2 + гЯ соз 2\1) х = е(1 — ух2) х + 

(2.1) + Е^ соз VI + ^еа%(1), 

а, Я, у, (?> <7 = сопз!; а, у > 0. В отсутствие периодического внешнего возбуж­
дения (# = 0), уравнение (2.1) рассмотрено в [5], а в отсутствие периодического 
параметрического возбуждения (Я = 0) — в [9]. Нетрудно проверить, что для 
уравнения (2.1) условие интергируемости (1.7) будет выполняться, следователь­
но, из (1.6) получим плотность вероятностей амплитуды и фазы решения 
системы (2.1) 

\у(а, 0) = Са ехр < -̂ — зш в + — -
I а а 

(2.2) 
Из (2.2) видно, что при произвольных значениях линейного трения а и глубины 
модуляции Я плотность (2.2) всегда имеет место. Наиболее вероятностное 
значение амплитуды, определенной плотностью вероятностей (2.2) в отсут­
ствие внешней периодической силы (е = 0) будет равно 

f i - - a + - l s i n 2 o > ) a 2 - - 4 a 4 . 
\2 4v ; za2 j 
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а в отсутствие периодического параметрического возбуждения будет определ­
яться уравнением 

(,4 ) ± _ ± . _ ^ + 4 ( ^ _ _ ) , _ | , . 

Из (2.2) —(2.4) следует, что при уменьшении собственной частоты V значения 
плотности вероятностей и амплитуды будут увеличиваться и введением ли­
нейного трения не способствует погасить случайные колебания. 

3. Система Ван-дер-Поля со случайным и периодическим параметрическим 
возбуждением. Рассмотрим следующее уравнение 

(3.1) х + 2еах + [V2 + \/ех|(0] х = е[(1 - ух2) х + ^x2 соз V*]. 

В отсутствие периодического параметрического возбуждения (@ = 0) урав­
нение (3.1) рассмотрено в [2]. С применением (1.4) уравнение (3.1) удовле­
творяет условию интегрируемости (1.7). Таким образом, согласно (1.6) плот­
ность вероятностей \У(а, 0), соответствующая уравнению (3.1), будет равна 

(3.2) Ща, в) = Сат ехр {- - ^ &ш О - ^ - а2\ , т = ^ - (1 - 2а) + 1. 
С а <г ) от 

Из (3.2) следует, что при 
1 - 2 

(3.3) а > 4- + 2 16У2 " 

Функция (3.2) имеет в точке а = 0 неинтегрируемую особенность и представ­
ляет собой дельта-функцию. Физический смысл полученного результата: при 
выполнении условия (3.3) линейная система (у = 0, # = 0), соответствующая 
системе (3.1), стохастически устойчива [4] и эта устойчивость является сильной 
в том смысле, что даже в присутствии периодического параметрического воз­
буждения и отрицательного трения (̂  ф 0, у ф 0) колебаний с плотностью 

вероятностей (3.2) не будет. Следовательно, начиная со значения а = — + 

+ <Т2/16У2 линейного трения, можно погасить случайные колебания, и такое 
граничное значение не зависит от величины периодического параметрического 
возбуждения. 

В то же время, как показано в п. 2, наличие линейного трения не может 
погасить случайные колебания в системе Ван-дер-Поля со случайным и перио­
дическим внешним возбуждением. При 

(3.4) а < 4 - + °2 

2 lбv2 ' 
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из (3.2) находим наиболее вероятностное значение амплитуды 

Формула (3.5) показывает, что при ст -> 0, д -> 0 случайные колебания с ампли­
тудой (3.5) будет переходить в известное автоколебание с амплитудой, равной 
2^/(1 — 2а)/у, а также, что при уменьшении собственной частоты V, значение 
амплитуды (3.5) будет увеличиваться. 

4. Рассмотрим систему Ван-дер-Поля при действии периодической силы 
и экспоненциально-коррелированного центрированного стационарного про­
цесса ^(^) 

(4.1) х + 2еах + (V2 + гЯ соз 2V^)x = е[(1 - ух2)х + д соз VI' + ^ С О -

Случайный процесс ^([) имеет спектральную плотность и корреляционную 

функцию 

(4.2) 5 » = 4 г 2 П 2' ед = ^е-»Ч, ч>0. 
11 ц + со 

Если время корреляции процесса ^(^) т к о р = ц~1 достаточно мало, т. е. 
если г\ > V, го обычно предполагают рассматривать ^(^) как ,,белый шум" 
[10]. В данной работе время корреляции предполагается произвольным. Как 
известно [4, 5], процесс ^(^) можно рассматривать как результат прохождения 
„белого шума" |(/) через линейный фильтр 

(4.3) Ьх9(г) = 4(1) + щ(1) = V ' 2 ^ ( 0 -

Исключая ^(^) из системы (4.2), (4.3), получаем следующее уравнение для х(1)\ 

(4.4) !х + .7Х + V2* + ^2х = г/\(Г, х, х, х), 

где 

/х(/, х, х, х) = Ь\~ — 2ах — А соз 2У/Х + (1 — ух2) х + д соз V*]. 

Детерминированные вдлебания в системах третьего порядка (4.4) рассмотрены 
в [7], а случайные — в [8]. Как показано в [8], решение уравнения (4.4) можно 
найти в виде 

(4.5) х(/) = а соз ср, х = —а» зш <р, х = -т> 2 соз <р, (р = V/ + О, 

где а((), 0(0 — марковские диффузионные случайные процессы. Соответ­
ствующее усредненное уравнение (КФП) (1.3) для стационарной плотности 
вероятностей амплитуды и фазы (4.5) имеет следующие коэффициенты сноса 
и диффузии [8]: 
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yaò 

(4.6) Я.(а, в) = — ^ ± - - -1Ц- + _ а + -—5Ш 2 0 а 
2У2(У + 4 ) 2 у V2 4 г / 

Кг{а, в) = - < ? С 5 > 8 в д- 1 + А С О 5 2 0 , 
2У 4У 

К и ( а , 0 ) = <-*•, , К 1 2 ( я , 0 ) = О, К 2 2 ( а , 0 ) = а\ц . 
у-(у 2 + >/-) а-у-(у-+17 2 ) 

Для коэффициентов (4.6) условие интегрируемости (1.7) выполняется, следо­
вательно, согласно (1.6), (4.6) получаем 

Ща, в) = Са ехр {-«** + &* ,[п в + 

(4.7) + **;*Ц*а)*-«*+/»А. 

Сравнивая (4.7) с (2.2) видим, что они тождествены, если 

(4.8) , ег = а0 1^1-^211^). 
V -7 + V 

Таким образом, в общем виде (без предположения о малости времени кор­
реляции процесса ^(^)) известный факт: при внешнем действии экспоненциаль­
но-корреляционного центрированного стационарного процесса ^(^) неавто­
номная система Ван-дер-Поля (1.7) будет реагировать как на ,,белый шум" 
с интенсивностью, равной V РЯ^ОО, где ЗДу) — значение спектральной плот­
ности процесса ^(^). Следовательно, с учетом, вышеизложенного при изучении 
влияния случайного процесса ^(^) на систему Ван-дер-Поля можно восполь­
зоваться полученными в п. 2 резлуьтатами. 
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