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ARCHIVŮM MATHEMATICUM (BRNO) 
Vol. 23, No. 1 (1987), 53-62 

О ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ СИСТЕМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ВТОРОГО ПОРЯДКА* 

Н. и. шкиль 
(Поступило в редакцию 2. 9. 1985) 

1. В работе рассматриваются вопросы о существовании и построении 
а>-периодических решений системы дифференциальных уравнений вида 

(1.1) Е$ — * = А(1, Е)х+ Ж Е) ехр (/0(О/Я7), 
дг 

где х,/— л-мерные векторы, А — п х л-матрица, Е > 0 — малый параметр, 
О — скалярная функция, / = V"~ 1» г = * ~ целое число. Предполагается, 
что выполняются условия: 

1 °. А, / допускают разложения 

(1.2) А(г, Е) = X ЕЧ(0, /0, -5) = I 2Ш0-
а = 0 а = 0 

2°. Матрицы -45, векторы ^(-? = 0, 1, ...) и функция 0 неограниченно диф­
ференцируемые в интервале (— оо; + оо) и периодичны с периодом со > О, 
не зависящим от Е; 

3°. Корни Лх(1), ..., Л„(/) характеристического уравнения 

(1.3) с1е1||Ло - АЕ|| = О 

(Е — единичная матрица) отличны от нуля в интервале (— оо; + оо) и вместе 
с элементарными делителями в этом интервале не меняют кратность. 

О результатах исследования систем вида (1.1) автор докладывал на II На­
циональном конгрессе по прикладной и теоретической механике (г. Варна, 
1973 г., [1]), V и IX Международных конференциях по нелинейным колебаниям 
(г. Киев, 1970, 1981 гг. [2], [3]). 

В настоящей работе изучаются новые случаи, не рассмотренные ранее. 
Так, впервые рассмотрен случай, когда в системе (1.1) при производной в ка-

• Предложено на конференции ЕС^АЭШР 6, Брно, 26—30-го августа 1985 г. 
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честве множителя имеется малый параметр в дробной степени (за исклю­
чением г = 1 и г -= 2), помимо простых корней уравнения (1.3), изучен случай, 
когда среди корней этого уравнения могут быть корни тождественной крат­
ности, получены формальные разложения решений при наличии точек по­
ворота. В этих предположениях найдены условия некритичности относительно 
с0-однородной системы, а также построены асимптотические в смысле [4] 
ш-периодические решения системы (1.1) в „резонансном" и „нерезонансном" 
случаях. 

2. Случай простых корней уравнения (1.3). Рассмотрим однородную сис­
тему 

± ё 2 х 
(2.1) Е'—±- = А{19Е)х. 

ёг 
Известно [5], если однородная система с ю-периодическими коэффициен­

тами не имеет а>периодических решений, кроме решения х = 0, то неодно­
родная система в этом случае имеет единственное са-периодическое решение. 
Этот случай называют некритическим. Ниже приведенные теоремы 2, 4 
даю.т достаточные условия некритичности относительно со системы диффе­
ренциальных уравнений (2.1). 

Справедливы следующие теоремы. 

Теорема 1. Если выполняются условия 1°, 2° и корни уравнения (1.3) отличны 
от нуля и простые в интервале ( — оо; + со), то система (2.1) имеет формальный 
вектор-решение 

(2.2) -5(/,А)= Щ19Н)ф(19к)9 

где ^ — пхп-матрица9 а ф — п-мерный вектор, определяемый системой диф­
ференциальных уравнений 

(2.3) Н ^ 1 = Л(г,нтг,Н), 

в которой Л — диагональная пхп-матрица9 допускающая вместе с матрицей 
^ формальные разложения 

(2.4) иц, к) = X №,(*)> Ж», й) = I *Ч(0, 
5 = 0 5=-0 

где 
_1 

(2.5) к = Е'. 

Теорема 1 позволяет (это вытекает из метода ее доказательства) при дос­
таточно малых Е получить два формальных линейно независимых в интервале 
(—оо; + оо) вектор-решения 
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(2.6) х. = X Н'^Лг)у1г х2 = 5 А-С/?>(г)><2, т = 1, 
5 = 0 5 = 0 

где л-мерные векторы >>!, у2 определяются системами дифференниальных 
уравнений 

(2.7) к -%- = I Й'Л<*>(.) л + 0(АМ+') у. + 0(Ат+х) у2, 
ш ,=-о 

А: = 1, 2. 

При этом матрицы Ц$к), Л<Л) ([6], [7], 5 = 0, 1, ..., т) неограниченно дифферен­
цируемые и ш-периодичны. 

Решая системы (2.7) методом последовательных приближений, предполагая 
при этом, что при г е (— оо; +оо) 

(2.8) Ке( + 7Л(0) = 0, 

где 

(2.9) Л(0 = сИа8(А1(0,-..,М0). 

доказывается, что 

k = 1, 2, (2.10) л = (ехр (~ \ (|>М<«(т)) <1т) + 0(й")) з Г . 

где у^ (к = 1, 2) — постоянные я-мерные векторы, определяемые начальными 
условиями. 

Из (2.10) вытекает, что матрицы 

(2.11) Ук(со, к) = ехр ( 1 {(]Г *М?}(т)) йт) + 0(Лт), ^ = 1,2 
\ л О 5 = 0 / 

являются матрицами монодромии систем (2.7). Отсюда получаем асимпто­
тические формулы для мультипликаторов ^(^к): 

(2.12) в « = е х р ( 1 {](ДАЭДт))Ах)\ + 0(П, * - 1, 2, 

где Х(к) - элементы матриц Л<*} (з = 0, 1, ..., т; к = 1, 2). 
Приходим к теореме. 

Теорема 2. Если выполняются условия теоремы 1, а также условия (2.8), 
и все чист 

(2.13) а<*> = Ке([( 2 й*А<*Дт))Лт), 7 - 1,.... и; * - 1, 2. 
О л» = 0 

лри достаточно ма/ых А не равны нулю, то система (2.1) не имеет со-перио-
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дических решений, кроме решения х -= 0. При этом, если все числа а]*} < 0, 
то все решения системы (2.1) при I -* оо стремятся к нулевому решению. 
Если хотя бы одно число а]** > 0, то система (2.1) имеет неограниченные 
решения. 

3. Случай кратных корней уравления (1.3). Сделаем предположение, что 

среди корней уравнения (1.3) имеются корни тождественной кратности. Не 
умаляя общности, можно предположить, что уравнение (1.3) имеет лишь 
один корень Я = Я0(0 кратности п. В противном случае систему (2.1) методом 
из [7] можно привести к системе с одним кратным корнем. 

Теорема 3. Пусть для системы (2.1) выполняются условия 1°, 2°, а также 
условия: 1. уравнение (1.3) имеет один ненулевой корень А -= Х0(1) постоянной 
кратности п, которому в интервале (— оо; + оо) отвечает один элементарный 
делитель кратности п; 2. матрица 

(3.1) 

гдe 

(3.2) 

(3.3) 

D{ђ = гв-*{ђB'{ђw0{ђ + w'0{t), 

W0{t) = ± v W{t), W{t) = Å0{t) E + J, 

0 1 0 . . 
0 0 1 . . 

0 0 0 

В х-обратная матрица к матрице преобразования подобия В, В', \У0 — произ­
водные, такова, что ее элемент 

(3.4) dиl Ф 0, 

при любом I е ( - оо; + оо). 
Тогла система (2.1) имеет формальный вектор-решение 

(3.5) 8(и р) = Щи р) Ф(г, р), 

где V — пхп-матрица, а ф п-мерный вектор, определяемый системой диффе­

ренциальных уравнений 

п &Ф(и Р) 
(3.6) 

dí 
= {W0{t)+W{t,џ))ф{t,џ), 

в которой \У-диагональная п + п-матрица, допускающая вместе с матрицей XI 
формальные разложения: 

(3.7) U{t,џ) = Yџ'Us{t), 
s=0 

W{t,n) = YnsWs{t), 
s = l 
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где 

(3.8) /х = Е". 

Теорема 3 позволяет получить в интервале (—оо; +оо) два формальных 
линейно независимых вектор-решения системы (2.1) следующего вида 

(3.9) хх=\ 'ц'^ЛОу,, Х2 =" 2) \г1]?Х*)У2, 
5 = 0 5 = 0 

где «-мерные векторы ух и у2 определяются системами дифференциальчых 
уравнений 

(3.10) /1"-^- = 5 ц*\У«\1)ук + 0(»т+1)У1 + 0(*1т+2)у2, к = 1, 2. 
df s = 0 

Тогда, применяя к системам (ЗЛО) срезающее преобразование [8]: 

(3.11) ук = Е1(ц)гк, 

где 

( т (п-1)т\ 

1,/.т »~^~ ). 
приходим к системам 

!*" 4гг = (^(0 * + Ё /^(О) -* + о (/Г̂ ") г, + 

(3.13) 
m + l 

+ O(/Í » ) z 2 , fc = l,2. 

Предположив, что при *е(— оо; +оо)и достаточно малых Е выполняются 
условия 

(3.14) Ке (Л(

0

Л)(0 Е + 2 ^ « ( О ) = 0, /с = 1, 2 
4 = 1 

можно доказать, что 

2» = ехр (\ | (Я<0*>(т) .5 + 1 > * И?>(т)) (1т + 0 ( / Г ^ ) ) 4°\ 

(3.15) /с = 1 , 2 , 

где гк

0) — постоянные и-мерные векторы, определяемые начальными усло­
виями. 

Тогда для мультипликаторов системы (2.1) получаем асимптотические 
формулы: 

е « = е х р ( ' ^ /(А«(т) + ̂ ^ > ( т ) ) д т + о ( л ^ ^ ) \ у = 1 , . . . ) й ; * = 1, 2. 

(3.16) 

57 



н. и. шкиль 

Пришли к теореме. 

Теорема 4. Если выполняются условия теоремы 3, а также условие (3.14) 

и все числа 

(3.17) /?<*> = Ке ([(Я0

Л)(т) + X /г5Ю^(т))от, ] = 1, ..., п; к = 1, 2 
О а=-1 » 

/1/71/ достаточно малых Е не равны нулю, то система (2.1) не имеет со-периоди-
ческих решений, кроме решения х = 0.' При этом, если все чис/а рФ < 0, то 
все решения системы (2.1) при I -• +оо стремятся к нулевому решению. Если 
хотя' бы одно число Р)к) > 0, то система (2.1) имеет неограниченные решения. 

4. „Нерезонансный44 и „резонансный44 случаи. Будем предполагать, что 

для системы (1.1) могут иметь место один из двух случаев: 1. „нерезонансный" 

случай, когда функция — к2(()1к = ——)пря любом 1е(—оо; +оо) не равна 

корням уравнения (1.3) и „резонансный" — случай, когда функция — к2(1) 

в интервале (— оо; +оо) равна одному из корней уравнения (1.3), например: 

(4Л) -к2(<) = Ях(0, 

и не равна остальным корням этого уравнения. 
Тогда в случае некритичности относительно со системы (2.1) методом из 

[9] могут быть доказаны теоремы. 

Теорема 5. Если выполняются условия 7°—3°, то система (1.1) в „нерезо­
нансном" случае имеет формальное со-периодическое решение 

(4.2) х = ^(и А) ехр (гв(1)1Н), 

где я(Г, А) — п-мерный вектор; представленный формальным рядом 

(4.3) д(г, И) = X А5<?5(0, Ь - Е^. 
*--о 

Теорема 6. Если выполняются условия теоремы 1, а также усчовие 

где у 1 1 — первый элемент матрицы 

(4.5) Г(0 « пк(() 2Г х (0 В'(1) + &'(') Е, 

то система (1.1) в „резонансном" случае имеет формальное со-периоди-

ческое решение вида (4.2), где вектор ^(и А) представ чен формальным рядом 

(4.6) ^(Г,А) = А - 1 ( ? - 1 ( 0 + 1 : А ^ ( 0 . 
5 = 0 
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Теорема 7. Если выполняются условия теоремы 3, а также условие: при 

любом Ге( —оо; +оо) 

(4.7) у я 1(0 Ф О, 

то система (1.1) в „резонансном" случае имеет формальное (^-периодическое 

решение вида (4.2), (4.6). 

Методам работ [6], [7] доказывается, что формальные решения, приводимые 
в теоремах 1, 3, 5 — 7 обладают асимптотическим свойством в смысле [4]. 

5. Формальные решения при наличии точек поворота. Существенными 
условиями теорем 1—7 являются условия 3°. Если эти условия нарушаются 
(появляются точки поворота [8]), то данные теоремы перестают быть верными. 
Построение даже формальных решений систем типа (1.1), (2.1) в этих случаях 
значительно усложняется. Более менее обозримые результаты при наличии 
точек поворота получены лишь для одного дифференциального уравнения 
второго порядка [9] и систем двух дифференциальных уравнений первого 
порядка [8]. 

Нами указаны более общие достаточные условия, чем условия 3°, при 
выполнении которых системы дифференциальных уравнений типа (1.1), (2.1) 
имеют формальные решения. Однако, в отличие от приведенных выше реше­
ний, в которых формальные ряды являются чистыми разложениями по неко­
торым степеням параметра Е, при наличии точек поворота коэффициенты 
формальных рядов в свою очередь зависят от параметра. 

Сфоомулируем полученный результат для системы дифференциальных 
уравнений первого порядка 

(5.1) Е^^ = А(1,Е)х, 

где А(Х, Е), г — те же, что и в системе (1.1). 

Теорема 8. Если выполняются условия 1°—2° и условие 4°: существует 
целое число к ^ О, такое, что корни уравнения 

(5.2) ее! || А0({) + ЕАХ(1) + ... + ЕкАк(1) - Ш \\ = О, 

при любых г е ( - о о ; +оо) и Ее(0; Е0] простые, то существует формальный 
вектор-решение системы (5.1) вида 

(5.3) 8(1, Е, А) - С/(/, Е, А) ф(1, Е, А), 

где ^ — пхп-матрица а ф п-мерный вектор, определяемый системой дифферен­
циальных уравнений 

59 



н. и. шкиль 

(5.4) h^!£»=A(t,E,hMt,E,h), 

в которой Л — диагональная п х п-матрица, допускающая вместе с матрицей 
I/. Формальные разложения 

(5.5) 

U(t, E, Һ) = £ hsU£t, E), 
s=0 

Л(í, £,/.) = £ hsЛs(t,E), 
s=-0 

h = £ ' . 

Вопрос об асимптотическом поведении при Е -• 0 формального вектор-ре­
шения (5.3), (5.4) здесь не изучается. 

(5.6) 

Пример. В качестве примера рассмотрим дифференциальное уравнение 

åt2 + (w(t) + Eg(t))y = 0, 

где по предположению со(() может в некоторых точках интервала ( — оо; +оо) 
обращаться в ноль, а #(0 Ф 0 при любом г е (—со; + оо). 

Тогда уравнение (5.6) можно записать в виде системы (5.1), где 

A(t,E) = A0(t) + EAx(t), 

(5.7) A0(t) = 
0 1 

1 «(0 o 
? ЛІ (0 = 

o o | 
g(0 0 

У 
x = åy . 

åt 

Корни характеристического уравнения (5.1) в данном случае равны 

(5.8) Я-(0 = 7 ^ А2(0 = - 7 ^ ( 0 

и, следовательно, в точках интервала (—оо; +оо), в которых со(г) = 0, условие 
3° не выполняется. 

Корни уравнения (5.2) 

(5.9) Xx(t, E) = Ja(t) + Eg(t), л2(t, E) = - V<Ö(0 + £g(0 

при Е > 0 и любом г е {— оо; + оо) различны. 
Поэтому для уравнения (5.6) справедлива теорема 8 и, следовательно, 

оно имеет формальное решение вида (5.3), (5.4). Так, в первом приближении 
это решение .имеет вид: 
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(5.10) x(t, E, E) = (oo(t, E) + EU, (t,E)) exp( j j(Л0(t, E) + £Л.(í, E))dt\C, 

Uo = 

1 

(5.11) l l i = 

л2 — Яt 

л 2 — я^ 

- A ; 

i 

я 2 

-A; 

(A2 - Åţү (A2 - Aj)2 

— Л 2Лj —" ЛjЛ 2 

(A2 - A.)3 (A2 - A,)2 

/10 = diag (A., A2), 

\ (A2 - A!)' *-2-*-l J 

Х19 Х2 — функции, определяемые формулами (5.9), Х[, А2 — производные по Г 
этих функций, С — постоянный двумерный вектор. 

6. Системы дифференциальных уравнений с малой нелинейностью- Рас­
смотрим систему дифференциальных уравнений 

(6.D 
Лàгx 

E' — — - A(t, E)x + цf(t, x, E, ц), 
át2 

где А - матрица, что и в системе (1.1), а / — вектор-функция, периодическая 
по Г с периодом со, Е,г\ — малые действительные параметры. Тогда применяя 
метод сжатых отображений [5], можно доказать следующую теорему. 

Теорема 9. Пусть для системы (6.1) выполняются условия: 1. система (2.1) 
некритическая относительно со; 2. вектор-функция/периодична по Хс периодом со, 
непрерывна по всем аргументам, /(Г, 0, Е, г\) = 0 и в области 0 ^ | х \ й Я, 0 < 
< Е ^ Е0, 0 < г\ ^ г]0 удовлетворяет условию Липшица 

(6.2) | /(/ , xítE, ti) - f(t, x2,E, ti) | g i V U , - x2 | . 

ТЬгдд система (6.1) лрк достаточно малых Еиг\ имеет единственное нетри­
виальное со-периодическое решение. 
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