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О РЕГУЛЯРНОСТИ ЭЛЕМЕНТОВ РЕЛЯТИВА 

Л. А. СКОРНЯКОВ 

(Поступило в редакцию 17 го мая 1988 г.) . 

Посвящается памяти Милана Секанины 

Резюме. Критерий регулярности элемента полугруппы бинарных отношений обобщается: 

на случай релятивов (алгебр отношений). Из этого извлекаются некоторые следствия ддя 
полугруппы .В-отношений, где В — булева алгебра. 

Ключевые слова: релятив, алгебра отношений, полугруппа отношений над булевой алге
брой. 

Классификация АМО: 04 А 05, 20 М 20 

Релятивой или алгеброй отношений называется универзальная алгебра Я 
сигнатуры {+ , . , — , 0, 7, о , * , Е), , где + , . и о — бинарные операции, 
— и * — унарные, а 0, I и Е нульарные, причем {д | + , . , — , 0, /} — булева 
алгебра, {Я | о , * , Е) — моноид инволюцией, (я; + у) о 2 = х о г + у о 2, 
(х + у)* — х* + у* и х* о х о у < у для любых х, у, 2 6 Л. В настоящей заметке 
приняты обозначения, использовавшиеся в [2], где можно найти и дальнейщие 
ссылки. Важным примером релятива служит множество всех Я-отнощений, 
где В — булева алгебра (см. [1]). Напомним, что если В = 2, то 2?-отношения — 
это обычные бинарные отношения. В связи с этим возникает задача обобщения 
свойств релятива бинарных отнощений на произвольные релятива. Одна из 
таких задач и решается в настоящей заметке. 

Элемент ^ релятива Я называется регулярным, если ^ — ^ о 5 о ^ для некото
рого а 6 Я. 

Если ^ — элемент релятива Я, то положим 

$ = ^* о^о^*. 

Теорема 1. Следующие свойства элемента ^ релятива Я равносильны: 
(1) ^ регулярен; (2) ̂  < ^ о @ о ^; (3) ^ = ^ о (5 о ^ (ср. [7], теорема 2). 

Доказательство. (1) => (2). Если ^ = ^ о а о ^, то, применяя соотношение 
(§6): 

(а о Ь) (с о <1) < а о ((а* ос)(Ьо <1*)) ос! (см. [2], с. 130, свойство (8 6)), 

где а -= Е, получаем 

(Я о от) (§ о ^*) < (е(е о сг о (0) о е* » зд о #* -» 0. 
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Вторичное применение той же формулы при й = Ё дает 

(О* о § о о*) а = о* о ((е о а) (ё о е*)) = 0. 

Ввиду [3], с. 155, упр. 1, отсюда вытекает 

о < о* о$о о* = 1[1 

и, ввиду [2], лемма 1 (2), 

^ = ^ о 0 о ^ < ^ о ^ о ^ . 

(2) => (3).Ислользуянеравенствох* охоу < у ъ двойственное соотношение, 
получим 

^^^о^о^ = ^о^*о^о^*о^<^о^*о^<^ = ^. 

(3) => (1). Тривиально. 

Теорема 2. Если ^ — регулярный элемент релятива К,то^о^о^— наиболь
ший инверсный элемент элемента ^ (ср. [7], с. 97, следствие). 

Доказательство. Пусть а = $ о ̂  о $. Ввиду теоремы 1, 

^о(^о^ = ^о^о^о^о^ = ^ 

и 
ао^ос = ^о^о^о^о^о^о^ = @ о ^ о @ = <г, 

т. е. <т — инверсный для ^. Если те/?, г2о<-"°.2 = ^ и т о ^ о т = т, то, используя 
[2], леммы 1 (2) и 1 (4), а также (8 6) из [2], получим 

^*о@о^*)х = ^*о@о^*)(хо^от) < 

--- в* ° 0? ° т ° (?) (? ° (?* ° Т*) о Т = 

= ^*о(Ео^)(^о^*ъх*)ох < 

< ^* о (Е о (Е* о @) ^ о X о О) о ^* о X*)) о X = 

= ^* о ^^ о ^* ох* ох = о. 

В силу [3], с. 155, упр. 1, отсюда вытекает, что 

х < ^* о @ о ^* = §. 

Учитывая [2], лемма 1 (2), получаем х = х о^ ох < $ о^ о$. 
Пусть М — непустое множество. Булева алгебра В называется М-полнощ 

если она содержит тонные верхние и нижние грани любых своих подмножеств, 
мощность которых не превосходит мощности множества М. Отображение ^: 
М х М -* В называется В-отношением. Произведение ,о о <т ^-отношений ,о и <т 
определяется равенством 

С ° о(а, Ъ) = Е ^(<*> х) <г(х, Ь) 

хеМ 
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• 
для любых а, ЬеМ(см. [1]). Если В = 2, то ^-отношения — это обычные 
отношения с обычным произвелением. Совокупность всех таких отношений 
на М оказывается релятивом, если в качестве ргшеточных операций рассмотреть 
теоретико-множественные объедиение, пересечение* и дополнение, для любых 
а, Ъе М определить ^*(а, Ъ) = д(Ь, а) и 

<*•»>-{£ Е(а,Ь) = {- е с л и ^ = ^ 4 ' ' * л если а ф Ь, 

и положить 0 = 0 и1 = М х М. Назовем ^-отношение ^ рефлексивным, если 
Е < д, и антисиметричным, если д ^* ̂  Е. 

Теорема 3. Рефлексивное антисиметричное В-отношение ^ регулярно тогда 
и только тогда, когда ^ = ^ о ^ (ср. [8], а также [5] и [7]). 

Доказательство. Если ^ = ^ о ̂ , то ^ = ^ о ̂  о ̂ , т.е. ^ регулярно. Если 
д регулярно, то, в силу теоремы \, ^ = ^ о^о ^. Поскольку ^ рефлексивно, то 
д(х, х) = 1 для всех х е М и, следовательно, 

Q(x, z) = X Q(s, X) Q(S, t) Q(Z, t) = 
s,teM 

= n (e(s, x) + Q(S, t) + Q(Z, t)) g 

•; • й ^(x, х) + д(х, г) + д(г, г) = д(х, 2), 

для дюбых х, 2 е М. Поскольку ^ антисимметрично, то 

д(х, 2) д(г, х) = д(х, г)д*(х, 2) = о, 

если х Ф г. Следовательно, если х Ф 2, то 

$(х, 2) д(г9 х) < д(х, г) д(г, х) = 0. 

Кроме того, при любых х, у и з получаем 

д(У, ?) Я(г, х) = д(у, у)д(у> г) д(з, х) й 

й Е й(у>3) $(*> 0 ^(^>х) = СМ(У> х) = д(у9 *)> 
8,теМ 

откуда при х Ф у вытекает 

^(x, у) Ъ(ъ 2) ^(2>х) ^ с(х, у) ^(у, х) = 0-

Следовательно, для любого хеМимеет место 

1 = е(х, х) = X д(х, у)д(у9 г) д(г, х) ** 
у, г еМ 

= X ^(x, х) д(х, г) д(г, х) = 
геМ 

= д(х, х) $(х, х) д(х, х) = д(х, х). 
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Таким образом, Е < #, что, ввиду [2], лемма 1 (2), влечет 

^о^=*^оЕо^<^о^о^ = ^ = ^оЕ<^о^. 

Определение рефлексивности и антисимметричности 2?-отношения дословно 
переносится на элемент произвольного релятива. При этом аналог теоремы 3 
тривиальным образом верен для любого релятива, где х -= х* для любого 
элемента х, ибо из ее посылок вытекает, что Е < х = хх* < Е. То же самое 
можно сказать и о релятиве 

. ( 2 ° | и , п , | , \ , 0 , е , .Г\{е}\ 

где С — группа с единицей е (см. [5], [6]). В самом леле, допустим, что А, Ве 2°, 
ее А, А с\ А"1 = {е} и АВА = А. Тогда е == афа2, где ах, а2е АкЬеВ. 
Отсюда 

а^1 = Ъа2 = еЬа2 е АВА = А 

и, следовательно, ах = е. Аналогично получаем, что а2 = е. Таким образом, 
е — ЬеВ, откуда 

а'а" = а' е а" е АВА = А. 

для любых а', а"е А. Таким образом, 

АА с А с л {*} Я АА, 

т.е. АА — А. Однако, вопрос о справедливости аналога теоремы 3 для произ
вольного релятива остается открытым. 
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