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^-ПЛАНАРНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
ПРОСТРАНСТВ АФФИННОЙ СВЯЗНОСТИ 

Й. МИКЕШ 

(Поступило в редакцию 18-ого февраля 1987 г.) ч 

Резюме. В статье рассматриваются _Р-планарные преобразования пространств аффинной 
связности, которые являются обобщением проективных и голоморфно-проективных пре
образований. Получаются основные уравнения _Р-планарных преобразований. 

Ключевые слова, /̂ -планарные преобразование, пространство аффинной связности. 

УДК. 5зВО5. 

В настоящей статье рассматриваются некоторые обобщения проективных 
и голоморфно-проективных преобразований пространств аффинной связности. 

Исследования проводятся в тензорной форме, локально, в классе достаточно 
гладких вещественных функций. 

1. Рассмотрим пространство аффинной связности без кручения Ап9 отнесен
ное к системе координат хх

9 х2

9 . . . , Xй, в котором определена аффинорная 
структура Р*(х) Ф аЬ\ + ахЬ

ь

9 где Ь\ — символы Кронекера, а — некоторый ин
вариант. 

Кривая Ь заданная уравнениями хн = х*(г)> (Л == 1,2, . . . , л), где г - пара
метр, называется [1] р-планарной тогда и только тогда, когда выполняются 
условия 
(О А\ вА" = й1к

н + д2Р
к

аГ9 

где Яь = <ЬР\йг (т*0), ^19 ^2 — некоторые произвольные функции параметра (9 

запятой обозначается ковариантная производная по связности Ап. 
Отметим, что класс Р-планарных кривых очень широк, в частности, он вклю

чает в себя геодезические линии (если ^2 = 0), аналитически планарные кривые 
[2], [3], квазигеодезические кривые [4], планарные кривые [5]. 

Вопрос о _Г-планарном отображении пространств аффинной связности рас
смотрен в работе [1 ]. 

Преобразование ж* = жл(х) пространства аффинной связности Ап9 при кото
ром все Р-планарные кривые Ап переходят в .Р-планарные кривые, назовем 
Р-планарным преобразованием. 

Это понятие обобщает движения, проективные и голоморфно-проективные 
преобразования аффинносвязных и римановых пространств. 

Имеет место следующая 
,<• 
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Теорема 1. Инфинитезимальный оператор X = %й(х)да (да = д/д х°) определяет 
одАопараметрическую группу Ли Р-планарных преобразований пространства 
аффинной связности Ап тогда и только тогда, когда выполняются условия 

(2) <?.Г?, = *<$> + <р0Р
н

л("), - V ? = ад\ + Ы\(5), 

где ф^><р^ — некоторые ковекторы, а, Ъ ~ некоторые инварианты, &^ — произ
водная Ли в направлении вектора ^л, (/,/) — обозначает симметрирование по 
указанным индексам, Гц(х) — объект связности Ап. 

Доказательство легко провести в специальной системе координат х, в кото
рой фундаментальный вектор %\х) порождающий однопараметрическую группу 
Ли, имеет представление {* = д\. В этой системе координат однопараметри-
ческая группа Ли преобразований определяется формулами хИ = Xй + <5*т, 
где т — канонический параметр. 

Если эта группа является Р-планарной, используя методы, изложенные в [1 ], 
при п > 3, нетрудно получить, что 

Г\}(х) - Г?,(х) + ф^у + ^(х), 

Р-?(Х) = ^ + Ь ^ ? ( Х ) , 

$1> Ч>1> а,Ъ — некоторые объекты, зависящие от х и т. 

Учитывая, что в выбранной нами системе координат -2̂ -Г̂  = дхГу 
и &$$ = дхр1, из (3) легко установить справедливость формул (2). 

С другой стороны, формулы (2) действительно порождают группу Р-планар-
ных преобразований. 

Теорема доказана. 
Пусть $>$*•••>€? - линейно независимые решения уравнений (2) в Ап, 

причем любое решение %н(х) представляется в виде 

? = I СЧо(х), где С" - сопз*(о = 1, 2,..., г). 
0 Г - - 1 

Так как коммутатор любых двух векторов # и <** (а, # = 1,2, . . . , г), удовле
творяет условиям (2), в пространстве аффинной связности Л„ система векторов 
{?» $*> •••>{? порождает полную группу Ли Р-планарных преобразований по
рядка г. 

Отметим, в частности, что если в (2) вектор ^ э О , то преобразование 
является проективным. 

Если структура Р удовлетворяет условиям Р*Р* = ±<5}, формулы (25) упро
щаются: «Й̂ -Р* =- 0. Последнее априори предполагалось для аналитически голо
морфно-проективных преобразований келеровых пространств. 

Изучая основные уравнения (2) можно убедиться в том, что все Ап, допус
кающие Р-планарные преобразования, имеют по необходимости и достаточ
ности объект связности Гн

и(х) и структуру Р*(х) в некоторой системе координат х 
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следующего строения! 

Г*, = Г?/ + а ( $) + р{1Р
н

п Р$ « «5? + 01 

где а,, $1, ее, р - некоторые функции от х\ х2, ..., Xя, 
Гу, Р\ - некоторые функции от х2, х3, ..., Xй. 

2. Положив {} == Й, уравнения (2) можно записать так: 

Й - & (а) 

(4) «?,, - Г*?* + *(1*л + * > 1 » (б> 

Г̂ ?,а + СИ - № - *<5? + Ы* (В) 

где Я ^ — тензор Римана Ап. 

Условия интегрируемости (45) имеют вид: 

(5) &*&Цк — €*&№,а + С*Дад + €*&1ак + И&Ца *"" %а&Цк в 

= Ф ^ ц + ^[*<Рл + <5?*А[Д] + *>« - ^ у + Р\<Рш + * > * - *к<Рц. 

где ^ и = ^ ^, фц == <р^, [/,/] - альтернирование по / и / 
При условии, что 

(6) « > 3 и Р?фа(5? + а%, 

* где а\ 6| — некоторые векторы, из уравнений (5) можно выразить 

^и = % ^ + 2 е ^ ? + 3 б ^ , 
<ри =

 40цлг + 5е^2 + 6е?^, 
где *0 (о* = 1,6) - тензорные величины, составленные из геометрических 
объектов Ап, т. е. из объектов связности Гц и аффинора Р?. 

Последнее следует из пераведливости следующей леммы: 

Лемма. Если Р* ф ад) + анЬг и п > 2, тогда система линейных однородных 
алгебраических уравнений 

5\А1т + АКк6
н

п + Г*Вт + В11кР
н

п » О, 

относительно неизвестных тензоров Ац и Вц имеет только тривиальное реше
ние (Ац = Вц —О). 

Доказательство этой леммы легко провести в специальной системе координат 
быть и комплексной, в которой матрица Р* приведена к форме Жордана. 

Уравнения (4а, 5) и (7), совокупность которых обозначим через (А), пред
ставляют собой систему линейных дифференциальных уравнений в ковариант-
ных производных, типа Коши относительно искомых тензоров 

(8) <№),й(?'),Ш.Ш* 
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кoтopaя имeeт нe бoлee OДHOҐO peшeния (8) для нaчaльныx знaчeний в тoчкê 
xQ Є An: 

Є(x0) = Ч\ Й(x0) = °tf, ltøx0) = fy„ ФXxo) = V 
Cлeдoвaтeльнo, в Лn пpи ycлoвии (6) пopядoк r пoлнoй гpyппы F-плaнapныx 

пpeoбpaзoвaний нe пpeвocxoдит чиcлa N° == n(n + 3). 

Уcлoвия интeгpиpyeмocти cиcтeмы (A), coвoкyпнocть кoтopыx вмecтe c (4b) 
(мoжнo пoкaзaть, чтo a и b являютcя линeйными oтнocитeльнo £\ f̂ c кoэффи-
циeнтaми oпpeдeлeнными An), oбoзнaчим чepeз (Б), иx пepвыe (Бt), втopыe (Б2) 
и пocлeдyющиe диффepeнциaльныe пpoдoлжeния ЯBЛЯЮTCЯ ЛИHЄЙHЫMИ OДHO-
poдными aлгeбpaичecкими ypaвнeниями oтнocитeльнo иcкoмыx тeнзopoв (8) 
c кoэффициeнтaми, oднoзнaчнo oпpeдeлeнными пpocтpaнcтвoм An, 

Ha ocнoвaнии aнaлитичecкoй тeopии диффepeнциaльныx ypaвнeний oкaзы-
вaeтcя cпpaвeдливoй 

Teopeмa 2. Пpocmpaнcmвo aффuннoй cвязнocmu An (n > 3), в кomopoм onpe-
дeлeнa aффuннopнaя cmpyкmypa Ff ф caд) + cŕbi, дonycкaem F-nлaнapнoe npeoбpa-
зoвaнue moгдa u moлькo moгдa, кoгдa cucmeмa ypaвнeнuй (Б), (Бx), (Б2), ..., (Ąvs- 0 
uмeem в нeм нempuвuaлънoe peшeнue (8). 

Maкcимaльнoe кoличecтвo r < N° cyщecтвeнныx пapaмeтpoв, oт кoтopыx 
зaвиcит oбщee peшeниe cиcтeмы ypaвнeний (A), являeтcя пopядкoм пoлнoй 
гpyппы Ли Ғ-плaнapныx пpeoбpaзoвaний An. 

Учитывaя ycлoвия (4b) и иx диффepeнциaльныe пpoдoлжeния лeгкo yбe-
дитьcя, чтo мaкcимaльный пopядoк r = N° нe дocтигaeтcя, и бoлee тoгo, 
r <Z N° - 2(n - 2) = n(n + 1) + 4. 
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