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ARCHIVUM MATHEMATICUM (BRNO)Tomus 32 (1996), 9 { 12TEOREMA RIMANA{ROHA I TEOREMA ORAZMERNOSTI MINIMAL^NO �I REALIZACIILINE �INYH DINAMIQESKIH SISTEMDanilo RastoviqVvedenie.Postroenie razliqnyh kanoniqeskih form dl� koneqno-mernyh dina-miqeskih sistem rassmatrivaets� kak va�noe sredstvo proektirovani�ukazanyh sistem. Nado vyqislit~ razmernost~ minimal~no$i realizacii.Sistema nazyvaets� minimal~no$i esli nabl�daema i upravl�ema. Pred-stavl�� dinamiqesku� sistemu v vide obyqnogo "qernogo �wika", mo�nozametit~, qto taka� sistema zavisit ot treh parametrov, a imenno otvektora vhodnogo signala, vektora sosto�ni� i vyhodnogo vektora. Qastopredpolagaets�, qto funkcionirovanie sistemy vo vremeni line$ino po�tim parametram. V �tom sluqae line$ina� sistema opredel�ets� sledu-�wimi dannymi:(I) nekotoroe kol~co k(II) tri levyh k-modul� U;H; Y (prostranstva vhodnyh signalov, so-sto�ni$i i vyhodnyh signalov sootvetstvenno)(III) qetyre otobra�eni� A 2 Homk(H;H), B 2 Homk(U;H),C 2 Homk(H;Y ) i D 2 Homk(U; Y )Funkcionirovanie tako$i sistemy v diskretnye momenty vremeni za-daets� sledu�wimi sootnoxeni�mi:x(t + 1) = Ax(t) +Bu(t); y = Cx(t) +Du(t)My budem nazyvat~ vvedenny$i ob�ekt maxino$i (nad k ). Esli fiksiro-vat~ bazisy prostranstv U;H i Y , to otobra�eni� (III) budut zadavat~s�nekotorymi matricami.x1.x1.x1.V sluqae skal�rnyh vhodnyh i vyhodnyh signalov qastotna� harak-teristika �vl�ets� racional~no$i t.e.T (s) = f(s)X(A; s)1991 Mathematics Subject Classi�cation : 93B.Key words and phrases: Riemann Roch theorem, minimal realization.Received January 3, 1995.



10 DANILO RASTOVIQgde X(A; s) est~ harakteristiqeski polinom. V �tom sluqae diskretnu�problemu realizacii mo�no sformulirovat~ sledu�wim obrazom: za-dana racional~na� funkci� f(s)=g(s) taka�, qto g(s) polinom stepeni n,deg f(s) � n�1, na$iti minimal~nu� maxinu (A; b; c) so skal�rnymi vhod-nymi i vyhodnymi signalami i s qastotno$i harakteristiko$i f(s)=g(s).Pust~ k algebraiqeski zamknutoe pole i K pole funkci$i nad k otodno$i peremenno$i (korotkoe funkcional~noe pole). Toqko$i pol�K nad kbudem nazyvat~ l�boe soder�awee k kol~co diskretnogo normirovani�v K (ili kol~co nad k).Mno�estvo vseh takih kolec (t.e. toqek pol� K) nazyvaets� krivo$i, aK-polem funkci$i na ne$i.Divizorami (krivo$i ili pol� K nad k) my budem nazyvat~ �lementysvobodno$i abelovo$i gruppy, poro�denno$i toqkami. Vs�ki$i divizor est~formal~na� summa a = �niPi gde Pi-toqki, ni 2 Z. Summu �ni = �nPnazovem stepen~� divizora a, a ni-ego por�dkom v Pi.Racional~na� funkci� '(s) = f(s)=g(s) opredel�ets� nul�mi mnogoqle-nov f i g, t.e. toqkami, v kotoryh ona obrawaets� v 0 ili neregul�rna.Qtoby otliqat~ korni g ot korne$i f , my bydem brat~ ih kratnosti soznakom minus.Divizor funkcii ' oboznaqaets� qerez (').Nazovem differencialom � pol� K l�bo$i k-line$iny$i funkcional,obrawa�wi$is� v nul~ na nekotorom prostranstve �(a) i na K, ([6]).Differencialy obrazu�t vektornoe prostranstvo nad K. Pust~ �-nenulevo$i differencial. L�bo$i drugo$i differencial imeet vid ' � �.Divizor differenciala'� budet a+('). �tot klass divizorov nazyva-ets� kanoniqeskim klassom pol� K, a l�bo$i divizor iz nego nazyvaets�kanoniqeskim divizorom.Dl� l�bogo divizora a mno�estvoL(a) budet line$inym prostranstvomnad polem konstant k. Oboznaqim ego razmernost~ qerez `(a).Esli a polo�itelen, to L(a) sostoit iz vseh funkci$i v K, polosykotoryh le�at v a.Teorema Rimana-Roha zakl�qaets� v ravenstve`(a) � `(c � a) = deg a� g + 1gde a-proizvol~ny$i divizor na glatko$i proektivno$i krivo$i, c ee kanoni-qeski$i klass, a g-rod.Budem vyqislit~ razmernost~ minimal~no$i realizacii v proektivnompredstavlenii.Pust~ a-proizvol~ny$i divizor pol�K i c l�bo$i divizor iz kanoniqes-kogo klassa.Pust~ a i c polo�itel~ny divizori i c�a est~ polo�itel~ny$i divizor,tako$i, qto `(c � a) est~ maksimal~noe qislo.Teorema 1.1. Razmernost~ minimal~nyh realizaci�i est~ `(c � a). Onavyqisl�ets� po formule `(c� a) = `(a) � deg(a) + g � 1.



TEOREMA RIMANA{ROHA I TEOREMA O RAZMERNOSTI : : : 11Dokazatel~stvo. Po�tomu qto c � a = (') + a � a, a razmernost~ est~maksimal~noe qislo por�dka minora �kobiana, razliqnogo ot nul� �tobudet stepen~ Mek Milana po rezul~tate iz [3]. Vyra�enie dl� `(c � a)sleduet iz teoremy Rimana-Roha dl� divizorov.x2.x2.x2.Dl� maxin, funkcioniru�wih v nepreryvnom vremeni traektoriitako$i sistemy zada�ts� differencial~nymi uravneni�mi_x(t) = Ax(t) + bu(t); y(t) = c>x(t) + du(t)priqem zdes~ predpolagaets�, qto k est~ pole vewestvennyh ili kompleks-nyh qisel.Osnovna� problema sinteza sistem - �to problema realizacii, koto-ra� sostoit v naho�denii maxiny (A; b; c) s zaranee zadanno$i qastotno$iharakteristiko$i T (s) = ((A � sl)�1b; c):Klassiqeska� teorema Rimana-Roha �vl�ets� osnovno$i teoremo$i teo-rii algebraiqeskih krivyh.Pust~ Vn est~ algebraiqeskoe mnogoobrazie kompleksno$i razmernostin. Togda dimH2(V2; F ) = dimH0(V2;K 
 F�1) po teoreme dvo$istvennostiSerra i dimH1(V1; F ) = dimH0(V1;K 
 F�1) gde K odnomernoe vektornoerassloenie, opredelennoe kanoniqeskim klassom divizorov.Esli F predstavlen divizorom, qto vsegda vozmo�no, to degF ravnoqislu nule$i minus qislo pol�sov divizora.Pust~ P 1� 1-mernoe proektivnoe prostranstvo, toqka kotorogo x 2 P 1zadaets� �lementami (x0; x1) pol� k.Pust~ T (s) est~ qastotna� harakteristika, taka�, qto lims!1 T (s) = 0.Mo�no opredelit~ racional~noe otobra�enie S2 ! P 1.Teorema Rimana-Roha dl� algebraiqeskih krivyh utver�daet, qtox(V1; F ) = degF + 1� g, gde x arifmetiqeski rod.Teorema 1.2. Stepen~ Mek Milana mo�no vyqislit~, po teoreme Rima-na-Roha, po formule �(t) = dimH0(P 1; Z)� deg(Z) � 1.Dokazatel~stvo. Po rezul~tate Martin-Hermana ([5]) pervy$i klassQ�en� c1 2 H2(S2; Z) est~ stepen~ Mek Milana �(t) t.e. razmernost�minimal~no$i realizacii. Iz teoremy dvo$istvennosti sleduet, qtox(P 1; Z) = dimH0(P 1; Z) � dimH1(P 1; Z) t.e. x(P 1; Z) = dimH0(P 1; Z) �dimH0(P 1;K 
 Z�1) i, sledovatel~no po teoreme Rimana-Roha prevra-waets� v dimH0(P 1; Z)� dimH0(P 1;K 
 Z�1) = 1� g + deg(Z)gde g = rodP 1 = 0, tak, qto stepen~ Mek Milana est~�(t) = dimH0(P 1; Z)� deg(Z)� 1:
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