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EXTENSIONS PUREMENT INSEPARABLES
D’EXPOSANT NON BORNE

MUSTAPHA CHELLALI ET EL HASANE FLIOUET

Résumé: Dans [12], Sweedler a caractérisé les extensions purement
inséparables K /k d’exposant fini qui sont produit tensoriel d’extensions
simples. En vue d’étendre ce résultat aux extensions d’exposants
non bornés, L. Kime dans [8] propose les extensions k:(xpioo) =
k(xpil,mpd,...) comme généralisation d’extensions simples. Dans
ce travail, on propose d’autres généralisations naturelles. Ceci nous
a permis de décrire explicitement toutes les extensions purement
inséparables K /k lorsque le degré d’imperfection de k est < 2. Dans [5]
J. K. Deveney a construit une extension purement inséparable K/k in-
finie ayant toutes ses sous-extensions propres L/k finies et telle que pour
tout entier n, [/cp_n NK,k] = p*™ (p étant la caractéristique de k). Cet
exemple s’est avéré fort utile pour notre travail. On construit pour tout
entier j une extension purement inséparable K/k infinie ayant toutes
ses sous-extensions propres L/k finies et telle que pour tout entier n,
[kp_n N K,k] = p’". Soit K/k une extension purement inséparable,
M/k la plus petite sous-extension de K/k telle que K/M est modu-
laire, on montre que si le degré d’imperfection de k est fini, alors M
est non triviale (M # K); si le degré d’imperfection de k est infini on
donne un contre-exemple ou M = K.

1. INTRODUCTION
Soit K /k une extension purement inséparable finie de caractéristique p # 0;
on a:
1. K/k est composée d’extensions simples, ¢’est-a-dire il existe une suite d’exten-
sions:
Ko=kCcK;C---CK,=K
avec K,;11/K; simple (c’est-a-dire K; 11 = K;(0),0 € K;1+1).
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2. Contrairement aux groupes abéliens finis (plus précisement aux p-groupes
abéliens), K/k n’est pas produit tensoriel d’extensions simples. Dans [12]
Sweedler a montré que cette propriété est vérifiée si et seulement si pour
tout n € N, K?" et k sont linéairement disjoints.

Une extesion K/k est dite modulaire si pour tout n € N, K?" et k sont
linéairement disjoints. En vue de trouver ’analogue de 2 pour les extensions
infinies, L. Kime dans [8] propose comme généralisation d’extensions simples de

k, les extensions de k de la forme k(2P ~) = k(z, 2P, 2P ,...); ensuite I'auteur
donne un contre-exemple d’extension modulaire infinie qui n’est pas produit ten-
soriel d’extensions simples au nouveau sens. Dans ce travail on propose comme
généralisation d’extensions simples les extension K/k pour lesquelles I'ensemble
des corps intermédiaires de K/k est totalement ordonné par inclusion (cela équivaut
a ce que toute sous-extension propre de K/k est simple au sens ordinaire); cette
définition contient strictement la définition de L. Kime (cf. section 5), nous mon-
trons alors que si le degré d’'imperfection log,([k, k”]) de k est < 2, alors toute
extension (modulaire) K /k est produit tensoriel d’extensions simples & notre sens.
Dans [5], J.K. Deveney construit un exemple d’extension modulaire K/k tel que
toute sous-extension propre de K/k est finie, et telle que pour tout n € N on
a [k”_n N K, k] = p?". 1l est facile de voir que cette extension n’est pas produit
tensoriel d’extensions simples au nouveau sens (cf. section 5). Dans la section 6,
on construit pour tout j € N, une extension K/k vérifiant:

e Toute sous-extension propre de K/k est finie;

n

e VneN, kP " N K, k] =pi".

Améliorant ainsi le contre-exemple de J. K. Deveney, une telle extension n’est
pas produit tensoriel d’extensions simples au nouveau sens. De plus, notons
di (k) = log, ([k, k*]) le degré d’imperfection de k; on a alors di (k) —di (K) = j et
pour tout corps intermédiaire L de K/k on a di(L) = di(k) ou di (L) = di (K);
remarquablement le degré d’imperfection saute donc de di (k) & di (k) —j sans pren-
dre de valeurs intermédiaires; il y a donc irréductibilité aussi au niveau du degré
d’imperfection. Tout ceci nous ameéne a une deuxieme généralisation d’extensions
simples, ce sont les extensions relativement parfaites, modulaires et telles que
toute sous-extension propre est finie. Cette définition a son tour contient stricte-
ment la définition précédente (cf. section 6). On montre que si di(k) est fini,
toute extension K /k est composé d’extensions simples. On construit un exemple
d’extension modulaire qui n’est pas produit tensoriel d’extension simple au sens
de cette deuxieme généralisation.

Dans ce travail d’intéressantes propriétés de modularité sont établies (cf. sec-
tion 4), notamment: Soit K/k une extension purement inséparable avec di (k) <
oo; alors la plus petite sous-extension M/k de K/k telle que K/M est modulaire
n’est jamais triviale (M # K). Lorsque di(k) est infini, on donne un contre-
exemple d’extension K/k ou M = K.
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Dans la suite on aura besoin des notations et terminologies suivantes. Soit
K/k une extension finie de caractéristique p. Une partie G de K est dite r-
-générateur de K/k si K = k(G); si de plus |G| est minimum, G est dite 7-
-base de K/k. Une partie A de K est dite r-libre sur k, si c’est une r-base de
k(A)/k; dans le cas contraire A est dite r-liée sur k. On note, di (K/k) = |G|,
(G une r-base de K/k); di(K/k) sera appellé le degré d’irrationalité de K/k.
Il est connu [10] que si L/L’ est une sous-extension de K/k, alors di (L/L") <
di (K/k). Dans la suite de cette section, on suppose K/k purement inséparable
finie. Soit G = {ai,...,a,} une r-base de K/k et x un élément de K. On

m

pose: o(xz/k) = inf{m € N : 2P" € k}, o1(K/k) = inf{m € N : KP" C

k}. Alors {a1,...,a,} est dite une r-base canoniquement ordonnée si elle vérifie
pour tout j € {1,...,n}, o(a;/k(a1,...,a;-1)) = o1(K/k(a1,...,a;-1)). L'entier
o(aj/k(ai,..., aj—1)) (1 < j < n), est indépendant du choix de la r-base canon-

iquement ordonnée G de K/k (cf. [11]); on 'appellera le j-éme exposant de K/k
et on le notera o;(K/k); on pose 0;(K/k) = 0, si j > n. Dans les sections 2
et 3 ci-apres, on étudie systématiquement les propriétés des ces invariants, pro-
priétés dont nous aurons besoin aux sections suivantes. Nous donnons aussi, des
généralisations non triviales de ces notions aux extensions infinies K /k telles que le
degré d’imperfection de k est fini. On peut appeler de telles extensions, extensions
purement inséparables modérement infinies.

2. DEGRE D’IRRATIONALITE D’UNE EXTENSION FINIE

Dans cette section on suppose que K/k finie de caractéristique p > 0.

Définition 1.2. Une partie G de K est dite r-générateur de K/k si K = k(G); si
de plus |G| est minimum, G est dite r-base de K/k. Une partie A de K est dite
r-libre sur k, si c’est une r-base de k(A)/k; dans le cas contraire A est dite r-liée
sur k.

On note, di (K/k) = |G|, (G une r-base de K/k) et di(K/k) sera appellé le
degré d’irrationalité de K/k.
D’apres [10] on a:

Proposition 1.2. Soit K/k une extension purement inséparable finie. Une partie
G de K est une r-base de K/k si et seulement si G est une r-base de K/k(KP).

Preuve. On a que K/k est purement inséparable finie; donc il existe m; € N
tel que KP"' C k. Si G est une r-base de K/k, alors G est un r-générateur de
K/k(KP); s'il existe z € G tel que K = k(K?)(G\{z}), alors K = k(K?")(G\{z})
= - = E(KP"")(G\{z}) = k(G\{z}). Cest absurde car G est une r-base de
K /k. Inversement, si G est une r-base de K/k(K?), alors K = k(K?)(G) =--- =
E(KP")(G) = k(G); dou di (K/k) = di (K/k(KP)). O
Remarque. Cette proposition permet de ramener ’étude des propriétés de “r-

-indépendance” sur k & des propriétés de p-indépendance sur k(KP) lesquelles sont
plus riches (théoréme de la base incomplete ... ), K/k(KP) étant de hauteur 1.
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Corollaire 1.2. Si K/k est une extension purement inséparable finie, alors
K+ h(K7)] = p /0
Proposition 2.2. Soit L/k une sous-extension d’une extension finie K/k. On a
di (K/k) < di(K/L)+di(L/k),

avec 'égalité si et seulement si une r-base de L/k se prolonge en une r-base de
K/k.

Preuve. Soit A une r-base de L/k, B une r-base de K/L; on a K = L(B) =
k(A)(B) = k(AU B); donc di(K/k) < |AU B| = |A| + |B| (car An B = 0).
S’il y a égalité |[A U B| = |A| + |B| = di(K/k), alors AU B est une r-base de
K /k. Inversement, si une r-base A de L/k se prolonge en une r-base AU B (avec
AN B = 0) de K/k; il est immédiat que B est une r-base de K/k(A); donc
di (K/k)=|A|+|B| =di(L/k)+di(K/L). O

Une application type de cette proposition est: Soit B une r-base de K/k, A C B;
alors A et B\ A sont respectivement des r-bases de k(A)/k et K/k(A).

Proposition 3.2. Soit K/k une sous-extension finie d’une extension Q/k, L un
sous-corps de Q2. On a

di (L(K)/L(k)) < di (K/).

Preuve. Il est immédiat qu'une r-base de K/k est r-générateur de L(K)/L(k).
O

Soit S/k une sous-extension séparable de k dans K. Par le Théoreme de
I’élément primitif, il existe oy € S tel que: S = k(a1). Soient G une r-base de K/S
et B € G. 1l est connu que di (S(5)/k) = 1. On en déduit: di (K/k) = di(K/S),
ce qui permet de ramener 1’étude de di a une extension purement inséparable.

Proposition 4.2. Soient K1 /k et Ko/k des sous-extensions finies d’une exten-
sion K/k. On a:
1. di (K1 (K2)/K2) < di(K1/k) avec Uégalité si K1 et Ko sont k-linéairement
disjoints.
2. di (K1(K2)/k) < di (K1/k) + di (K2/k) avec Uégalité si K1 et Ko sont k-
-linéairement disjoints et K1 /k, Ko/k purement inséparables.

Preuve. Soit S la cloture séparable de k dans K7. D’apres la remarque ci-dessus,
on a: di(Ky/k) = di(K1/S) et di (K1(K2(S5))/S(K3)) = di (K1(K3)/K3). Donc
on peut supposer que K7 /k est purement inséparable. Soit G est une r-base de
K1 /k; alors K1(K2) = Ko(G). Soit G' C G vérifiant K;(K3) = Ka(G'); comme
K1/k et Ky/k sont k-linéairement disjointes, alors K1/k(G’) et K2(G')/k(G')
sont k(G’)-linéairement disjointes. Il en résulte que K1 = K1 N (K (K3)) = K1 N
(K2(G")) = k(G"). Donc G = G’, car G est minimal. Soient G; et G2 des r-bases
respectives de K1/k et Ka/k; on a K1(K32) = k(G1 U Ga); donc di (K4 (K2)/k) <
|G1 U Gs| < |G| + |G2|. Soit G’ € G UGs tel que K1(K32) = k(G'); on peut
écrire G/ = G} U GY avec G} C G1 et Gy C Ga; comme K /k et Ky/k sont
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k-linéairement disjointes, par la transitivité de cette propriété (cf. figure), K7 et
k(G') sont k(G})-linéairement disjoints; en particulier K7 N k(G') = k(G}). Soit
K, = k(G@"); donc G} = Gy; de méme G4 = Ga. O

Ky

/

k(Gy) —————k(G)

/ /

k ——————k(G) ——

Ce qui suit est le résultat de [1] énoncé d’une fagon légérement améliorée:
Théoréme 1.2. Soit L/L’ une sous-extension de K /k. Alorsdi (L/L') < di (K/k).
Preuve. On se ramene imédiatement au cas L' = k.

Cas ou K/k est purement inséparable: Par le corollaire 1, on a
[K : L|[L : k(LP)]
[k(KP) : k(LP)]
Or, [k(KP) : k(LP)] < [KP : LP] = [K : L]; donc pti W/ = [L . k(LP)] < p&i (K/k),
Cas Général: Soit S la cloture séparable de K/k. On a: L/L N S est purement

inséparable et S/LNS est séparable; donc S/LNS et L/LNS sont LNS-linéairement
disjointes; donc di (L/k) = di (L/LNS) =di(S(L)/S) < di (K/S)=di(K/k). O

P = (1€ k(7)) =

Rappelons qu’on appel le degré d’imperfection d’un corps commutatif k le car-
dinal d’une p-base de k (une r-base de k/kP); on le notera di (k).

Exemple. Si P est parfait di (P(X1, X2,..., X)) =n.

Le théoreme suivant est la généralisation naturelle du théoreme de ’élément prim-
itif.
Théoréme 2.2. Supposons di (k) fini et k non parfait. Alors pour toute extension
finie K de k, on a

di (K/k) <di(k).

Preuve. En utilisant I’extension normale engendrée et la proposition 4.2, on se
ramene & K /k purement inséparable. Soit m tel que K?" C k, B une p-base de
k; soit dans une cloture purement inséparable de K, A tel que A?" = B. On a
KP" Ck=kP(B)=kP" (B) = kP" (AP"); d’ott K C k(A); donc di (K/k) < |A| =
di (k). O

Ceci amene a regarder de pres Uentier di (k). On a (cf. [11]):

Théoréme 3.2. Supposons di (k) fini. On a:
1) Si K/k est fini di (K) = di (k).
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2) Si K/k est algébrique séparable, di (K) = di (k).
3) Si K/k est purement inséparable infini, di (K) < di (k).
Preuve. 1) Si K/k est fini on a
(K K[k, kP) K, K]k, kP)
K Kp = = — D .
K, K] [KP, kP] (K, k] [k, k7]

2) Si K /k est séparable, KPNk = kP et KP(k) = K; de plus K?/kP est séparable
et k/kP purement inséparable; donc k et KP sont kP-linérement disjoint; I’égalité
resulte de la proposition 4.2.

3) Soit K/k purement inséparable; soit B une p-base de K, By C B finie,
k1 = k(B1); By est p-libre sur K, donc sur ki; donc |By| < di(k1) = di(k) car
k1/k finie. Par suite K/KP(k) est fini. Soit B’ une r-base de K/KP?(k), L = k(B’).
On a:

[K, K] = [KP(k)(B'), K”] = [L(K?), LP(K")] .

Donc

[K,K?)| <|[L,LP],

avec ’égalité si et seulement si KP et L sont LP-linéairement disjoints, c’est-a-dire
si et seulement si K/ L est séparable, c’est-a-dire si et seulement si K = L (puisque
K/L est purement inséparable). O

Corollaire 2.2. Si K/k est algébrique, on o di (K) < di (k).
Une conséquence immédiate de la proposition ci-dessus est:

Proposition 5.2. Soit P le sous-corps parfait maximal de k. On a di(k) <
d°tr(k/P) avec l’égalité si k/P est de type fini.

Il existe des contres-exemples & 1’égalité. Par rapport a celui de [10] (page 72,
remarque 1.85), le suivant a la différence que le corps de base est tres régulier.
Soit P un corps parfait (de caractéristique p toujours > 0). On adjoint &

2
P(X,Y) les éléments T1,Ts,..., tels que Y = TPX | Ty = TV X,...,T; =
i+4+1
Tf;{ X, ... Par récurrence on a:

S;i=142+--+i=i(i+1)/2,
Ui=1—|—psl—|—p52+...+p5i—1.
Alors,

™
7 Xo—i °

Soit k = P(X,Y,T1,T5,...). On a k= UP(X,Ti); par construction k =

kP(X); XP~' ¢ k car sinon il existe i tel que X? ' € P(X,T;); absurde car X et
T; sont algébriquement libre sur P; P est le plus grand sous-corps parfait de k. En
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effet, soit v € P(X,Y) tel que o~ € k; donc il existe j tel que a? 7 e P(X,Ty).
Comme P(X,T;)/P(X,Y) est simple il admet une seule sous-extension de degré
p%i qui est P(X,T;); par suite, ar e P(X,T;); donc a € P(X%Y/X). La
théorie du degré lexicographique a toute les bonnes propriétés d’un degré et montre
que le degré lexicographique de (la fraction rationnelle) « est de la forme (dy,ds)
avec:

dl = apSi _bgiv
do =0,

ceci pour tout i. Soit ¢ le nombre p-adique 1 + p5* + p°2 +.... On a alors
dy + ods = 0; comme o est non rationnel (son dévelopement de Hensel étant non
périodique), on a: d; = dy = 0; donc « € P.

Nous allons étendre les notions précédentes aux extensions purement inséparables
K /k infinies telles que di(k) < co. Une telle extension est d’exposant fini si et
seulement si elle est finie (cf. preuve du théoreme 2.2).

Théoreme 4.2. Soit K/k une extension purement inséparable avec di(k) fini,
L/k une sous-extension finie de K/k. On a

di(L/k) <di(k) —di(K)+di(K/K?(k)),
et la borne du second membre est atteinte.

Remarque. La borne de ce théoreme est aussi bonne que celle du théoreme 2.2
car
di (k) — di (K) 4+ di (K/K?(k)) < di (k).

Preuve.

1) Supposons d’abord K = KP?(k) (autrement dit, K/k relativement parfaite);
k est donc r-générateur de K/KP; donc il existe B C k, p-base de K, donc p-libre
sur L. Soit n =di(k); on a

p" = [L, L] = [L, LP(K)][L* (), L"] .

Comme B C LP(k) et B est p-libre sur L, on a [LP(k), L] > p® avec s = |B|
di(K). Donc [L,LP(k)] < p"~ %, soit par le corollaire 1, di(L/k) < n —s
di (k) — di (K).

2) K # KP(k); soit B une r-base de K/KP(k); on a K = KP(k(B)); donc

K/k(B) est relativement parfaite. Posons L; = L(B); on a (par la proposition
2.2)

di (L/k) <di(Li/k) <di(L1/k(B)) +|B|.
Comme K/k(B) est relativement parfaite, d’apres le ler cas,
di(L1/k(B)) <di(k(B)) —di(K) =di(k) —di(K);
d’on

di (L/k) < di (k) — di (K) + |B| = di (k) — di (K) + di (K/K?(k)) .
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Pour la deuxieme affirmation, on a besoin de:

Lemme 1.2. Soit (K, /k)n>1 une suite de sous-extensions d’une extension Q/k,
avec di (k) fini, vérifiant K1 C Ko C .... Soit K = UK,,. Alors il existe ng € N
tel que pour n > ng, on a di (KE(k)/KE) = di (K?(k)/KP).

Preuve. D’abord di (KP(k)/KP) est finie car c’est une sous-extension d’une ex-
tension finie K, /K?. On a

Kﬁ+1(k)/Kﬁ+1 = Kﬁ(ls)KﬁH/KﬁKﬁﬂ )
donc

dil (K 4y (k) /Ky ) < i (EG(R)/KT)
C’est donc une suite décroissantes d’entiers, donc stationnaire pour n > ny.

S’agissant d’extensions d’exposant 1, on en déduit
(K7 (k), K] = [K7, (k), K7, ]

On sait que I'égalité des degrés [K1 L, KoL] = [K1, K2] (K1/K> finie) a lieu si et
seulement si K et Kyl sont Kp-linéairement disjoints. Donc K% (k) et K% sont
K? -linéairement disjoints; donc si B est une r-base de KP (k)/KZ , c’est une
r-base de KP(k)/KE. Donc KP(k) = UKP(k) = UKE(B) = (UKE)(B) = K?(B),
et comme B est p-libre sur chaque K,, (n > ng) et K,, croissante, B est p-libre sur
UK, = K. Donc c’est une r-base de K?(k)/KP. O

Fin de preuve du théoréme. Soit K/k une extension purement inséparable avec
di (k) fini. Posons K,, = k» "N K. On a K, /k finie et UK,, = K. Donc par le
lemme, il existe ng € N tel que pour n > ng on a di (K2(k)/KP) = di (K?(k)/KP?),
soit

di () — di (K, /k) = di (K) — dil (K/KP (k). =

Remarque 1.2. Le théoréme précedent contient le théoréme 1.2 (K/k finie) et le

oo

théoreme 2.2 (K = kP ).
Définition 2.2. Soit K/k une extension purement inséparable avec di (k) fini.
L’entier
di(k) —di(K)+di(K/K?(k))
s’appel le degré d’irrationalité de l'extension K/k.

On le note toujours di(K/k); il donne une mesure naturelle de la taille de
K/k. Le lemme précédent se traduit par soit (K,/k),>1 une suite croissante
d’extensions, avec di (k) fini; si K = UK, alors lim(di (K, /k)) = di (K/k). Nous
allons retrouver toutes les propriétés du degré d’irrationalité des extension finies.

Proposition 6.2. Soit L/k une sous-extension d’une extension purement insé-
parable K/k avec di (k) fini. On a

di (K/k) < di (K/L) + di (L/k),

avec 'égalité si et seulement si une p-base de L/k se prolonge en une p-base de



EXTENSIONS PUREMENT INSEPARABLES ... 137

Preuve. On a
di (K/k) =di(k) —di(K) +di (K/K"(k))
=di(k) —di(L) +di(L) —di(K) 4+ di (K/KP(k)).

Il reste & montrer que le degré d’imperfection di(K/KP(k)) est semi-transitif. Soit
A une p-base de L/k, A" une p-base de K/L. On a

L= LP(k)(A)

K = KP(L)(A") = KP(LP(k))(AUA") = KP(k) (AU A").
Donc

di (K/KP(k)) <|AUA'| <|A| + |A'| =di(L/LP(k)) +di (K/KP?(L)).

S’il y a égalité, di (K/KP(k)) = |AU A’|; donc AU A’ est une p-base de K/k.
Inversement, si A se prolonge en une p-base AU A’ de K/k avec AN A’ =0, on a
K = KP(k)(A)(A") = KL (k)(A)(A') = KP(L)(A")).

Il en résulte que A’ est une p-base de K/L; par suite, il y a égalité. [l

Proposition 7.2. Soit K/k une sous-extension d’une extension Q/k, L un sous-
corps de 2, avec di (k) fini. On a

di (L(K)/L(k)) < di (K/).

Preuve. Soit (K, /k)n>1 une suite croissante d’extensions finies telle que |J K,, =

n

K (exemple K, = kP "NK). Onal|JL(K,)= L(K) et L(K,)/L(k) finie. Donc
lim(di (L(Ky)/L(k))) = di (L(K)/L(K)) ,
et on a (par la proposition 4.2)
di (L(K,,)/L(k)) < di (K,/k) < di(K/k).
Proposition 8.2. Soient Ki/k et Ky/k des sous-extensions d’une extension
K/k, avec di(k) fini. On a:
1. di (K1(K2)/K2) < di(K1/k) avec Uégalité si K1 et Ko sont k-linéairement
disjoints.
2. di (K1(K2)/k) < di (K1/k) + di (K2/k) avec Uégalité si K1 et Ko sont k-
-linéairement disjoints et K /k, Ko/k purement inséparables.

O

Preuve. Soit (K1,/k)n>1 et (Kan/k)n>1 des suites croissante d’extensions finies
telles que | K1, = Ki et |JKa, = Ks. Si Ky et K sont k-linéairement dis-
joints, par la transitivité de la linéarité disjointe, K1, et Ko, sont k-linéairement
disjoints. Donc (par la proposition 4.2) di (K1,(K2)/K2) = di(K1,/k). Donc

On a di (K1, (K2n)/k) = di (K1,/k) + di (K2, /k); en passant aux limites on
obtient di (K7(K>2)/k) = di (K1 /k) + di (K2 /k). O

Théoréme 5.2. Soit L/L' une sous-extension d’une extension K/k, avec di (k)
fini. Alors:

di(L/L') < di (K/k).
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—-n

Preuve. Soit L, =k "NLet K, =k? "NK. Ona L, C K,,. Donc
di (Ln/k) < di(K,/k).
Par passage aux limites, on obtient di (L/k) < di (K/k). Donc
di(L/L') = di (LL'/kL') < di (L/k) < di (K/k). -

3. EXPOSANTS DES EXTENSIONS PUREMENT INSEPARABLE

Définition 1.3. Soit K/k une extension purement inséparable finie de caractéris-
tique p # 0, x € K. Posons: o(x/k) = inf{m € N : 2?" € k}, 0,(K/k) = inf{m €
N: K" C k}. Une r-base B = {ay,as,...a,} de K/k est dite canoniquement
ordonnée si pour j =1,2,...,n

o(aj/k(al, as, ... aj_l)) = ol(K/(al, as, .. .aj_l)) .

Remarque 1.3. Toute r-base peut étre canoniquement ordonnée.

Lemme 1.3. Si G = {a1,...,a,} une r-base canoniquement ordonnée de K/k,
alors

o(as/k(ar,...,as_1)) =inf{m e N :di (k(K?")/k) <s—1}.

Preuve. Posons o(as/k(ay,...,as_1)) = ms et m/, = inf{m € N : di (k(K?")/k)
< s — 1}. Par définition de la r-base canoniquement ordonnée de K/k on a:

pour tout i € {1,...,n}, a? " e k(al, ...,as-1), donc k(K”ms) Ck(ar,...,as—1)-

Par le théoreme 1 2 on a di(k(KP )/k) < s5- 1 donc m < ms. Supposons

mi < ms; ona di (k(Kpmg) s — 1 donc di (k(a} /S, ,ak"™ )) <s—1 (th. 1.2);
m m/ m! P

donc (af S, ,ab™ ) est r-1ié sur k, donc sur L = k‘(k‘( a . a™)) (prop.

1.2, §2); donc 11 existe 7 < s tel que

’ m! "

m’ m’ A m’ ml 41 L1
af "€ L(a) 7,... a5 1)—k( coal_af yeeo,ab )
Comme m/, < mg < m; on en déduit que
mi—m' —1
pm'S p I s Pt Pl pmi P
(aj ) € k(af Y B BN ) C k(ai,...,a;-1),

ce qui est absurde car m; = o(a;/k(a1,...,aj-1)). O

Il en résulte immédiatement ([11])
Théoréme 1.3. Les entiers o(a;/k(ay,...,a;-1)), (1 <i<n) sont indépendants
du choixz de la r-bases canoniquement ordonnée {a1,...,a,} de K/k.

On appellera o(a;/k(a1,...,a;—1)) le i-éme exposant de K/k et on le notera

0;(K/k). On a
01(K/k) > 0a(K/k) > -+ > 0, (K/K).
On pose 0;,(K/k) =0, si i > n.
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Proposition 1.3. Soit K et L des corps intérmédiaires d’une extension Q/k avec
K/k purement inséparable fini. Alors pour tout entier j, on a 0j(K(L)/k(L)) <
0;(K/k).

Preuve. Posons m; = 0;(K/k); on a

di (K (L) k(L)/k(L) = di (KP™ (k)(L)/k(L))
<di(k(K™")/k) <j—1;
donc o;(K(L)/k(L) < m;. O
Proposition 2.3. Si Ki/k et Ky/k sont deux sous-extensions de K/k, alors

K. /k et Ko/k sont k-linéairement disjointes si et seulement st 0; (K (K2)/K2) =
0j(K1/k), (Vj € N).

Preuve. Soit {as,...,a,} une r-base canoniquement ordonnée de Ki/k; on a
pour tout ¢ € N, 0;(K1/k) > 0;(K1(K2)/K2). Or
(K1 (K>) : K] = por KR/ Ka) - pon (R lB2)ES) — |y k]
:p()l(Kl/k) . pon(Kl/k) .
11 en résulte que pour tout ¢ € N, 0;(K1/k) = 0;(K:1(K2)/k). Réciproquement, on

a [K1(IG) : Kp] = [[ienp® M52/ 52) = [T p? 54 /%) = [K, : k). Done Ki/k
et Ko /k sont k-linéairement disjointes. O

Proposition 3.3. Soit K/k une extension purement inséparable finie, pour toute
sous-extension L/L" de K/k. Pour tout j € N, on a 0;(L/L") < 0;(K/k).
Preuve. On a

di (L' (LP

0 (K/k) 0 (K/k)

)/L') < di (L'(K*”"7)/L)
<di(k(KP7 ) k) <j—1.

Donc o;(L/L") < 0;(K/E). O

(K/k)

Remarque. Ce résultat permet de retrouver immédiatement le résulat de [10]
(page 132) sur les exposants de F/k avec F' = K(0), 6» € K \ KP. Posons
mj = 0j(K/k) et m}; = 0;(F/k). On a en comparant [F, k] et [K, k]
> (mf—my) =1

J

avec m} > m;. Donc il existe ¢ tel que
) {mi—l—l si =i,

m;j sinon.
Proposition 4.3 (Algorithme de complétion des r-bases). Soient K/k une exten-
sion purement inséparable finie et G un r-générateur de K/k. Si {aq,...,as} est

un systéme de K tel que o(aj/k(aq,...,aj—1)) = 0;(K/k), 1 < j < s, alors,
pour toute suite 0us11, Qsya, ... d’éléments de G vérifiant o(cy/k(aq,...,a;-1)) =
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maxqeg(o(a/k(a,...,aj-1))), j > 1, la suite s’arréte sur un plus grand entier n
tel que o(a,/k(aq,...,an—1)) >0 et on a {a1,...,a,} est une r-base de K/k.

Preuve. Soit m; = o;(K/k) , m} = o(a;/k(ai,...,aj-1)). Comme G est
un 7-générateur de K/k et que pour tout a € G, a?’ € k(aa,...,aj-1), on a

di (k(K?™)) < j — 1; donc mj > m;. D’autre part,

pZ;=1 m; = [k(()[l, .- .,Oét),k] < [K7 k] = pz:J i

Donc 22:1 m; <32, m; Vvt € N; done mj =mj; et on a k(... ,a,) = K. Dot
{a1,...,a,} est une r-base de K/k. O

Soit m; le j-éme exposant de K/k , {a1,...,a,} une r-base canomquement or-
donnée de K /k. Appliquons 'algorithme ci-dessus & k(K?") = k(al o).

Par récurrence sur j on obtient la proposition suivante.

Pr0p0s1t10n 5.3. Soit1<j<mn. Ona:

1)« Jek(alj,..a:; i) |

2) (Kp " = k(o J,...,a?_i).

3) Soit A; = {(11,. Ji—1) | 0<dr <p™ T, 0 <dj_q <Pt} alors
{(a1,.. .aj_l)p "I g€ AyY est une base de k(KP") sur k.

4) Soit n € N , j le plus grand entier tel que m; > n; alors {af ,...,a? }

est une r-base canoniquemnt ordonnée de k(KP")/k et sa liste des exposants est
(mi—n,mg—n,...,m; —n).

Dans ce qui suit nous allons généraliser la notion d’exposants aux extensions in-
finies K /k telles que di (k) est fini. Rappelons qu’une telle extension est d’exposant
non borné.

Remarque 2.3. Soit K,,/k une suite croissante d’extensions finies. Pour tout
entier j, la suite d’entiers o;(K,/k) est croissante. Donc 0;(K,/k) — oo ou
0j(K,/k) est stationnaire a partir d'un certain rang. Si o0;(K,/k) est bornée,
alors pour tout t > j on a 04(K,/k) < 0j(K,/k), et donc o.(K,,/k) est bornée.
Donc il existe un entier ¢ tel que:

1. V5 <t, 0j (K /k) — oo,

2. Vj >t 0j(K,/k) — e; fini.

Théoréme 2.3. L’entier t ci-dessus est égal ¢ di(k) — di (K) avec K = |J K,.
Soit ky = ( K?" (k). Alors K/k; est finie et on a :

lim 0;(K,/k) =00 pour j < t,
lim 0;(K,/k) = 0j—+(K/k1) pour j > t.

Lemme 2.3. Soit K/k une extension purement inséparable infinie avec di(k) fini.
La suite décroissante (KP* (k))een est stationnaire sur ky = K (k); on a K/k;
fini et k1 /k est la plus grande sous-extension relativement parfaite de K/k.
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Preuve. Soit B une p-base de K/k, L = k(B). On a K = K?(B) = K?(k(B)),
donc K/k(B) est relativement parfaite. k(B)/k étant fini, il existe un entier e
tel que k(B)® C k; il en résulte que KP* = K”Hl(k(B))pc C er+1(k); donc
KP (k) = K?"7' (k) = k(K?" (k))?. O
Preuve du théoréme: Soit e un entier; on a que K2 (k) est une suite croissante
et |J KP° (k) = K?"(k); donc pour n > ng, on a (par la proposition 6.2)
di (K2 (k) /k) = di (k1 /k) + di (K?" (k) /k1) = t + di (K?" (k) /k1) .
Donc di (K?°(k)/k) > t. Or si 0;(K,/k) était stationnaire sur un entier e, on
aurait (par le lemme 1.3) di (K2°(k)/k) < t — 1 pour n assez grand, contradiction.
Soit e tel que k1 = KP°(k); donc pour n assez grand,
di (K2 (k)/k) =t <t+1;
donc (par le lemme 1.3) 0p41(K,,/k) < e; donc o441 (K, /k) est borné.
Posons pour j > 1, e; = lim(os4;(K,/k)). Pour n assez grand, on a e; =
01+ (Kn/k). D’apres le lemme 1.3, e; est caractérisé par
di(KE” (k) /k)  <t+],
di (K277 (k)/k) >t+3.
Donc a la limite on a les mémes inégalités avec K a la place de K,,. Or
di (K*" (k) /k) = di (KP” (k) /k1) + di (k1/k) = di (KP” (k1) /K1) + L.
Par suite, d’apres le lemme 1.3, e; = 0, (K /k1). O

Définition 2.3. Soit K/k une extension purement inséparable avec di(k) fini.
Soit ki1 /k la plus grande sous-extension relativement parfaite de K /k. On appelle

sieme exposant de K/k, 'élément os(K/k), avec
0s(K/k) = 400 sis<t=di(k)—di(K),
0s(K/k) = 0s_¢(K/k1) sis>t.
Proposition 6.3. Soit K/k une extension purement inséparable avec di (k) fini.

Si (Kp/k) est une suite croissante (pour linclusion) de sous-extensions de K/k,
avec |y K, = K, alors limy, o0 05(Kp /k) = 05(K/k).

Lemme 3.3. Soit K/k une extension purement inséparable avec di (k) fini alors
05(K/k) = inf {m e N | di (K" (k)/k) < s} .
Preuve. Soit k1 /k la plus grande sous-extension relativement parfaite de K/k, et
soit t = di (k1 /k) = di (k) — di (K) alors on a
di (KP" (k) /k) =t + di (K?" (k1) /K1) .
Donc
di (KP" (k)/k) <s <= di(KP"(ki)/k1) <s—t

= m>o0s_+(K/ky)
<~ m>o0s5(K/k).
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O
Preuve de la proposition. Soit m = o,(K/k); di(KP"(k)/k) stationne sur
di (K?" (k)/k)(< s); donc pour n > ng, on a os(K,/k) < m. Soit m’ =
sup(os (K, /k)); pour n assez grand, di (K2 (k)/k) < s; donc di (KP" (k)/k) < s,
d’'oum <m'. O

Les deux propositions suivantes s’appuient sur le lemme ci-dessus exactement
comme les propositions 1.3 et 3.3.

Proposition 7.3. Soit K et L des corps intermédiaires d’une extension Q/k
avec K/k purement inséparable et di(k) fini. Alors pour tout entier j, on a
0j(K(L)/k(L)) < 0;(K/k).

Proposition 8.3. Soit K/k une extension purement inséparable avec di (k) fini.
Pour toute sous-extension L/L' de K/k et pour tout j € N, on a: 0j(L/L") <
0;(K/k).

4. EXTENSIONS MODULAIRES

On rappelle que K/k est modulaire si et seulement si pour tout n € N, K?" et
k sont KP" N k-linéairement disjointes. Soient m; le j-ieme exposant de K/k, et
{a1,...,a,} une r-base canoniquement ordonnée de K/k. D’aprés la proposition
5.3, pour tout 1 < j < n, il existe des C¢ uniques (£ € A;) tels que oszmj =
Zg Ce(ag, ..., ozj_l)pmjg. Ces relations s’appellent les équations de définition de
K /k car elles engendrent 'idéal maximal de toutes les relations entre les a;, 1 <
i < n, lequel détermine K /k.

Proposition 1.4. Si K/k est une extension purement inséparable finie de degré
d’irrationalité n et d’exposant mj, j € {1,...,n}, alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1) K/k est modulaire.

2) Pour toute r-base {ai,...,a,} canoniquement ordonnée de K/k, les Ce €
kN K?™ pour 1 <j<n.
3) Il existe une r-base {a1,...,an} canoniquement ordonnée de K/k telle que les

CgekﬁKpmj pour 1 < j<n.

Preuve. La condition 3 résulte de la condition 2; donc il suffit de montrer que
3=1=2.

1-ere étape: 1 = 2. On a que K/k est modulaire si et seulement si pour tout h € N,
k et KP" sont kN K?"-linéairement disjoints. Donc pour tout 7, (1 <j <mn), ket
K™ sont kN K?" -linéairement disjoints. Comme {(ay,...a;_1)? '§| € € A;}
est une base de k(K?"")/k, c’est une base de k/k N K?"’ | d’ot1 par identification
les C¢ € kN K?"™ . Inversement, si les C¢ € kN K?" | on déduit de [10] que K/k
est modulaire. O

Remarque. Ce critere de modularité permet de trouver facilement des extensions
non modulaires.
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Exemple. Soit P un corps parfait de caractéristique p > 0, k = P(X,Y,Z), K =
k(61,05), 01 = XP 7, 0, = XP 'yP " 4 ZP7' 11 est immédiat que o1 (K/k) = 2,
02(K/k) =1, 05 = Y0P + Z. Si K/k était modulaire, Y? ' et ZP ' € K; donc
K =k(X?P ", YP ' 2P ') C K et di (K'/k) =3 > di (K/k).

Proposition 2.4. Si K/k est une extension purement inséparable finie de degré
d’irrationalité n et d’exposant mj, j € {1,...,n}, alors les propriétés suivantes
sont équivalentes:

1. K/k est modulaire.

2. Pour tout h € {1,...,n}, di (K?

"IN KPP < h.

Preuve. Si K/k est modulaire, alors il existe une r-base {aq,...,a,} canon-
iquement ordonnée de K/k telle que K ~ k(a1) ®k -+ Q% k(o). Donc pour
tout j € {1,...,n}, pour tout b € {j,...,n}, ap?”" € k. On en déduit que
ap?? €k (my; > my). Dot KP o= (kN KP"7) (o™, a1 P"); par
suite, di (K?™ /k N KP"™) < 4, (j € {1,...,n}). Inversement: Etant donnée
{af,...,al,} une r-base canoniquement ordonnée de K/k, D’apres [10], pour mon-
trer que K/k est modulaire, il suffit de montrer que pour tout h € {1,...,n},
a”" e (kN KP4 o P, Fixons h € {1,...,n}; soit s le pre-
mier entier tel que os(K/k) = op(K/k). Si s = 1, alors a;LPMh € kn KP"™".
Par conséquent, oz%pmh e (kn Kpmh)(a’lpmh,...,agflpmh). Si s > 1, alors
{o/lpms Yoy a;_lpms} est une 7-base de k(KP?"")/k. Par la proposition 1.2, c’est
aussi une r-base de k(K?"")/k(K?™""). On en déduit qu'elle est r-libre sur
(k0 KP™ ) (KP™ ™). Mais comme di (K™ /k N KP™) < s, par la proposi-
tion 1.2, di (KP™ /(k 0 K*™)(K?™"")) < s. Donc K*™ = K™ = ((kn
EP" ) (KP™T ) (@4P Ll P = (e KPPl P, Do
e

P e (kN KPPl . O

mp,

Définition 1.4. Un corps intermédiaire L de K/k est dit e-corps intermédiaire
de K/k si 0j(L/k) = 0;(K/k) pour 1 < j < di(L/k).

Proposition 3.4. Si K/k est une extension purement inséparable finie de degré
d’irrationalité n et d’exposant mj, j € {1,...,n}, alors les propriétés suivantes
sont équivalentes:

1. K/k est modulaire.

2. Tout e-corps intermédiaire de K/k admet un supplémentaire.

3. Pour tout j, 1 < j < n, il existe un e-corps intermédiaire L de K/k avec
di (L/k) = j tel que L admet un supplémentaire.

Preuve. Montrons 1) = 2). Soit L un e-corps intermédiaire de K/k, et soit
(a1, ..., aj_1) une r-base canoniquement ordonnée de L/k. On la complete & une
r-base canoniquement ordonnée {a1,...,a,} de K/k (prop. 4.3). Ecrivons la
relation de définition

Oéjpmj = ZC&(OQ, ce ,Oéj_l)pmjg .
3
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Il existe £ tel que o(Cg_mj Jk(aq, ..., aj-1) = my car sinon o(ev; /k(au, ..., aj-1) <
my. Soit L' = k(ay, .. -yajq,Cg_mj); c’est un e-corps intermédiaire de K/k et

par récurrence, il admet un supplémentaire L. On a alors
K=(Lepk(C ) erL=LeopkC! ) enrl).

Donc L admet un supplémentaire.

Inversement: Pour tout j, (1 < j < n), il existe une sous-extension L/k
de K/k de degré d’irrationalité j, telle que o;(L/k) = 0;(K/k), (1 < i < j)
et L/k admet un supplémentaire. Ou encore pour tout j € {1,...,n}, il ex-
iste une r-base {aj,...,a,} canoniquement ordonnée de K/k telle que K ~
k(ai,...,aj-1) Qk k(aj,...,an); d'ou pour tout j € {1,...,n} et pour tout
he{j...,n}, an?™” €k (mj = o1(k(e,...,an)/k)). On en déduit KP"7 =
(kN KP" Y (a?™ ..., oz?jljl). Donc di (K™ /k N K?™") < j. Par la proposition
précédente, K/k est modulaire. [l

Les résultats 4.4, 5.4 et 6.4 suivants interviennent souvent (cf. [8] pour 6.4)

Proposition 4.4. Soient K1 et Ko des corps intermédiaires d’une extension K /k.
Supposons Ky et Ko k-linéairement disjoints. Soient L1 et Lo des sous corps
respectifs de Ky et Ko. Alors LoKy et L1 Ky sont kL Lo-linéairement disjoints.
En particulier, (LoK1) N (L1 K3) = kL1 Lo.

Preuve. Cela résulte de la transitivité bien connue de la linéarité disjointe. O

Remarque 1.4. Ce résultat s’étend a m corps Ki, Ka,..., K,, k-linéairement
disjoints. Soient L; sous corps de K;, L = [[ L;. Alors LK;,LKs>,...,LK,, sont
LEk-linéairement disjoints.

Comme application on a:

Proposition 5.4. Soit K/k une extension modulaire, soit (01,02, ...,0,) une r-
-base modulaire de K/k; soient ni,na,...,nn, des entiers et L = k(67*,652,
oo, 00 Alors K/ L est modulaire et (01,602, ...,0,)\ L est une r-base modulaire
de K/L.

Preuve. On pose K; = k(6;) et L, = K(6;"). O

Proposition 6.4. Soit K/k une extension purement inséparable et modulaire; soit
pour tout entier n, k, = k¥ " NK et K,, = KP" k. Alors kn/k, Kn/k, K/k, et
K/K,, sont modulaires.

Preuve. Comme K /k et kP " /k sont modulaires, k* " N K/k I'est aussi. Comme
KP""™ et linéairement disjoint avec KP?" et avec k, il est linéairement disjoint
avec KP" Nk. Donc KP"/K?" Nk est modulaire, et K/k,, aussi. Comme KP"
est KP" N k-linéairement disjoint avec k et comme KP"/KP" Nk est modulaire,
K, /k Vest aussi (cf. fig. 1). La modularité de K/K,, résulte de la transitivité bien
connue de la linéarité disjointe (cf. fig. 2). O
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(kN KP") ———— kK?P"

LS

K? Nk

fig. 1 fig. 2

Proposition 7.4. Soit L/k une sous-extension d’une extension modulaire finie
K/k, avec di(L/k) = di(K/k). Soit s le plus grand entier tel que os(L/k) =
on(L/k) avec n = di(L/k). Alors il existe une r-base canoniquement ordonnée
(a1, 2,...,a,) de L/k tel que L = k(o ag,...,05-1) Q k(as) @ -+ Qk k(an).

Lemme 1.4. Soit K/k une extension modulaire finie; soit (01,0a,...,0,,) une r-
-base canoniquement ordonnée et modulaire de K/k, soit n; = 0;(K/k), soit s un
entier positif. Alors

K NK =kOP" 6P

no—s ni—s

SO0 0, 00)

ot Uentier i est tel que n; > s > nip1. Sa liste d’exposants est (s,8,...,8,Ni+1,
M)
Preuve. En posant L = k(0;11,0;12,...,0), on se ramene a s < n,, (cf. propo-
sition 5.4). On a
k= k(O 080 ) kP T NK
et pour j=1,2,...,m,on a
0j(k1/k)=s<o;(k* NK/k)<s

Donc 0j(k? "NK/k)=set ki =k» NK O
Remarque 2.4. Le lemme ci-dessus, la proposition 5.3 et la proposition 5.4 mon-
trent que si K/k est une extension modulaire finie, si (61, 0, . .., 0,,) est une r-base
canoniquement ordonnée et modulaire de K/k; les corps L = k(67*,052,...,00%m)

contiennent les corps k¥~ N K et KP"k et sont tels que L C L', alors L'/L est
modulaire.

Preuve de la proposition. Notons que o;(K/k) = e; et 0;(L/k) = €. Soit
(a1, g, ..., ay) une r-base canoniquement ordonnée de L/k; soit H = L(kpfe/" N
K). Par lalgorithme de complétition des r-bases, (a1, as,...,q,) est aussi une
r-base de H/k donc H = L (autrement dit, P NK L). Posons Hy =
k(ag,aq, .. .,as_l)(kpfe;l NK). Ona Hy C Letpour 1 <j<s-—1,

Oj(k'(()él,()ég, e ,Oés_l)/k') = OJ(L/]C) S Oj(HQ/k) S OJ(L/k‘)
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alors que pour s < j < n,
0j (k""" N K/k) = 0;(L/k) < 0j(Ha/k) < 0j(L/k).

Donc Hy = L. Dot il existe by, ...,b, € kP~ " NK/k tels que (ai,...,as_1,bs,
.., bp) soit une r-base canoniquement ordonnée de L/k. Or

6;- = oj(bj/k(oq, .. .,bj_l)) S Oj(bj/k) S 6;- .
Donc L = k(ag, o, ..., as—1) Qk k(bs) Qf - - Q k(bp)- O

Corollaire 1.4. Soit K/k une extension purement inséparable et modulaire avec
di (K/k) < 2. Alors toute sous-extension L/k est modulaire.

Preuve. On se ramene & L/k finie; donc il existe s tel que L C k7 N K. g

Proposition 8.4. Soit K/k une extension purement inséparable finie (respective-
ment, et modulaire), et soit L/k une sous-extension de K/k (respectivement, et

modulaire) avec di(L/k) = s. Si KP C L alors il existe une r-base canon-
iquement ordonnée (respectivement, et modulaire) (a1, qa,...,an) de K/k, et
e1,€e2,...,es € {1,p} tels que (af',ad?,...,a%) soit une r-base canoniquement

ordonnée (respectivement, et modulaire) de L/k. De plus, pour 1 < j <'s, on a
0j(K/k) = 0;(L/k), auquel cas ej = 1, ou 0;(K/k) = o0;(L/k) + 1, auquel cas
€; =D.

Preuve. On a K? C L; donc K C LV d'ot d;(kV K? [k) < di(kV LV [k),
avec j = o,(L/k) + 1; cela donne o, (K/k) — 1 < o,(L/k) < 0.(K/k).

Supposons construit une r-base canoniquement ordonnée (respectivement, et
modulaire) qui vérifie les propriétés de la proposition ci-dessus jusqu’a ’entier
7 <s.

1" cas: 0j41(L/k) = 0j11(K/k); dans ce cas par algorithme de complétition

des r-bases (respectivement, la proposition 3.4), on peut trouver a;y1 € L
tel que

o(ajs1/k(at 0, .., a57)) = 0511 (L/K)
(respectivement, et = o(aj41/k))

Dans ce cas,

olaji1/k(ar, az,. .., a;)) = o(aji1/k(af, ab, ..., o))
= o(ajp1/k(af, a?,. .. ,a;j))
= 0j+1(K/k)

(respectivement, et = o(aj+1/k));

on obtient donc une r-base (a1, a9, ..., a541,...) de K/k qui vérifie les pro-
priétés de la proposition ci-dessus jusqu’a l'eniter j + 1 < s.
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gieme cpq; 0j+1(L/k) = 0j41(K/k)—1; dans ce cas, par l'algorithme de complé-
tition des r-bases (respectivement, la proposition 3.4), on peut compléter
(aq,0,...,0;5) & (a1, as,...,05,a;41) de facon & ce que
o(aj1/k(ar, az, ..., a5)) = 0j+1(K/k)

(respectivement, et = o(aj+1/k)).

Alors
ol /k(ar,az,...,a;)) = o(a | /k(af, o, ..., k)
= o(oz?Jrl/k(ail,agz, .. ,a;j))
— 0j1(L/k)
(respectivement, et = o(aj1+1/k)).
On obtient donc une r-base (a1, aq,...,®j4+1,...) de K/k qui vérifie les
propriétés de la proposition ci-dessus jusqu’a ’eniter j + 1 < s. [l

Soit K/k une extension modulaire; la proposition 5.4 indique que les corps
intérmédiaires de K/k de la forme k7 " N K ou kKP" sont tels que si un L est con-
tenu dans un autre L', alors L'/ L est modulaire. Si K/k est équiexponentielle ou
relativement parfaite, ce réseau de corps intermédiaires présente plus de régularité
comme le montre la proposition suivante.

Proposition 9.4. Soit K/k une extension purement inséparable, relativement
parfaite et modulaire (respectivement finie équiexponentielle). Pour tout entier
n, posons k, = kP~ N K; soit t = di (K/k); soient n,m € N avec n < m respec-
tivement n < o(K/k)), alors on a:

o di(ky,/ky) = t; donc [kn, k] = p™;

o Lk, /ky est équiexponontielle d’exposant m — n;

° kﬁ_(m_") e

NEK =ky et kk2 " =k,.

Remarque 3.4. Toute extension équiexponentielle K/k est une sous-extension
d’une extension K'/k relativement parfaite et modulaire. En effet si (a1, az, ..., am)
est une r-base canoniquement ordonnée de K/k, K, = k(a’f_n,a‘g_n, coal ") et
K’ = |J Ky, alors il est facile de vérifier que K'/k est relativement parfaite (car

K, C kK! ) et modulaire (car réunion croissante d’extensions modulaires).

Preuve de la proposition. Soit (01,0s,...,0;) une r-base canoniquement or-
donnée et modulaire de k, /k; soit e; = o(6;/k). On a k(65 1, 05271, ... 6971
k1 C kp; par suite, di(k,/k) = di(k1/k); donc di(ki/k) = supdi(k,/k) =
di(K/k) = di(k) — di(K) (cf. définition 2.2 et interprétation du lemme 1.2).
Comme K/k; est aussi modulaire et di (K/ki) = di(K/k), on a di(ks/k1) =
di (k1 /k) = t. Par suite, di (ky /kn) = t; donc [k, k] = p™~™*; donc k,, /k, est
équiexponentielle d’exposant m — n. Comme kkfnm_" C ky, les deux extensions
étants équiexponentielles, ayant méme exposant (cf. proposition 5.3) et méme
degré, elles sont égales. O
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Soit K/k une extension purement inséparable avec di (k) fini. Dans la suite,
on note UJ(K/k) = j — os(k* " N K). Soit k; = k* * N K. Comme k¥, C kj,
par la proposition 8.4, on a o5(k;/k) < 0s(k;jy1) < 0s(k;/k)+ 1. Il en résulte que
pour tout entier s, la suite (U7);>1 est croissante. De plus, si K; C K, on a

Ui (Ka/k) C UL (K1 /k).

Proposition 10.4. I est équivalent de dire:

1. K est modulaire sur une extension finie de k.
2. Pour tout s € [1,t] avec t = di (k) — di (K), la suite (U);>1 est bornée.

Preuve. Supposons (1). Si K/k est modulaire, d’aprés la preuve du lemme
2.3, il existe jo tel que K/kj, est relativement parfaite (et modulaire). Par la
proposition 9.4, pour j > jo on a que k;/kj;, est équiexponentielle d’exposant
J — Jjo et di(k;/kj,) = t. Donc pour tout s € [1,¢], on a U = U7

Si K est modulaire sur une extension finie L de k, comme L/k est finie, il existe
n tel que L C ky,. Parsuite, L? 'NK C ky;. Donc os(LP ' NK/L) < 0s(kny;/k);
donc UM (K /k) < n+ UJ(K/L); donc UM (K /k) est stationnaire pour j assez
grand.

Supposons (2). Donc pour j > jo, on aura que pour tout s € [1,t], os(kjy1) =
os(kj/k) + 1 (et di(k;/kj,) = t). Par suite, k;/kj, est équiexponentielle, donc
modulaire; par suite, K = J k; est modulaire sur kj,. O

Théoréme 1.4. Soit K/k une extension purement inséparable avec di(k) fini.
Alors la plus petite sous-extension M/k de K/k telle que K /M est modulaire n’est
pas triviale (M # K ); plus précisement, si K/k est infinie, alors K/M est infinie.

Une étude détaillée autour de ce théoreme se trouve dans [3].
Preuve. Récurrence sur ¢t = di(k) — di(K). Sit¢ = 0, alors K/k est finie.
Comme par la proposition 1.2, K # KP?(k), sauf si K = k, et comme K/KP(k)
est modulaire (car équiexponentielle), on a M C KP(k), donc M # k. Sit > 0,
et si les suites (U?);>1 (s € [1,1]) sont bornées, alors par la proposition 9.4, M/k
est finie, donc K/M est infinie. Sinon, on a U?(K/k) = 0. Soit i le premier
entier tel que (U7 (K/k))jen soit non borné; donc pour j > jo, on a elt! =
eJ + 1 pour tout s € [1,i — 1]. Comme k;-’ﬂ C kj;, par la proposition 8.4, il
existe une r-base canoniquement ordonnée (ai,as,...,a:) de kjy1/k telle que
(af,ob,...,af_, ..., af") soit une r-base canoniquement ordonnée de k;/k. Soit

K; = kkS*. Donc

J J J
1+ei 1+ei 1+ei

K;=k(a "o ", .00 ")
eI tt It GIt1
Kj+1=k‘(0111)1 ,05;51 ,...,Oé;f:l )
J+1 J+1

On a K; C Kjy1. Par définition de 4, on a 14 ¢! > /" c'est-a-dire ¢! = ¢
pour une infinité de valeurs de j. Pour ces valeurs, on a di (K;41/k) =i — 1, car

o J+1 _ g+l Joo_— JJ J J eg g
sinon on aura e; '~ =¢€;; =1+e¢e/_; =¢j, ie e > e_;, ce qui est absurde.

Comme (di (K;/k)) est une suite croissante d’entiers bornée (par di(K/k)), il
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en résulte qu'elle stationne sur ¢ — 1. De plus, K; # Kj;1, car sinon K; =
Kji1 = K7, (k), par suite K;1 = k (cf. proposition 1.2), ce qui est absurde
car i —1 > 1. Posons H = |J K;; donc H/k est infinie et di(H/k) =i —1; de
plus, H/k est relativement parfaite car Kfﬂ(k) = K; pour une infinité de j; donc
di (k) —di (H) = i—1(> 0); donc 0 < di (H) —di (K) = t— (i— 1) < di (k) — di (K).
Par ’hypothese de récurrence, K est modulaire sur une extension M’ de H avec
K /M’ infinie; comme M C M’, alors K/M est infinie. O

Dans ce qui suit, on donne un exemple d’extension K/k vérifiant que pour toute
sous-extension propre M/k de K/k, K/M est non modulaire.

Soit A; une suite de parties de N vérifiant

Ai n Aj == (Z),
|Ai| =1.
Exemple.
—1 1
Al = {0} 7A2 = {172}7143 = {374a5}7'~~aAn = {n(n2 )v n(n;— ) - 1} .
On note A,, = {i},4,...,i"}. Soit P un corps parfait de caractéristique p # 0;

soit (Zn)neu 4, un systeme algébriquement libre sur P, k = P(Zn)ney 4, et K =

k‘(tfioo) avec

t1 = Z’L% )
—1
tr=Z;z + Zﬁt’l’ , .
-1 — (142
t3 = Z1§ + Zigtg + Zﬁtzl) ,
tn:ZZig_jthﬂ? (S; =142+ +7).
7=0

Soit L/k une sous-extension de K /k telle que K/L est modulaire. On montre
—oo —n+1
que t! € L pour tout i; par suite L = K. Supposons que t} ¢ L,ona

pon
tp41 = Tn + Zi;z-utl ,

1 -s
Tn =Lt + Lna1tl 4+ -+ + Z~n+1tg
N i n iy

n—1

n(n—1)
2

Posons e,, = + 1; 0on a

n41

pm __ pn P 4p”
typr =Tn + ZinJrltl
1

en+1

Par le choix de e,, 2" € k. De plus K/L est modulaire; donc KP
en en —n+1
et L sont KP™"" D) ! ) C
en en —n+1 —n+1 en en —n1
K L @) = L) et K2 sont (K L)@ " )-
-linéairement disjoints (cf. proposition 4.4). En particulier, L(¢} YN KP

N L-linéairement disjoints. Comme (K?

en+1
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en+1 en+1 pEn en+1

—n+1 en —n+1
(KP" " n L)@ "), Comme 27, € L)y nKrT #T e (K7 0
—n41 —n+1 —n+1 en . . .
L) ") et comme o(t? " /L) = o(t? " J(K*™"" N L)), par identification
et 70 e Ko e 20 € K. Soit G = A\ {inth ittty k=
n /L"{L+1 y eI i1+1 . - 7 n+17%1 s vl —
oo - —5n
k(ZY  ieg et K1 = k(TP ) avec T = Zi"ﬂ + Zi?+1t’f . Ona K C K; car
pour i # n + 1, il est clair que tfim € Ki. Powwri=n+1l,onat,y; =T+7r

o —oc . 1 1
avec r* € Ki. Donc th_ , € Ki; par suite Zianrl € Ki; donc an+1 € Ky,
1 n+41

mais alors di (k; (Z%;Z,an;})/kl) =2 <di(Kyi/k1) =1, ce qui est absurde, donc

" € L. Posons A} = A; \ {i*}. Le méme argument, modulo les constantes

—S(m— —oo — oo
Zimt} " ¢ L, montre que 5 € L et de méme ¥ € L pour tout i. Par
suite, L = K. [l

5. 1°T® GENERALISATION D’EXTENSIONS SIMPLES

Proposition 1.5. Soit K/k une extension purement inséparable. Il est équivalent
de dire:

1. L’ensemble des corps intermédiaires de K/k est totalement ordonné pour
Uinclusion.

2. K est réunion croissante d’extensions simples.

3. di(K/k)=1.

4. Toute sous-extension propre de K/k est simple.

5. Toute sous-extension finie de K/k est simple.

Preuve. Montrons (1) = (2). Soit (1) et E = {k(0)|0 € K}. Si E est fini,
par (1), K =J k() = k(g) avec k(g) le plus grand élément de E. Si E est infini,
on peut construire une suite strictement croissante k(61) C k(f2) C .... Soit
x € K; il existe 7 tel que [k(6;), k] > [k(x), k]; on ne peut donc avoir k(6;) C k(x);
donc k(z) C k(6;); donc K = |J k(0;). 11 est évident que (2) = (3). D’apres le
lemme 1.2, (3)== (4). En effet, supposons (3). Si K/k est fini, alors le résultat
est bien connu, sinon comme di (K/k) = di(k) — di(K) + di (K/KP(k)) = 1 et
comme di (k) —di(K) > 1, on adi (K/KP(k)) = 0. Soit K/k relativement parfaite;
soit L/k une sous-extension propre de K/k. Si L/k est infinie, soit L,/k sa plus
grande sous-extension relativement parfaite. On a par la proposition 6.2 1 =
di(K/k) = di(K/L,) + di(L,/k) = 2, ce qui est absurde. Donc L/k est fini.
Comme di (L/k) < di (K/k) =1, il en résulte que L/k est simple.

(4) = (5): immédiat.

Montrons (5) = (1). Soit (5), soient Ly, Ly des corps intermédiaires de K/k.
Si Ly ¢ Lo; soit © € Ly \ Lo; soit y € Lo, on a k(z,y)/k est fini, donc simple; donc
k(x) C k(y) ou k(y) C k(z); or k(x) ¢ k(y) C Lo; donc k(y) C k(x); par suite,
Ly C k(z) C Ly. O
Définition 1.5. Une extension K/k purement inséparable est dite simple de deux-
ieme espece ou 2-simple si elle vérifie les propriétés équivalentes de la proposition
ci-dessus.
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Les extensions de L. Kime k(zP ~)/k (cf. [8]) sont 2-simples; cependant, des
que di(k) > 2, il existe des extensions K/k 2-simples qui ne sont pas de cette
forme.

Exemple. Reprenons le contre-exemple de la section 2; £k = P(X,Y) avec P
parfait de caractéristique p > 0; (X,Y) algébriquement libre sur P, et K = |J k(T})
avec Tp = Y et T; = TV, _SlX . Alors K/k est 2-simple car réunion croissante
d’extensions simples; on a montré que P = (| K P". donc K n’est pas de la forme
k(zP~ 7).

Si k est dénombrable avec di (k) > 2, on peut par un argument de dénombrement,
montrer Pexistence d’extensions 2-simples qui ne sont pas de la forme k(zP™ ).
Pour cela, soit dans k? ~ une extension k(6)/k simple de degré p™. Montrons qu'il
existe dans kP une infinité non dénombrable d’extensions L/k(6) de degré p sim-
ples sur k. Soit z = 7" et y € k\ kP(z); soit A € k*; posons Ly = k‘(@p_1 —i—)\yp_l).
Si A # X, alors Ly # Ly; sinon (X — )\’)y”_1 € Ly donc 07 ' € Ly, donc
y? € Ly = k(6P1), soit y? € k(6P" "), soit y € kP(z), contradiction. Par
suite, il existe dans k” ~ une infinité non dénombrable d’extensions 2-simples de
k, alors que les extensions k(z?  )/k sont au plus dénombrables.

La proposition qui suit donne un critere de modularité pour les extensions
F(0)/k avec F/k 2-simple.
Proposition 2.5. Soit F/k une extension 2-simple, 03 € kP \ F telle que
[F, k] > [k(02),k]. 1l est équivalent de dire:

1. F(02)/k est modulaire.

2. V0, € F, k(61,02) modulaire.

3. 301 € F, (01,02) canoniquement ordonnée et k(61,62) modulaire.

4. 304 € F(03), tel que F(03) = F ®y, k(05).

Noter que (61,62) canoniquement ordonnée signifie que (61,602) r-libre et

o(01/k) > o(02/k).

Lemme 1.5. Soit k un corps commutatif de caractéritique p # 0; soient 01,65 €
kP~ tels que 6, ¢ k(f2). Pour toute extension simple k(') D k(61), on a
0(02/k(0")) = o(02/k(61)).

Preuve du lemme. Soit s = o(62/k(0:1)); donc k(62) N k(01) = k(%)s) C k(0.
Par suite, s > s’ = o(62/k(0")). Si 9§Sl ¢ k(61), (k(%)s,) et k(1) étant tous deux
dans k(6")), on aura k(6;) C k(@gS,), donc k(01) C k(f2), ce qui est contraire aux
hypotheses du lemme; par suite, 9§Sl € k(#1); donc s < §', done s = ¢'. [l

Preuve de la proposition. Ona (1) = (2) car di (F(f2)/k) < 2 et on applique
le corollaire 1.4.

(2) = (3) immédiatement par les hypotheses de la proposition 2.5.

Montrons (3) = (4); soit (3); par la proposition 4.3, comme o(61/k) > o(02/k),
on peut compléter 6; en une r-base modulaire (61, 605) de k(61,02)/k. Soit §' € F
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tel que k(61) C k(¢'); par le lemme o(65/k(8")) = 0(05/k(61)) = o(05/k), soit
k(0',04) = k(0") @ k(6); done F(0)) = F ® k(05) et il est immédiat que F(62) =

Montrons (4)= (1); soit (4). Alors F(62) est réunion croissante d’extensions
modulaires k(6;,65), donc modulaire. O

Le théoreme qui suit décrit en particulier toutes les extensions purement insé-
parables d’un corps de fractions P(X,Y’) avec P parfait.

Théoréme 1.5. Si di(k) < 2, alors toute extension purement inséparable (et
modulaire) K/k est produit tensoriel d extensions 2-simples.

Preuve du théoréme. On suppose bien siir K/k infinie, le cas fini étant bien
connu. Soit K, /k la plus grande sous-extension relativement parfaite de K/k. On
adi(K,) <di(k) <2. Sidi(K,) =0, alors K, est parfait; donc

K=K, =k )orky? ),

ot (z,y) est une p-base quelconque de k. Si di (K,) = 1, alors K,./k et k* /K,
sont 2-simples. Comme K /K, est une sous-extension finie de k? /K, elle est
simple; donc K = K,.(0) avec 6 € K; comme K /k est modulaire, car sous-extension
de Iextension modulaire kP~ /k et di(k?"~ /k) = 2 (cf. corollaire 1.4), alors par
la proposition ci-dessus, K = K, ® k(6). O

Meéme sous 'hypothese di (k) < oo, il existe des extensions modulaires K /k qui
ne sont pas produits tensoriels d’extensions 2-simples. Dans [5] J. K. Deveney
a construit une extension purement inséparable K/k infinie et modulaire, ayant
toutes ses sous-extensions propres L /k finies et telle que pour tout entier n, [k‘pfn N
K, k] = p*™; par suite cette extension n’est pas 2-simple car sinon [k?  NK, k] =
et ne peut étre produit tensoriel d’extensions 2-simples car sinon elle aurait des
sous-extensions propres infinies.

6. 2°M€ GENERALISATION D’EXTENSIONS SIMPLES

Définition 1.6. Soit K/k une extension purement inséparable avec di(k) fini.
On dit que K/k est simple de 3leme gonoce (ou 3-simple) si elle est simple au
sens ordinaire ou si K/k est modulaire relativement parfaite et telle que toute
sous-extension propre de K/k est finie.

Dans [5] les extensions K/k vérifiant que toute sous-extension propre de K/k
est finie sont appellées extensions “wgp-generated”.
gtme

Remarque 1.6. Les extensions simples au sens sont simples au 3°™€ sens.

Le contre-exemple de J. K. Deveney (cf. §5) montre que l'inclusion est stricte.

Remarque 2.6. Le fait que toute sous-extension propre de K /k est finie équivaut
a dire que le degré d’imperfection des corps intermédiaires de K/k saute de di (k)
a di (K) sans prendre de valeurs intérmédiaires!
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Théoréme 1.6. Toute extension purement inséparable K/k avec di(k) fini est
composée d’extensions 3-simples.

Preuve. Le résultat est immédiat si K/k est finie, sinon considérons une suite
d’extensions

Ky=K— K — - — K, =K
avec K;11/K; infinie (exemple Ky = k — K; = K). On a alors

n—1
di (k) — di (K) = di(K;) — di (K1)
=0

Comme K;1/K; est infinie, on a di (K;) — di (K;41) > 1; donc n < di(k) —
di (K) et n est borné. Choisissons n maximum; il en résulte que chaque extension
K;y1/K; est sans sous-extension propre infinie. On est ramené & démontrer le
résultat pour K/k sans sous-extension propre infinie. Soit k1/k la plus grande
sous-extension relativement parfaite de K/k. On sait que ki est modulaire sur
une extension finie L de k (théoreme 1.4); alors K/k est composée d’une extension
finie L/k, d’une extension 3-simple infinie k;/L et d’une extension finie K/ky
(lemme 2.3). O

Nous allons dans la suite de cette section, montrer que la taille d’une exten-
sion 3-simple peut étre arbitrairement grande, étendant ainsi le contre-exemple de
J. K. Deveney [5]. Ensuite nous montrons qu'il existe des extensions K/k modu-
laires, avec di (k) fini qui ne sont pas produits tensoriels d’extensions 3-simples.

Théoréme 2.6. Soit K/k une extension purement inséparable, relativement par-
faite et modulaire; soit L/k une sous-extension finie de K/k (L # k). Si K/L
est modulaire, alors pour tout entier n > e = o(L/k), k? " N K/k(LP" ") est

modulaire; en particulier K/ k(LP") est alors modulaire.

Lemme 1.6. Avec les hypothéses du théoréme ci-dessus, soit i = di (K/k) et soit
s le plus grand entier tel que 01(L/k) = 0s(L/k). Alors pour tout entier n > 1, on

adi® " NK/L)=ietor(k* " NK/L) = 0j—e1 (k"7 N K/L) = n.
Preuve. Soit (a1, @9,...,q;) une r-base canoniquement ordonnée de L/k. No-
tons K,, = k» "’ N K. Par la proposition 9.4, di (K, /k) =i pour tout entier n.
On a

k— k(a,a0,...,as) — L — Ky — K, .

Soit B une r-base canoniquement ordonnée de Ky/L. Donc Ky = k(a1, ag,
...,a;,B). Comme |B| < di(Ko/k(o,ae,...,as)) =i — s (propositions 3.4 et
2.2), par l'algorithme de complétition des r-bases, on a Ky = k(aq, as, ..., as, B).
Donc B est une r-base de Ko/k(aq, aa,...,as); donc di (Ko/L) = |B| =1i—s (cf.
proposition 2.2). On a K" (L) = K" (kL) = K, L = K; (proposition 9.4) et
KP"(L) = Ko; donc di (K" "(L)/L) = i et di (K?"(L)/L) = i — s; donc par le
lemme 1.3, pour tout j € [i — s + 1,4, on a 0;(K,,/L) = n. O
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Preuve du théoréme. Notons tojours K,, = kpf(eﬂ) NK. Ona K, C

L n K, 12" 0 K/L modulaire et di (LP T N K/L) = di (K, /L) = i
(car di (K,/Kp) =i < di(K,/L) < di(K,/k) = i). Par la proposition 7.4, il
existe une 7-base canoniquement ordonnée (a1, as,...,a;) de K, /L telle que

K, = L(al,ag, L. ,ai,s) XL L(ai75+1) R, - QL L(al)| .

En particulier a?n € L pour tout entier j € [i —s+1,1]. Soit (b1,bo,...,b;) une
r-base de L/k; donc K,, = k(b1,b2,...,bj,a1,a2,...,a;). Comme o(bs/k) < e par
I’algorithme de complétition des r-bases,

K, = k(a1,az,...,a;) = k(a1) ® - @, k(a;)

(car K, /k est équiexponentielle). De plus, o(a;/k) = n + e; donc o(a?n/k) =

e et comme a?n € L pour tout entier j € [i — s + 1,i], on peut compléter

n

(. .,afn) en une r-base canoniquement ordonnée de L/k. Par suite,
k(LPC_l) = k(afj:__ll, o afn+e_1)). Donc Kn/k(LpE_l) est modulaire (cf. propo-
sition 5.4). 0

Le théoreme ci-dessus donne donc un résultat de modularité. Par opposition,
on un résultat de non modularité

Proposition 1.6. Soit M/k une extension purement inséparable finie et équiexpo-
nentielle d’exposant > 1. Soit n = di (M/k) avec n+ 1 < di(k). Soit L une
sous-extension propre de kP~ N M. Il existe une extension purement inséparable
M’ de M vérifiant:
e M'/L non modulaire;
o M'/k équiexponentielle d’exposant o(M/k)+1 avec di(M'/k) = di (M/k) =
n.

Preuve.
e Soit M/L est non modulaire; soit (aq, as, ..., a,) une r-base canoniquement
ordonnée de M/k. On pose M' = k(aﬁj_l,ag_l,...,aﬁ_l). Alors M'/L
est non modulaire, sinon M'PL/ = M/L serait modulaire; par suite, M’

convient.

e Soit M/L est modulaire; soit e = o(M/k) > 2. On a
k—L—k NM-—k NM-—k NM=M.

Comme M /k est équiexponentielle, par la proposition 9.4 on a EMPTT =
kP A M et kMPT" = kPC 0 M; done LMP" ' = kP N M et LMP
kP N M. Soit j = di (LMP" /L) = di(k* N M/L); on a j €|1,n[ car
L#k kP nM. Soit i < j;on a

di (LM? ' JL) = j>i,
di(LMP" /L) = 0<i
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Donc (par le lemme 1.3 ) 0;(M/L) = e. De méme pour i < j + 1,

di(LM? /L) = n>i,
di (LM? /L) = j<i.
Donc 0;(M/L) =e— 1.

Soit (b1,ba,...,b,) une r-base canoniquement ordonnée et modulaire de
M/ L; par Palgorithme de complétition des r-bases c¢’est une r-base canon-
iquement ordonnée de M /k, donc modulaire (car M/k est équiexponentielle).
On a di(k) > n+1; donc 3t € k tel que (b7, b5 ,... b8" ) p-indépendant
sur k. Soit

M':k(bf‘f_l,bg_l,...bp (bt +b,)P )

»Yn—1>

done M' = L(® 08 ..., "y, (bit +by)? ). Ona

yYn—1»
o(byt + b /LY B8 W) =e—1,
carsi (bt-+b,)P" € LY 08 ... 0P ), alors b2" € LY B8 ... bP_)),
donc b2" € L (cf. lemme 1.5) donc m > e—1. Par suite, (b’f_l,b‘g_l, N 11,

(b1t + bn)p_l) est une r-base canoniquement ordonnée de M'/L. Si M'/L
était modulaire, le critere de modularité (proposition 1.4) s’applique; on a
(bt +b,)P =62 T b done t7° b2 € MY, done tP b €
M5 or di (kB 08, .. 60 02 Y k) = n+ 1> di (M'/k). O
Soit j un entier > 1. Construisons maintenant une extension 3-simple K/k
vérifiant que Vn € N, [k’f N K, k] = p™. Pour cela, soit k un corps commutatif
dénombrable avec di (k) > j+1; soit (X7, XQ, ..., X;) un systeme p-libre sur k; on
pose My = k(Xfﬁl,Xgil, . ,ijil). Soit E = {sous-extensions propres de kPN
Ms}. Comme k est dénombrable, E est dénombrable. Donc on peut écrire E =
{Ly | n >3} Par la proposition 1.6, il existe une suite d’extensions croissantes
(M,,/k) vérifiant:
e M, /L, non modulaire;
e M, /k équiexponentielle d’exposant n.

Soit K = UM,
Théoréme 3.6. K/k est 3-simple avec
VneN, [k "NKkl =p"
(autrement dit, di (K/k) = j).

Ce théoreme fait 'objet d’une étude séparée dans [2].
Pour la preuve on aura besoin en plus de:

Lemme 2.6. Soit K/k une extension purement inséparable, relativement parfaite
et modulaire. Soit S/k une sous-extension de K/k relativement parfaite, L/k
une sous-extension de S/k. Si S/L est modulaire, alors K/L est modulaire, (en
particulier K/S est modulaire).
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Preuve du théoréme. Soit S/k une sous-extension propre de K/k; supposons
S/k infinie. Par le théoréme 1.6, il existe une sous-extension S’/L’ de S/k 3-simple,
(donc modulaire) avec L' /k fini et S’/ relativement parfaite. Soit L = L'?” N5';
on sait que S’/ L est modulaire (proposition 9.4) donc par le lemme ci-dessus, K /L
est modulaire. Par le théoreme 2.6, pour n assez grand, k? " N K/k(LP" ") (e =
o(L/k) > 1) est modulaire, et on a k(LP" ') C kP~ NS et k(LP" ') £ k,k?  NK
(car & C K,8' # K = di(k? N S'/k) < di(S'/k) < di(K/k) = di(k?" N
K/k)); donc 3n tel que k(LP" ) = L,. Or k? "NK = M, car M, Ck* "NK
et les deux extensions ont méme degré. Donc M,,/L, est modulaire pour un
entier m > n, donc LnM,’;Lm_n/Ln modulaire. Soit par la proposition 9.4 M, /L,
modulaire. Une contradiction. |
Preuve du lemme. Comme k et KP" sont k N KP"-linéairement disjoints
et SP"(KP" NL) c K?", alors kSP"(K?" N L) = S et K" sont S?" (K?" N L)-
-linéairement disjoints (cf. proposition 4.4 et figure ci-dessous). Comme SP” et L
sont linéairement disjoints et K?" N L C L, alors SP" (K?" N L) et L sont K?" N L-
-linéairement disjoints. Par la transitivité de linéarité disjointe, K?" et L sont

KP" N L-linéairement disjoints. (|
L S K
7 L e
Kr'nL—=SP (K NL) KP"
7 7 i i 7 S/
s NL s SP"(KP" N L)
-
knK?" k

Dans la suite de cette section, on construit une extension modulaire qui n’est
pas produit tensoriel d’extensions 3-simples.

Soit k un corps commutatif dénombrable de caractéristique p # 0 avec di (k) >
3; soit (X1, Xs,t) un systeme de k p-libre sur k. Soit F} = k(Xf_oo). Soit n un
entier > 1; supposons construit a, € kP vérifiant o(a, /k) = o(a,/F1) = n et
I (ng) C Fi(ay). Soit L/k une sous-extension de Fi(ay)/k vérifiant o1 (L/L N
F1)=1 (donc L ¢ F).

Lemme 3.6. Sous les hypothéses ci-dessus, il existe any1 € kP vérifiant:
1. o(ant1/k) = o(ant1/F1) =n+1;
2. Fl(an) C Fl(an+1),'
3. Fi(an+1)/L non modulaire.

Preuve. Posons kg = F1NL; donc kg = k‘(XfﬁnO) avec ng = [ko, k]. Comme L ¢

Fyona FiL # Fy;done [FL L, Fi] = 1, par suite, [Fi(ay), F1 L] = n—1, c’est a dire
—oo . —(no+1 — oo

o(an,/L(XY ) =n—1;so0it X = XV sonao(X/L)=1et L =L(XP )

par suite, o(a,/L(XP? ")) = n — 1 pour tout s > 0. Pour situer L dans Fi(a,),
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on a [L(an), k(a,)] < [L, k] = p"ot1. Par hypothese, L(a,) est une sous-extension
de Fi(an)/k(an) = k(an)(XP " )/k(an); donc L(ay) = k(an)(XP ). Comme
o(XP " Jk(an)) = o(XP " Jk) = r (car Fi(an) = Fi @k k(an)), on ar < ng + 1;

p—(n0+1)

donc L(a,) C k(an) (X} ) = k(ap, X).

n Fl(an)

~

k—2sko=FNL

L’équation de définition de a,/Fi L s’écrit

n—1 .
abl = E X',

0<i<p

k(e) L(an)

<

Posons a,4+1 = aﬁ_l; si F1(an+1)/L est non modulaire, alors a1 convient. Sinon,
Péquation de définition de a,+1/F1L se déduit simplement de celle de a,,/F1 L

ap = Z Xt
0<i<p
Comme F(an+1)/L est modulaire, le critére de modularité des extensions F(6)/k
avec F/k 2-simple (cf. proposition 2.5 ) donne ¢/ " € Fi(a?"). Posons alors
Ang1 = 7 af;l. On a
Ay =t et Y eX'
1<i<p
Si Fi(an+1)/L est non modulaire alors a,y; convient. Sinon pour 1 < i < p,
on a cf_n € Fi(ant1), done aﬁ_l - cg_n € Fi(an+1). On distingue deux cas:
e 1! cas: Il existe j dans [1,p] tel que ¢; ¢ ko. Dans ce cas, posons & =
af’;l — cgj; onao(§/F1) <n+1 (car £ € Fi(ant1)); s'il est < n, alors
" =al" — ¢y € ko(X) car o(€P" /kg) < 1. Donc
' —e= Y hX'= Y &X', hi€ko(CL).
0<i<p 1<i<p
D’ou par identification, ¢; € kg, contradiction. Donc o(§/Fy) = n+1
par suite, Fi(a?  — %7n) = Fi(any1). Comme cgin € Fy(a? '), on a

Fi(a? ') = Fi(a? ' = ). Par suite, t* ' € F(an41), contradiction (cf.
lemme 1.5).
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e 2°M€ cas: Pour tout j € [1,p], ¢; € ko. Dans ce cas, ¢y ¢ ko; sinon af’;ﬁl cR
(par hypothese, o(aﬁn_l/Fl) =n). Ici aussi on distingue deux cas:

— 1" cas: 1l existe j dans [1,p] tel que ¢; # 0; dans ce cas, posons
Uny1 = tp_laﬁ_l; si F1(an+1)/L est non modulaire, alors a,,41 convient;
sinon par le méme critére de modularité (proposition 2.5) que ci-dessus,

—1

—1 pmn . . a ab

P € Fi(apt1) pour 0 < i < p; soit £ = _?H_n =2
oA

o(§/F1) <n+1 (car £ € Fi(an+1)); s'il est < n, alors par identification

comme ci-dessus, ¢y € kg, contradiction.

geme

on a

cas: Pour tout j € [1,p] ¢; = 0, c’est & dire a?"" € L. Comme
aﬁn_l ¢ ko (sinon o(a,/F1) <m—1),ona L = k‘o(aﬁn_l) = k(aﬁ"_l) car
K /k est simple. Par suite, [L, k] = p; donc ko = k; dans ce cas, posons

-1 -1 —(n+1) . .
apy1 = ab + 7 X7 Si Fi(an+1)/L est non modulaire, alors

n n—1

. . p » n—1 R s

Gp+1 convient; sinon, ona g, 1 = a, +t?  X; par le méme critere de
" . . -1 ..

modularité que ci-dessus, on obtient t? € Fj(ay41), contradiction. [

Soit k un corps commutatif dénombrable de caractéristique p # 0 et de degré
d’imperfection fini > 3. Soient X7, Xo,t des élément de k p-indépendants. Soient

Fy=k(XP ), et soit
H= {L | L/k sous-extension de Fl(Xgil)/k et ol L/LNFy) = 1} .

Comme k est dénombrable, H est dénombrable, notons H = {L,}, ~,. Posons

a; = Xg_l; par le lemme ci-dessus, on construit une suite (a,,) d’élément de kP~
vérifiant:

e o(ay/k) =ola,/F1) =mn;

e Fi(an) C Fi(ant1);

e Fi(an)/L, non modulaire.

Soit K = Fi(ay).

Théoreéme 4.6. K/k est modulaire et un admet une seule sous-extension qui soit
propre, infinie, et relativement parfaite.

Corollaire 1.6. K/k est modulaire mais n’est pas produit tensoriel d’extensions

simples au 3¢™€ sens sur aucune extension finie L de k.

Preuve du corollaire. 1l est clair que K/k n’est pas simple au 3*™€ sens
(car admet une sous-extension propre infinie F /k). Si K/k était produit tensoriel
d’extensions simples au 3°™€ sens sur une extension finie L de k, cela donne lieu a
deux sous-extensions propres et relativement parfaites de K/k, contradiction. O

Preuve du théoréme. Soit F5/k une sous-extension propre de K/k infinie et
relativement parfaite autre que Fy. Comme di (K/k) =2, on a di (Fa/k) =1 (cf.

m

proposition 6.2). Donc il existe un entier ng tel que Fy N Fy = k"N Fy; soit
_(n -1
L=k """ "Ry onao(L/LNF) = 1; donc o( Fy L/Fy) < 1; donc L C Fy (X2 ).
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Par suite, il existe L, € H tel que L = L,,. On a K/L est modulaire vu que K/k
est modulaire (car K = | Fi(an) et Fi(ay,) = k(a,)®k F1) et K/k est relativement
parfaite (car K/Fy et Fy/k le sont). Comme F3/k est simple de deuxieéme espece,
F5/L est modulaire. Par le lemme 2.6 K/L est modulaire. Or Fi(a,)/L est sous-
extension de K /L modulaire et di (K/L) < 2. Donc par le corollaire 1.4 Fy(ay)/L
est modulaire, contradiction. O

(10]

(11]
(12]
(13]
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