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EXTENSIONS PUREMENT INSÉPARABLES

D’EXPOSANT NON BORNÉ

MUSTAPHA CHELLALI ET EL HASANE FLIOUET

Résumé: Dans [12], Sweedler a caractérisé les extensions purement

inséparables K/k d’exposant fini qui sont produit tensoriel d’extensions

simples. En vue d’étendre ce résultat aux extensions d’exposants

non bornés, L. Kime dans [8] propose les extensions k(xp−∞

) =

k(xp−1

, xp−2

, . . . ) comme généralisation d’extensions simples. Dans

ce travail, on propose d’autres généralisations naturelles. Ceci nous

a permis de décrire explicitement toutes les extensions purement

inséparables K/k lorsque le degré d’imperfection de k est ≤ 2. Dans [5]

J. K. Deveney a construit une extension purement inséparable K/k in-

finie ayant toutes ses sous-extensions propres L/k finies et telle que pour

tout entier n, [kp−n

∩K, k] = p2n (p étant la caractéristique de k). Cet

exemple s’est avéré fort utile pour notre travail. On construit pour tout

entier j une extension purement inséparable K/k infinie ayant toutes

ses sous-extensions propres L/k finies et telle que pour tout entier n,

[kp−n

∩ K, k] = pjn. Soit K/k une extension purement inséparable,

M/k la plus petite sous-extension de K/k telle que K/M est modu-

laire, on montre que si le degré d’imperfection de k est fini, alors M

est non triviale (M 6= K); si le degré d’imperfection de k est infini on

donne un contre-exemple où M = K.

1. Introduction

Soit K/k une extension purement inséparable finie de caractéristique p 6= 0;
on a:

1. K/k est composée d’extensions simples, c’est-à-dire il existe une suite d’exten-
sions:

K0 = k ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kn = K

avec Ki+1/Ki simple (c’est-à-dire Ki+1 = Ki(θ), θ ∈ Ki+1).
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2. Contrairement aux groupes abéliens finis (plus précisement aux p-groupes
abéliens), K/k n’est pas produit tensoriel d’extensions simples. Dans [12]
Sweedler a montré que cette propriété est vérifiée si et seulement si pour
tout n ∈ N, Kpn

et k sont linéairement disjoints.

Une extesion K/k est dite modulaire si pour tout n ∈ N, Kpn

et k sont
linéairement disjoints. En vue de trouver l’analogue de 2 pour les extensions
infinies, L. Kime dans [8] propose comme généralisation d’extensions simples de

k, les extensions de k de la forme k(xp−∞

) = k(x, xp−1

, xp−2

, . . . ); ensuite l’auteur
donne un contre-exemple d’extension modulaire infinie qui n’est pas produit ten-
soriel d’extensions simples au nouveau sens. Dans ce travail on propose comme
généralisation d’extensions simples les extension K/k pour lesquelles l’ensemble
des corps intermédiaires de K/k est totalement ordonné par inclusion (cela équivaut
à ce que toute sous-extension propre de K/k est simple au sens ordinaire); cette
définition contient strictement la définition de L. Kime (cf. section 5), nous mon-
trons alors que si le degré d’imperfection logp([k, kp]) de k est ≤ 2, alors toute
extension (modulaire) K/k est produit tensoriel d’extensions simples à notre sens.
Dans [5], J. K. Deveney construit un exemple d’extension modulaire K/k tel que
toute sous-extension propre de K/k est finie, et telle que pour tout n ∈ N on

a [kp−n

∩ K, k] = p2n. Il est facile de voir que cette extension n’est pas produit
tensoriel d’extensions simples au nouveau sens (cf. section 5). Dans la section 6,
on construit pour tout j ∈ N, une extension K/k vérifiant:

• Toute sous-extension propre de K/k est finie;

• ∀n ∈ N, [kp−n

∩ K, k] = pjn.

Améliorant ainsi le contre-exemple de J. K. Deveney, une telle extension n’est
pas produit tensoriel d’extensions simples au nouveau sens. De plus, notons
di (k) = logp([k, kp]) le degré d’imperfection de k; on a alors di (k)− di (K) = j et
pour tout corps intermédiaire L de K/k on a di (L) = di (k) ou di (L) = di (K);
remarquablement le degré d’imperfection saute donc de di (k) à di (k)−j sans pren-
dre de valeurs intermédiaires; il y a donc irréductibilité aussi au niveau du degré
d’imperfection. Tout ceci nous amène a une deuxième généralisation d’extensions
simples, ce sont les extensions relativement parfaites, modulaires et telles que
toute sous-extension propre est finie. Cette définition à son tour contient stricte-
ment la définition précédente (cf. section 6). On montre que si di (k) est fini,
toute extension K/k est composé d’extensions simples. On construit un exemple
d’extension modulaire qui n’est pas produit tensoriel d’extension simple au sens
de cette deuxième généralisation.

Dans ce travail d’intéressantes propriétés de modularité sont établies (cf. sec-
tion 4), notamment: Soit K/k une extension purement inséparable avec di (k) <
∞; alors la plus petite sous-extension M/k de K/k telle que K/M est modulaire
n’est jamais triviale (M 6= K). Lorsque di (k) est infini, on donne un contre-
exemple d’extension K/k où M = K.
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Dans la suite on aura besoin des notations et terminologies suivantes. Soit
K/k une extension finie de caractéristique p. Une partie G de K est dite r-
-générateur de K/k si K = k(G); si de plus |G| est minimum, G est dite r-
-base de K/k. Une partie A de K est dite r-libre sur k, si c’est une r-base de
k(A)/k; dans le cas contraire A est dite r-liée sur k. On note, di (K/k) = |G|,
(G une r-base de K/k); di (K/k) sera appellé le degré d’irrationalité de K/k.
Il est connu [10] que si L/L′ est une sous-extension de K/k, alors di (L/L′) ≤
di (K/k). Dans la suite de cette section, on suppose K/k purement inséparable
finie. Soit G = {a1, . . . , an} une r-base de K/k et x un élément de K. On
pose: o(x/k) = inf{m ∈ N : xpm

∈ k}, o1(K/k) = inf{m ∈ N : Kpm

⊂
k}. Alors {a1, . . . , an} est dite une r-base canoniquement ordonnée si elle vérifie
pour tout j ∈ {1, . . . , n}, o(aj/k(a1, . . . , aj−1)) = o1(K/k(a1, . . . , aj−1)). L’entier
o(aj/k(a1, . . . , aj−1)) (1 ≤ j ≤ n), est indépendant du choix de la r-base canon-
iquement ordonnée G de K/k (cf. [11]); on l’appellera le j-ème exposant de K/k
et on le notera oj(K/k); on pose oj(K/k) = 0, si j > n. Dans les sections 2
et 3 ci-après, on étudie systématiquement les propriétés des ces invariants, pro-
priétés dont nous aurons besoin aux sections suivantes. Nous donnons aussi, des
généralisations non triviales de ces notions aux extensions infinies K/k telles que le
degré d’imperfection de k est fini. On peut appeler de telles extensions, extensions
purement inséparables modérement infinies.

2. Degré d’irrationalité d’une extension finie

Dans cette section on suppose que K/k finie de caractéristique p > 0.

Définition 1.2. Une partie G de K est dite r-générateur de K/k si K = k(G); si
de plus |G| est minimum, G est dite r-base de K/k. Une partie A de K est dite
r-libre sur k, si c’est une r-base de k(A)/k; dans le cas contraire A est dite r-liée
sur k.

On note, di (K/k) = |G|, (G une r-base de K/k) et di (K/k) sera appellé le
degré d’irrationalité de K/k.

D’àprès [10] on a:

Proposition 1.2. Soit K/k une extension purement inséparable finie. Une partie
G de K est une r-base de K/k si et seulement si G est une r-base de K/k(Kp).

Preuve. On a que K/k est purement inséparable finie; donc il existe m1 ∈ N

tel que Kpm1
⊆ k. Si G est une r-base de K/k, alors G est un r-générateur de

K/k(Kp); s’il existe x ∈ G tel que K = k(Kp)(G\{x}), alors K = k(Kp2

)(G\{x})
= · · · = k(Kpm1

)(G\{x}) = k(G\{x}). C’est absurde car G est une r-base de
K/k. Inversement, si G est une r-base de K/k(Kp), alors K = k(Kp)(G) = · · · =
k(Kpm1

)(G) = k(G); d’où di (K/k) = di (K/k(Kp)).

Remarque. Cette proposition permet de ramener l’étude des propriétés de “r-
-indépendance” sur k à des propriétés de p-indépendance sur k(Kp) lesquelles sont
plus riches (théorème de la base incomplète . . . ), K/k(Kp) étant de hauteur 1.
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Corollaire 1.2. Si K/k est une extension purement inséparable finie, alors

[K : k(Kp)] = pdi (K/k) .

Proposition 2.2. Soit L/k une sous-extension d’une extension finie K/k. On a

di (K/k) ≤ di (K/L) + di (L/k) ,

avec l’égalité si et seulement si une r-base de L/k se prolonge en une r-base de
K/k.

Preuve. Soit A une r-base de L/k, B une r-base de K/L; on a K = L(B) =
k(A)(B) = k(A ∪ B); donc di (K/k) ≤ |A ∪ B| = |A| + |B| (car A ∩ B = ∅).
S’il y a égalité |A ∪ B| = |A| + |B| = di (K/k), alors A ∪ B est une r-base de
K/k. Inversement, si une r-base A de L/k se prolonge en une r-base A ∪ B (avec
A ∩ B = ∅) de K/k; il est immédiat que B est une r-base de K/k(A); donc
di (K/k) = |A| + |B| = di (L/k) + di (K/L).

Une application type de cette proposition est: Soit B une r-base de K/k, A ⊂ B;
alors A et B \ A sont respectivement des r-bases de k(A)/k et K/k(A).

Proposition 3.2. Soit K/k une sous-extension finie d’une extension Ω/k, L un
sous-corps de Ω. On a

di (L(K)/L(k)) ≤ di (K/k) .

Preuve. Il est immédiat qu’une r-base de K/k est r-générateur de L(K)/L(k).

Soit S/k une sous-extension séparable de k dans K. Par le Théorème de
l’élément primitif, il existe α1 ∈ S tel que: S = k(α1). Soient G une r-base de K/S
et β ∈ G. Il est connu que di (S(β)/k) = 1. On en déduit: di (K/k) = di (K/S),
ce qui permet de ramener l’étude de di à une extension purement inséparable.

Proposition 4.2. Soient K1/k et K2/k des sous-extensions finies d’une exten-
sion K/k. On a:

1. di (K1(K2)/K2) ≤ di (K1/k) avec l’égalité si K1 et K2 sont k-linéairement
disjoints.

2. di (K1(K2)/k) ≤ di (K1/k) + di (K2/k) avec l’égalité si K1 et K2 sont k-
-linéairement disjoints et K1/k, K2/k purement inséparables.

Preuve. Soit S la clôture séparable de k dans K1. D’après la remarque ci-dessus,
on a: di (K1/k) = di (K1/S) et di (K1(K2(S))/S(K2)) = di (K1(K2)/K2). Donc
on peut supposer que K1/k est purement inséparable. Soit G est une r-base de
K1/k; alors K1(K2) = K2(G). Soit G′ ⊂ G vérifiant K1(K2) = K2(G

′); comme
K1/k et K2/k sont k-linéairement disjointes, alors K1/k(G′) et K2(G

′)/k(G′)
sont k(G′)-linéairement disjointes. Il en résulte que K1 = K1 ∩ (K1(K2)) = K1 ∩
(K2(G

′)) = k(G′). Donc G = G′, car G est minimal. Soient G1 et G2 des r-bases
respectives de K1/k et K2/k; on a K1(K2) = k(G1 ∪ G2); donc di (K1(K2)/k) ≤
|G1 ∪ G2| ≤ |G1| + |G2|. Soit G′ ⊂ G1 ∪ G2 tel que K1(K2) = k(G′); on peut
écrire G′ = G′

1 ∪ G′
2 avec G′

1 ⊂ G1 et G′
2 ⊂ G2; comme K1/k et K2/k sont



EXTENSIONS PUREMENT INSÉPARABLES . . . 133

k-linéairement disjointes, par la transitivité de cette propriété (cf. figure), K1 et
k(G′) sont k(G′

1)-linéairement disjoints; en particulier K1 ∩ k(G′) = k(G′
1). Soit

K1 = k(G′); donc G′
1 = G1; de même G′

2 = G2.

K2

k(G′
2)

DD
	

	
	

	
	

	
// k(G′)

k

EE









// k(G′
1)

BB
�������

// K1

Ce qui suit est le résultat de [1] énoncé d’une façon légèrement améliorée:

Théorème 1.2. Soit L/L′ une sous-extension de K/k. Alors di (L/L′) ≤ di (K/k).

Preuve. On se ramène imédiatement au cas L′ = k.
Cas où K/k est purement inséparable: Par le corollaire 1, on a

pdi (K/k) = [K : k(Kp)] =
[K : L][L : k(Lp)]

[k(Kp) : k(Lp)]
.

Or, [k(Kp) : k(Lp)] ≤ [Kp : Lp] = [K : L]; donc pdi (L/k) = [L : k(Lp)] ≤ pdi (K/k).
Cas Général: Soit S la clôture séparable de K/k. On a: L/L ∩ S est purement
inséparable et S/L∩S est séparable; donc S/L∩S et L/L∩S sont L∩S-linéairement
disjointes; donc di (L/k) = di (L/L∩S) = di (S(L)/S) ≤ di (K/S) = di (K/k).

Rappelons qu’on appel le degré d’imperfection d’un corps commutatif k le car-
dinal d’une p-base de k (une r-base de k/kp); on le notera di (k).

Exemple. Si P est parfait di (P (X1, X2, . . . , Xn)) = n.

Le théorème suivant est la généralisation naturelle du théorème de l’élément prim-
itif.

Théorème 2.2. Supposons di (k) fini et k non parfait. Alors pour toute extension
finie K de k, on a

di (K/k) ≤ di (k) .

Preuve. En utilisant l’extension normale engendrée et la proposition 4.2, on se
ramène à K/k purement inséparable. Soit m tel que Kpm

⊂ k, B une p-base de
k; soit dans une clôture purement inséparable de K, A tel que Apm

= B. On a
Kpm

⊂ k = kp(B) = kpm

(B) = kpm

(Apm

); d’où K ⊂ k(A); donc di (K/k) ≤ |A| =
di (k).

Ceci amène à regarder de près l’entier di (k). On a (cf. [11]):

Théorème 3.2. Supposons di (k) fini. On a:
1) Si K/k est fini di (K) = di (k).
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2) Si K/k est algébrique séparable, di (K) = di (k).
3) Si K/k est purement inséparable infini, di (K) < di (k).

Preuve. 1) Si K/k est fini on a

[K, Kp] =
[K, k][k, kp]

[Kp, kp]
=

[K, k][k, kp]

[K, k]
= [k, kp] .

2) Si K/k est séparable, Kp∩k = kp et Kp(k) = K; de plus Kp/kp est séparable
et k/kp purement inséparable; donc k et Kp sont kp-linérement disjoint; l’égalité
resulte de la proposition 4.2.

3) Soit K/k purement inséparable; soit B une p-base de K, B1 ⊂ B finie,
k1 = k(B1); B1 est p-libre sur K, donc sur k1; donc |B1| ≤ di (k1) = di (k) car
k1/k finie. Par suite K/Kp(k) est fini. Soit B′ une r-base de K/Kp(k), L = k(B′).
On a:

[K, Kp] = [Kp(k)(B′), Kp] = [L(Kp), Lp(Kp)] .

Donc

[K, Kp] ≤ [L, Lp] ,

avec l’égalité si et seulement si Kp et L sont Lp-linéairement disjoints, c’est-à-dire
si et seulement si K/L est séparable, c’est-à-dire si et seulement si K = L (puisque
K/L est purement inséparable).

Corollaire 2.2. Si K/k est algébrique, on a di (K) ≤ di (k).

Une conséquence immédiate de la proposition ci-dessus est:

Proposition 5.2. Soit P le sous-corps parfait maximal de k. On a di (k) ≤
dotr(k/P ) avec l’égalité si k/P est de type fini.

Il existe des contres-exemples à l’égalité. Par rapport à celui de [10] (page 72,
remarque 1.85), le suivant a la différence que le corps de base est très régulier.

Soit P un corps parfait (de caractéristique p toujours > 0). On adjoint à

P (X, Y ) les éléments T1, T2, . . . , tels que Y = T p
1 X , T1 = T p2

2 X, . . . , Ti =

T pi+1

i+1 X, . . . Par récurrence on a:

Si = 1 + 2 + · · · + i = i(i + 1)/2 ,

σi = 1 + pS1 + pS2 + · · · + pSi−1 .

Alors,

T pSi

i =
Y

Xσi
.

Soit k = P (X, Y, T1, T2, . . . ). On a k =
⋃

i

P (X, Ti); par construction k =

kp(X); Xp−1

/∈ k car sinon il existe i tel que Xp−1

∈ P (X, Ti); absurde car X et
Ti sont algébriquement libre sur P ; P est le plus grand sous-corps parfait de k. En
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effet, soit α ∈ P (X, Y ) tel que αp−∞

∈ k; donc il existe j tel que αp−Si ∈ P (X, Tj).
Comme P (X, Tj)/P (X, Y ) est simple il admet une seule sous-extension de degré

pSi qui est P (X, Ti); par suite, αp−Si ∈ P (X, Ti); donc α ∈ P (XSi, Y/Xσi). La
théorie du degré lexicographique a toute les bonnes propriétés d’un degré et montre
que le degré lexicographique de (la fraction rationnelle) α est de la forme (d1, d2)
avec:

d1 = apSi − bσi ,

d2 = b ,

ceci pour tout i. Soit σ le nombre p-adique 1 + pS1 + pS2 + . . . . On a alors
d1 + σd2 = 0; comme σ est non rationnel (son dévelopement de Hensel étant non
périodique), on a: d1 = d2 = 0; donc α ∈ P .

Nous allons étendre les notions précédentes aux extensions purement inséparables
K/k infinies telles que di (k) < ∞. Une telle extension est d’exposant fini si et
seulement si elle est finie (cf. preuve du théorème 2.2).

Théorème 4.2. Soit K/k une extension purement inséparable avec di (k) fini,
L/k une sous-extension finie de K/k. On a

di (L/k) ≤ di (k) − di (K) + di (K/Kp(k)) ,

et la borne du second membre est atteinte.

Remarque. La borne de ce théorème est aussi bonne que celle du théorème 2.2
car

di (k) − di (K) + di (K/Kp(k)) ≤ di (k) .

Preuve.

1) Supposons d’abord K = Kp(k) (autrement dit, K/k relativement parfaite);
k est donc r-générateur de K/Kp; donc il existe B ⊂ k, p-base de K, donc p-libre
sur L. Soit n = di (k); on a

pn = [L, Lp] = [L, Lp(k)][Lp(k), Lp] .

Comme B ⊂ Lp(k) et B est p-libre sur L, on a [Lp(k), Lp] ≥ ps avec s = |B| =
di (K). Donc [L, Lp(k)] ≤ pn−s, soit par le corollaire 1, di (L/k) ≤ n − s =
di (k) − di (K).

2) K 6= Kp(k); soit B une r-base de K/Kp(k); on a K = Kp(k(B)); donc
K/k(B) est relativement parfaite. Posons L1 = L(B); on a (par la proposition
2.2)

di (L/k) ≤ di (L1/k) ≤ di (L1/k(B)) + |B| .

Comme K/k(B) est relativement parfaite, d’après le 1er cas,

di (L1/k(B)) ≤ di (k(B)) − di (K) = di (k) − di (K) ;

d’où

di (L/k) ≤ di (k) − di (K) + |B| = di (k) − di (K) + di (K/Kp(k)) .
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Pour la deuxième affirmation, on a besoin de:

Lemme 1.2. Soit (Kn/k)n≥1 une suite de sous-extensions d’une extension Ω/k,
avec di (k) fini, vérifiant K1 ⊂ K2 ⊂ . . . . Soit K = ∪Kn. Alors il existe n0 ∈ N

tel que pour n ≥ n0, on a di (Kp
n(k)/Kp

n) = di (Kp(k)/Kp).

Preuve. D’abord di (Kp
n(k)/Kp

n) est finie car c’est une sous-extension d’une ex-
tension finie Kn/Kp

n. On a

Kp
n+1(k)/Kp

n+1 = Kp
n(k)Kp

n+1/Kp
nKp

n+1 ;

donc

di (Kp
n+1(k)/Kp

n+1) ≤ di (Kp
n(k)/Kp

n) .

C’est donc une suite décroissantes d’entiers, donc stationnaire pour n ≥ n0.
S’agissant d’extensions d’exposant 1, on en déduit

[Kp
n(k), Kp

n] = [Kp
n0

(k), Kp
n0

] .

On sait que l’égalité des degrés [K1L, K2L] = [K1, K2] (K1/K2 finie) a lieu si et
seulement si K1 et K2L sont K2-linéairement disjoints. Donc Kp

n0
(k) et Kp

n sont
Kp

n0
-linéairement disjoints; donc si B est une r-base de Kp

n0
(k)/Kp

n0
, c’est une

r-base de Kp
n(k)/Kp

n. Donc Kp(k) = ∪Kp
n(k) = ∪Kp

n(B) = (∪Kp
n)(B) = Kp(B),

et comme B est p-libre sur chaque Kn (n ≥ n0) et Kn croissante, B est p-libre sur
∪Kn = K. Donc c’est une r-base de Kp(k)/Kp.

Fin de preuve du théorème. Soit K/k une extension purement inséparable avec

di (k) fini. Posons Kn = kp−n

∩ K. On a Kn/k finie et ∪Kn = K. Donc par le
lemme, il existe n0 ∈ N tel que pour n ≥ n0 on a di (Kp

n(k)/Kp
n) = di (Kp(k)/Kp),

soit

di (k) − di (Kn/k) = di (K) − di (K/Kp(k)) .

Remarque 1.2. Le théorème précedent contient le théorème 1.2 (K/k finie) et le

théorème 2.2 (K = kp−∞

).

Définition 2.2. Soit K/k une extension purement inséparable avec di (k) fini.
L’entier

di (k) − di (K) + di (K/Kp(k))

s’appel le degré d’irrationalité de l’extension K/k.

On le note toujours di(K/k); il donne une mesure naturelle de la taille de
K/k. Le lemme précédent se traduit par soit (Kn/k)n≥1 une suite croissante
d’extensions, avec di (k) fini; si K = ∪Kn, alors lim(di (Kn/k)) = di (K/k). Nous
allons retrouver toutes les propriétés du degré d’irrationalité des extension finies.

Proposition 6.2. Soit L/k une sous-extension d’une extension purement insé-
parable K/k avec di (k) fini. On a

di (K/k) ≤ di (K/L) + di (L/k) ,

avec l’égalité si et seulement si une p-base de L/k se prolonge en une p-base de
K/k.
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Preuve. On a

di (K/k) = di (k) − di (K) + di (K/Kp(k))

= di (k) − di (L) + di (L) − di (K) + di (K/Kp(k)) .

Il reste à montrer que le degré d’imperfection di(K/Kp(k)) est semi-transitif. Soit
A une p-base de L/k, A′ une p-base de K/L. On a

L = Lp(k)(A)

K = Kp(L)(A′) = Kp(Lp(k))(A ∪ A′) = Kp(k)(A ∪ A′) .

Donc

di (K/Kp(k)) ≤ |A ∪ A′| ≤ |A| + |A′| = di (L/Lp(k)) + di (K/Kp(L)) .

S’il y a égalité, di (K/Kp(k)) = |A ∪ A′|; donc A ∪ A′ est une p-base de K/k.
Inversement, si A se prolonge en une p-base A ∪ A′ de K/k avec A ∩ A′ = ∅, on a

K = Kp(k)(A)(A′) = KpLp(k)(A)(A′) = Kp(L)(A′)) .

Il en résulte que A′ est une p-base de K/L; par suite, il y a égalité.

Proposition 7.2. Soit K/k une sous-extension d’une extension Ω/k, L un sous-
corps de Ω, avec di (k) fini. On a

di (L(K)/L(k)) ≤ di (K/k) .

Preuve. Soit (Kn/k)n≥1 une suite croissante d’extensions finies telle que
⋃

Kn =

K (exemple Kn = kp−n

∩ K). On a
⋃

L(Kn) = L(K) et L(Kn)/L(k) finie. Donc

lim(di (L(Kn)/L(k))) = di (L(K)/L(k)) ,

et on a (par la proposition 4.2)

di (L(Kn)/L(k)) ≤ di (Kn/k) ≤ di (K/k) .

Proposition 8.2. Soient K1/k et K2/k des sous-extensions d’une extension
K/k, avec di (k) fini. On a:

1. di (K1(K2)/K2) ≤ di (K1/k) avec l’égalité si K1 et K2 sont k-linéairement
disjoints.

2. di (K1(K2)/k) ≤ di (K1/k) + di (K2/k) avec l’égalité si K1 et K2 sont k-
-linéairement disjoints et K1/k, K2/k purement inséparables.

Preuve. Soit (K1n/k)n≥1 et (K2n/k)n≥1 des suites croissante d’extensions finies
telles que

⋃
K1n = K1 et

⋃
K2n = K2. Si K1 et K2 sont k-linéairement dis-

joints, par la transitivité de la linéarité disjointe, K1n et K2n sont k-linéairement
disjoints. Donc (par la proposition 4.2) di (K1n(K2)/K2) = di (K1n/k). Donc
lim(di (K1n(K2)/K2)) = lim(di (K1n/k)), soit di (K1(K2)/K2) = di (K1/k).

On a di (K1n(K2n)/k) = di (K1n/k) + di (K2n/k); en passant aux limites on
obtient di (K1(K2)/k) = di (K1/k) + di (K2/k).

Théorème 5.2. Soit L/L′ une sous-extension d’une extension K/k, avec di (k)
fini. Alors:

di (L/L′) ≤ di (K/k) .
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Preuve. Soit Ln = kp−n

∩ L et Kn = kp−n

∩ K. On a Ln ⊂ Kn. Donc

di (Ln/k) ≤ di (Kn/k) .

Par passage aux limites, on obtient di (L/k) ≤ di (K/k). Donc

di (L/L′) = di (LL′/kL′) ≤ di (L/k) ≤ di (K/k) .

3. Exposants des extensions purement inséparable

Définition 1.3. Soit K/k une extension purement inséparable finie de caractéris-
tique p 6= 0, x ∈ K. Posons: o(x/k) = inf{m ∈ N : xpm

∈ k}, o1(K/k) = inf{m ∈
N : Kpm

⊂ k}. Une r-base B = {a1, a2, . . . an} de K/k est dite canoniquement
ordonnée si pour j = 1, 2, . . . , n

o(aj/k(a1, a2, . . . aj−1)) = o1(K/(a1, a2, . . . aj−1)) .

Remarque 1.3. Toute r-base peut être canoniquement ordonnée.

Lemme 1.3. Si G = {a1, . . . , an} une r-base canoniquement ordonnée de K/k,
alors

o(as/k(a1, . . . , as−1)) = inf{m ∈ N : di (k(Kpm

)/k) ≤ s − 1} .

Preuve. Posons o(as/k(a1, . . . , as−1)) = ms et m′
s = inf{m ∈ N : di (k(Kpm

)/k)
≤ s − 1}. Par définition de la r-base canoniquement ordonnée de K/k on a:

pour tout i ∈ {1, . . . , n}, apms

i ∈ k(a1, . . . , as−1), donc k(Kpms
) ⊆ k(a1, . . . , as−1).

Par le théorème 1.2, on a di (k(Kpms
)/k) ≤ s − 1, donc m′

s ≤ ms. Supposons

m′
s < ms; on a di (k(Kpm′

s ) ≤ s − 1 donc di (k(apm′

s

1 , . . . , apm′

s

s )) ≤ s − 1 (th. 1.2);

donc (apm′

s

1 , . . . , apm′

s

s ) est r-lié sur k, donc sur L = k(k(apm′

s

1 , . . . , apm′

s

s ))
p

(prop.
1.2, §2); donc il existe j ≤ s tel que

apm′

s

j ∈ L(apm′

s

1 , . . . , apm′

s

j−1 ) = k(apm′

s

1 , . . . , apm′

s

j−1 , apm′

s+1

j , . . . , apm′

s+1

s ) .

Comme m′
s < ms ≤ mj on en déduit que

(apm′

s

j )
pmj−m′

s−1

∈ k(apmj−1

1 , . . . , apmj−1

j−1 , apmj

j , . . . , apmj

s ) ⊂ k(a1, . . . , aj−1) ,

ce qui est absurde car mj = o(aj/k(a1, . . . , aj−1)).

Il en résulte immédiatement ([11])

Théorème 1.3. Les entiers o(ai/k(a1, . . . , ai−1)), (1 ≤ i ≤ n) sont indépendants
du choix de la r-bases canoniquement ordonnée {a1, . . . , an} de K/k.

On appellera o(ai/k(a1, . . . , ai−1)) le i-ème exposant de K/k et on le notera
oi(K/k). On a

o1(K/k) ≥ o2(K/k) ≥ · · · ≥ on(K/k) .

On pose oi(K/k) = 0, si i > n.
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Proposition 1.3. Soit K et L des corps intérmédiaires d’une extension Ω/k avec
K/k purement inséparable fini. Alors pour tout entier j, on a oj(K(L)/k(L)) ≤
oj(K/k).

Preuve. Posons mj = oj(K/k); on a

di ((K(L)pmj
k(L)/k(L) = di (Kpmj

(k)(L)/k(L))

≤ di (k(Kpmj
)/k) ≤ j − 1 ;

donc oj(K(L)/k(L) ≤ mj .

Proposition 2.3. Si K1/k et K2/k sont deux sous-extensions de K/k, alors
K1/k et K2/k sont k-linéairement disjointes si et seulement si oj(K1(K2)/K2) =
oj(K1/k), (∀j ∈ N).

Preuve. Soit {a1, . . . , an} une r-base canoniquement ordonnée de K1/k; on a
pour tout i ∈ N, oi(K1/k) ≥ oi(K1(K2)/K2). Or

[K1(K2) : K2] = po1(K1(K2)/K2) . . . pon(K1(K2)/K2) = [K1 : k]

= po1(K1/k) . . . pon(K1/k) .

Il en résulte que pour tout i ∈ N, oi(K1/k) = oi(K1(K2)/k). Réciproquement, on
a [K1(K2) : K2] =

∏
i∈N

poi(K1(K2)/K2) =
∏

i∈N
poi(K1/k) = [K1 : k]. Donc K1/k

et K2/k sont k-linéairement disjointes.

Proposition 3.3. Soit K/k une extension purement inséparable finie, pour toute
sous-extension L/L′ de K/k. Pour tout j ∈ N, on a oj(L/L′) ≤ oj(K/k).

Preuve. On a

di (L′(Lpoj(K/k)

)/L′) ≤ di (L′(Kpoj(K/k)

)/L′)

≤ di (k(Kpoj(K/k)

)/k) ≤ j − 1 .

Donc oj(L/L′) ≤ oj(K/k).

Remarque. Ce résultat permet de retrouver immédiatement le résulat de [10]
(page 132) sur les exposants de F/k avec F = K(θ), θp ∈ K \ Kp. Posons
mj = oj(K/k) et m′

j = oj(F/k). On a en comparant [F, k] et [K, k]
∑

j

(m′
j − mj) = 1

avec m′
j ≥ mj . Donc il existe i tel que

m′
j =

{
mi + 1 si j = i ,

mj sinon.

Proposition 4.3 (Algorithme de complétion des r-bases). Soient K/k une exten-
sion purement inséparable finie et G un r-générateur de K/k. Si {α1, . . . , αs} est
un système de K tel que o(αj/k(α1, . . . , αj−1)) = oj(K/k), 1 ≤ j ≤ s, alors,
pour toute suite αs+1, αs+2, . . . d’éléments de G vérifiant o(αj/k(α1, . . . , αj−1)) =
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maxa∈G(o(a/k(α1, . . . , αj−1))), j ≥ 1, la suite s’arrête sur un plus grand entier n
tel que o(αn/k(α1, . . . , αn−1)) > 0 et on a {α1, . . . , αn} est une r-base de K/k.

Preuve. Soit mj = oj(K/k) , m′
j = o(αj/k(α1, . . . , αj−1)). Comme G est

un r-générateur de K/k et que pour tout a ∈ G, ap
m′

j
∈ k(α1, . . . , αj−1), on a

di (k(Kp
m′

j
)) ≤ j − 1; donc m′

j ≥ mj . D’autre part,

p
∑ t

j=1 m′

j = [k(α1, . . . , αt), k] ≤ [K, k] = p
∑

j mj .

Donc
∑t

j=1 m′
j ≤

∑
j mj ∀t ∈ N; donc m′

j = mj et on a k(α1, . . . , αn) = K. D’où

{α1, . . . , αn} est une r-base de K/k.

Soit mj le j-ème exposant de K/k , {α1, . . . , αn} une r-base canoniquement or-

donnée de K/k. Appliquons l’algorithme ci-dessus à k(Kpmj
) = k(αpmj

1 , . . . , αpmj

n ).
Par récurrence sur j on obtient la proposition suivante.

Proposition 5.3. Soit 1 ≤ j ≤ n. On a:

1) αpmj

j ∈ k(αpmj

1 , . . . , αpmj

j−1 ).

2) k(Kpmj
) = k(αpmj

1 , . . . , αpmj

j−1 ).

3) Soit Λj = {(i1, . . . ij−1) | 0 ≤ i1 < pm1−mj , . . . , 0 ≤ ij−1 < pmj−1−mj}; alors

{(α1, . . . αj−1)
pmj ξ | ξ ∈ Λj} est une base de k(Kpmj

) sur k.

4) Soit n ∈ N , j le plus grand entier tel que mj > n; alors {αpn

1 , . . . , αpn

j }

est une r-base canoniquemnt ordonnée de k(Kpn

)/k et sa liste des exposants est
(m1 − n, m2 − n, . . . , mj − n).

Dans ce qui suit nous allons généraliser la notion d’exposants aux extensions in-
finies K/k telles que di (k) est fini. Rappelons qu’une telle extension est d’exposant
non borné.

Remarque 2.3. Soit Kn/k une suite croissante d’extensions finies. Pour tout
entier j, la suite d’entiers oj(Kn/k) est croissante. Donc oj(Kn/k) → ∞ ou
oj(Kn/k) est stationnaire à partir d’un certain rang. Si oj(Kn/k) est bornée,
alors pour tout t ≥ j on a ot(Kn/k) ≤ oj(Kn/k), et donc ot(Kn/k) est bornée.
Donc il existe un entier t tel que:

1. ∀j ≤ t, oj(Kn/k) → ∞,
2. ∀j > t, oj(Kn/k) → ej fini.

Théorème 2.3. L’entier t ci-dessus est égal à di (k) − di (K) avec K =
⋃

Kn.
Soit k1 =

⋂
Kpn

(k). Alors K/k1 est finie et on a :

lim
n→∞

oj(Kn/k) = ∞ pour j ≤ t,

lim
n→∞

oj(Kn/k) = oj−t(K/k1) pour j > t.

Lemme 2.3. Soit K/k une extension purement inséparable infinie avec di(k) fini.
La suite décroissante (Kpe

(k))e∈N est stationnaire sur k1 = Kpe0
(k); on a K/k1

fini et k1/k est la plus grande sous-extension relativement parfaite de K/k.
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Preuve. Soit B une p-base de K/k, L = k(B). On a K = Kp(B) = Kp(k(B)),
donc K/k(B) est relativement parfaite. k(B)/k étant fini, il existe un entier e

tel que k(B)e ⊂ k; il en résulte que Kpe

= Kpe+1

(k(B))pe

⊂ Kpe+1

(k); donc

Kpe

(k) = Kpe+1

(k) = k(Kpe

(k))p.

Preuve du théorème: Soit e un entier; on a que Kpe

n (k) est une suite croissante
et

⋃
Kpe

n (k) = Kpe

(k); donc pour n ≥ n0, on a (par la proposition 6.2)

di (Kpe

n (k)/k) = di (k1/k) + di (Kpe

(k)/k1) = t + di (Kpe

(k)/k1) .

Donc di (Kpe

n (k)/k) ≥ t. Or si ot(Kn/k) était stationnaire sur un entier e, on
aurait (par le lemme 1.3) di (Kpe

n (k)/k) ≤ t− 1 pour n assez grand, contradiction.

Soit e tel que k1 = Kpe

(k); donc pour n assez grand,

di (Kpe

n (k)/k) = t < t + 1 ;

donc (par le lemme 1.3) ot+1(Kn/k) ≤ e; donc ot+1(Kn/k) est borné.
Posons pour j ≥ 1, ej = lim(ot+j(Kn/k)). Pour n assez grand, on a ej =

ot+j(Kn/k). D’après le lemme 1.3, ej est caractérisé par
{

di (Kpej

n (k)/k) < t + j ,

di (Kpej−1

n (k)/k) ≥ t + j .

Donc à la limite on a les mêmes inégalités avec K à la place de Kn. Or

di (Kpej
(k)/k) = di (Kpej

(k)/k1) + di (k1/k) = di (Kpej
(k1)/k1) + t .

Par suite, d’après le lemme 1.3, ej = oj(K/k1).

Définition 2.3. Soit K/k une extension purement inséparable avec di (k) fini.
Soit k1/k la plus grande sous-extension relativement parfaite de K/k. On appelle

sième exposant de K/k, l’élément os(K/k), avec
{

os(K/k) = +∞ si s ≤ t = di (k) − di (K) ,

os(K/k) = os−t(K/k1) si s > t .

Proposition 6.3. Soit K/k une extension purement inséparable avec di (k) fini.
Si (Kn/k) est une suite croissante (pour l’inclusion) de sous-extensions de K/k,
avec

⋃
Kn = K, alors limn→∞ os(Kn/k) = os(K/k).

Lemme 3.3. Soit K/k une extension purement inséparable avec di (k) fini alors

os(K/k) = inf
{
m ∈ N | di (Kpm

(k)/k) < s
}

.

Preuve. Soit k1/k la plus grande sous-extension relativement parfaite de K/k, et
soit t = di (k1/k) = di (k) − di (K) alors on a

di (Kpm

(k)/k) = t + di (Kpm

(k1)/k1) .

Donc

di (Kpm

(k)/k) < s ⇐⇒ di (Kpm

(k1)/k1) < s − t
⇐⇒ m ≥ os−t(K/k1)
⇐⇒ m ≥ os(K/k) .
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Preuve de la proposition. Soit m = os(K/k); di (Kpm

n (k)/k) stationne sur
di (Kpm

(k)/k)(< s); donc pour n ≥ n0, on a os(Kn/k) ≤ m. Soit m′ =

sup(os(Kn/k)); pour n assez grand, di (Kpm′

n (k)/k) < s; donc di (Kpm′

(k)/k) < s,
d’où m ≤ m′.

Les deux propositions suivantes s’appuient sur le lemme ci-dessus exactement
comme les propositions 1.3 et 3.3.

Proposition 7.3. Soit K et L des corps intermédiaires d’une extension Ω/k
avec K/k purement inséparable et di(k) fini. Alors pour tout entier j, on a
oj(K(L)/k(L)) ≤ oj(K/k).

Proposition 8.3. Soit K/k une extension purement inséparable avec di (k) fini.
Pour toute sous-extension L/L′ de K/k et pour tout j ∈ N, on a: oj(L/L′) ≤
oj(K/k).

4. Extensions modulaires

On rappelle que K/k est modulaire si et seulement si pour tout n ∈ N, Kpn

et
k sont Kpn

∩ k-linéairement disjointes. Soient mj le j-ième exposant de K/k, et
{α1, . . . , αn} une r-base canoniquement ordonnée de K/k. D’aprés la proposition

5.3, pour tout 1 ≤ j ≤ n, il existe des Cξ uniques (ξ ∈ Λj) tels que αj
pmj

=∑
ξ Cξ(α1, . . . , αj−1)

pmj ξ. Ces relations s’appellent les équations de définition de

K/k car elles engendrent l’idéal maximal de toutes les relations entre les αi, 1 ≤
i ≤ n, lequel détermine K/k.

Proposition 1.4. Si K/k est une extension purement inséparable finie de degré
d’irrationalité n et d’exposant mj, j ∈ {1, . . . , n}, alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :
1) K/k est modulaire.
2) Pour toute r-base {α1, . . . , αn} canoniquement ordonnée de K/k, les Cξ ∈

k ∩ Kpmj
pour 1 ≤ j ≤ n.

3) Il existe une r-base {α1, . . . , αn} canoniquement ordonnée de K/k telle que les

Cξ ∈ k ∩ Kpmj
pour 1 ≤ j ≤ n.

Preuve. La condition 3 résulte de la condition 2; donc il suffit de montrer que
3 ⇒ 1 ⇒ 2.
1-ère étape: 1 ⇒ 2. On a que K/k est modulaire si et seulement si pour tout h ∈ N,

k et Kph

sont k ∩Kph

-linéairement disjoints. Donc pour tout j, (1 ≤ j ≤ n), k et

Kpmj
sont k ∩ Kpmj

-linéairement disjoints. Comme {(α1, . . . αj−1)
pmj ξ | ξ ∈ Λj}

est une base de k(Kpmj
)/k, c’est une base de k/k ∩ Kpmj

, d’où par identification

les Cξ ∈ k ∩ Kpmj
. Inversement, si les Cξ ∈ k ∩ Kpmj

, on déduit de [10] que K/k
est modulaire.

Remarque. Ce critère de modularité permet de trouver facilement des extensions
non modulaires.
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Exemple. Soit P un corps parfait de caractéristique p > 0, k = P (X, Y, Z), K =

k(θ1, θ2), θ1 = Xp−2

, θ2 = Xp−2

Y p−1

+ Zp−1

. Il est immédiat que o1(K/k) = 2,

o2(K/k) = 1, θp
2 = Y θp

1 + Z. Si K/k était modulaire, Y p−1

et Zp−1

∈ K; donc

K ′ = k(Xp−2

, Y p−1

, Zp−1

) ⊂ K et di (K ′/k) = 3 > di (K/k).

Proposition 2.4. Si K/k est une extension purement inséparable finie de degré
d’irrationalité n et d’exposant mj, j ∈ {1, . . . , n}, alors les propriétés suivantes
sont équivalentes:
1. K/k est modulaire.
2. Pour tout h ∈ {1, . . . , n}, di (Kpmh /k ∩ Kpmh ) < h.

Preuve. Si K/k est modulaire, alors il existe une r-base {α1, . . . , αn} canon-
iquement ordonnée de K/k telle que K ≃ k(α1) ⊗k · · · ⊗k k(αn). Donc pour
tout j ∈ {1, . . . , n}, pour tout h ∈ {j, . . . , n}, αh

pmh ∈ k. On en déduit que

αh
pmj

∈ k (mj ≥ mh). D’où Kpmj
= (k ∩ Kpmj

)(α1
pmj

, . . . , αj−1
pmj

); par

suite, di (Kpmj
/k ∩ Kpmj

) < j, (j ∈ {1, . . . , n}). Inversement: Etant donnée
{α′

1, . . . , α
′
n} une r-base canoniquement ordonnée de K/k, D’après [10], pour mon-

trer que K/k est modulaire, il suffit de montrer que pour tout h ∈ {1, . . . , n},

α′
h

pmh

∈ (k ∩ Kpmh )(α′
1
pmh

, . . . , α′
h−1

pmh

). Fixons h ∈ {1, . . . , n}; soit s le pre-

mier entier tel que os(K/k) = oh(K/k). Si s = 1, alors α′
h

pmh

∈ k ∩ Kpmh .

Par conséquent, α′
h

pmh

∈ (k ∩ Kpmh )(α′
1
pmh

, . . . , α′
h−1

pmh

). Si s > 1, alors

{α′
1
pms

, . . . , α′
s−1

pms

} est une r-base de k(Kpms
)/k. Par la proposition 1.2, c’est

aussi une r-base de k(Kpms
)/k(Kpms+1

). On en déduit qu’elle est r-libre sur

(k ∩ Kpms
)(Kpms+1

). Mais comme di (Kpms
/k ∩ Kpms

) < s, par la proposi-

tion 1.2, di (Kpms
/(k ∩ Kpms

)(Kpms+1

)) < s. Donc Kpms
= Kpmh = ((k ∩

Kpms
)(Kpms+1

))(α′
1
pms

, . . . , α′
s−1

pms

) = (k ∩ Kpms
)(α′

1
pms

, . . . , α′
s−1

pms

). D’où

α′
h

pmh

∈ (k ∩ Kpmh )(α′
1
pmh

, . . . , α′
h−1

pmh

).

Définition 1.4. Un corps intermédiaire L de K/k est dit e-corps intermédiaire
de K/k si oj(L/k) = oj(K/k) pour 1 ≤ j ≤ di (L/k).

Proposition 3.4. Si K/k est une extension purement inséparable finie de degré
d’irrationalité n et d’exposant mj, j ∈ {1, . . . , n}, alors les propriétés suivantes
sont équivalentes:
1. K/k est modulaire.
2. Tout e-corps intermédiaire de K/k admet un supplémentaire.
3. Pour tout j, 1 ≤ j ≤ n, il existe un e-corps intermédiaire L de K/k avec
di (L/k) = j tel que L admet un supplémentaire.

Preuve. Montrons 1) ⇒ 2). Soit L un e-corps intermédiaire de K/k, et soit
(α1, . . . , αj−1) une r-base canoniquement ordonnée de L/k. On la complète à une
r-base canoniquement ordonnée {α1, . . . , αn} de K/k (prop. 4.3). Ecrivons la
relation de définition

αj
pmj

=
∑

ξ

Cξ(α1, . . . , αj−1)
pmj ξ .
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Il existe ξ tel que o(Cp−mj

ξ /k(α1, . . . , αj−1) = mj car sinon o(αj/k(α1, . . . , αj−1) <

mj. Soit L′ = k(α1, . . . , αj−1, C
p−mj

ξ ); c’est un e-corps intermédiaire de K/k et

par récurrence, il admet un supplémentaire L̃. On a alors

K = (L ⊗k k(Cp−mj

ξ )) ⊗k L̃ = L ⊗k (k(Cp−mj

ξ )) ⊗k L̃) .

Donc L admet un supplémentaire.
Inversement: Pour tout j, (1 ≤ j ≤ n), il existe une sous-extension L/k

de K/k de degré d’irrationalité j, telle que oi(L/k) = oi(K/k), (1 ≤ i ≤ j)
et L/k admet un supplémentaire. Ou encore pour tout j ∈ {1, . . . , n}, il ex-
iste une r-base {α1, . . . , αn} canoniquement ordonnée de K/k telle que K ≃
k(α1, . . . , αj−1) ⊗k k(αj , . . . , αn); d’ou pour tout j ∈ {1, . . . , n} et pour tout

h ∈ {j, . . . , n}, αh
pmj

∈ k (mj = o1(k(αj , . . . , αn)/k)). On en déduit Kpmj
=

(k ∩ Kpmj
)(α1

pmj
, . . . , αpmj

j−1 ). Donc di (Kpmj
/k ∩ Kpmj

) < j. Par la proposition

précédente, K/k est modulaire.

Les résultats 4.4, 5.4 et 6.4 suivants interviennent souvent (cf. [8] pour 6.4)

Proposition 4.4. Soient K1 et K2 des corps intermédiaires d’une extension K/k.
Supposons K1 et K2 k-linéairement disjoints. Soient L1 et L2 des sous corps
respectifs de K1 et K2. Alors L2K1 et L1K2 sont kL1L2-linéairement disjoints.
En particulier, (L2K1) ∩ (L1K2) = kL1L2.

Preuve. Cela résulte de la transitivité bien connue de la linéarité disjointe.

Remarque 1.4. Ce résultat s’étend à m corps K1, K2, . . . , Km k-linéairement
disjoints. Soient Li sous corps de Ki, L =

∏
Li. Alors LK1, LK2, . . . , LKm sont

Lk-linéairement disjoints.

Comme application on a:

Proposition 5.4. Soit K/k une extension modulaire, soit (θ1, θ2, . . . , θm) une r-
-base modulaire de K/k; soient n1, n2, . . . , nm des entiers et L = k(θn1

1 , θn2
2 ,

. . . , θnm
m ). Alors K/L est modulaire et (θ1, θ2, . . . , θm)\L est une r-base modulaire

de K/L.

Preuve. On pose Ki = k(θi) et Li = K(θni

i ).

Proposition 6.4. Soit K/k une extension purement inséparable et modulaire; soit

pour tout entier n, kn = kp−n

∩ K et Kn = Kpn

k. Alors kn/k, Kn/k, K/kn et
K/Kn sont modulaires.

Preuve. Comme K/k et kp−n

/k sont modulaires, kp−n

∩K/k l’est aussi. Comme

Kpn+m

et linéairement disjoint avec Kpn

et avec k, il est linéairement disjoint
avec Kpn

∩ k. Donc Kpn

/Kpn

∩ k est modulaire, et K/kn aussi. Comme Kpn

est Kpn

∩ k-linéairement disjoint avec k et comme Kpn

/Kpn

∩ k est modulaire,
Kn/k l’est aussi (cf. fig. 1). La modularité de K/Kn résulte de la transitivité bien
connue de la linéarité disjointe (cf. fig. 2).
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Kpn // kKpn

Kpn

∩ k

=={{{{{{{{{{{{
// k

??�����������

Kpm

Kpn

(k ∩ Kpm

)

>>}}}}}}}}}}}
// kKpn

Kpm

∩ k

<<yyyyyyyyyyyy
// k

@@
�����������

fig. 1 fig. 2

Proposition 7.4. Soit L/k une sous-extension d’une extension modulaire finie
K/k, avec di (L/k) = di (K/k). Soit s le plus grand entier tel que os(L/k) =
on(L/k) avec n = di (L/k). Alors il existe une r-base canoniquement ordonnée
(α1, α2, . . . , αn) de L/k tel que L = k(α1, α2, . . . , αs−1) ⊗k k(αs) ⊗k · · · ⊗k k(αn).

Lemme 1.4. Soit K/k une extension modulaire finie; soit (θ1, θ2, . . . , θm) une r-
-base canoniquement ordonnée et modulaire de K/k, soit ni = oi(K/k), soit s un
entier positif. Alors

kp−s

∩ K = k(θpn1−s

1 , θpn2−s

2 , . . . , θpni−s

i , θi+1, . . . , θm)

où l’entier i est tel que ni ≥ s ≥ ni+1. Sa liste d’exposants est (s, s, . . . , s, ni+1,
. . . , nm).

Preuve. En posant L = k(θi+1, θi+2, . . . , θm), on se ramène à s ≤ nm (cf. propo-
sition 5.4). On a

k1 = k(θpn1−s

1 , θpn2−s

2 , . . . , θpni−s

i ) ⊂ kp−s

∩ K

et pour j = 1, 2, . . . , m, on a

oj(k1/k) = s ≤ oj(k
p−s

∩ K/k) ≤ s .

Donc oj(k
p−s

∩ K/k) = s et k1 = kp−s

∩ K

Remarque 2.4. Le lemme ci-dessus, la proposition 5.3 et la proposition 5.4 mon-
trent que si K/k est une extension modulaire finie, si (θ1, θ2, . . . , θm) est une r-base
canoniquement ordonnée et modulaire de K/k; les corps L = k(θn1

1 , θn2
2 , . . . , θnm

m )

contiennent les corps kp−n

∩ K et Kpn

k et sont tels que L ⊂ L′, alors L′/L est
modulaire.

Preuve de la proposition. Notons que oj(K/k) = ej et oj(L/k) = e′j . Soit

(α1, α2, . . . , αn) une r-base canoniquement ordonnée de L/k; soit H = L(kp−e′n ∩
K). Par l’algorithme de complétition des r-bases, (α1, α2, . . . , αn) est aussi une

r-base de H/k donc H = L (autrement dit, kp−e′n ∩ K ⊂ L). Posons H2 =

k(α1, α2, . . . , αs−1)(k
p−e′n ∩ K). On a H2 ⊂ L et pour 1 ≤ j ≤ s − 1,

oj(k(α1, α2, . . . , αs−1)/k) = oj(L/k) ≤ oj(H2/k) ≤ oj(L/k)
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alors que pour s ≤ j ≤ n,

oj(k
p−e′n

∩ K/k) = oj(L/k) ≤ oj(H2/k) ≤ oj(L/k) .

Donc H2 = L. D’où il existe bs, . . . , bn ∈ kp−e′n ∩K/k tels que (α1, . . . , αs−1, bs,
. . . , bn) soit une r-base canoniquement ordonnée de L/k. Or

e′j = oj(bj/k(α1, . . . , bj−1)) ≤ oj(bj/k) ≤ e′j .

Donc L = k(α1, α2, . . . , αs−1) ⊗k k(bs) ⊗k · · · ⊗k k(bn).

Corollaire 1.4. Soit K/k une extension purement inséparable et modulaire avec
di (K/k) ≤ 2. Alors toute sous-extension L/k est modulaire.

Preuve. On se ramène à L/k finie; donc il existe s tel que L ⊂ kp−s

∩ K.

Proposition 8.4. Soit K/k une extension purement inséparable finie (respective-
ment, et modulaire), et soit L/k une sous-extension de K/k (respectivement, et
modulaire) avec di (L/k) = s. Si Kp ⊂ L alors il existe une r-base canon-
iquement ordonnée (respectivement, et modulaire) (α1, α2, . . . , αn) de K/k, et
e1, e2, . . . , es ∈ {1, p} tels que (αe1

1 , αe2
2 , . . . , αes

s ) soit une r-base canoniquement
ordonnée (respectivement, et modulaire) de L/k. De plus, pour 1 ≤ j ≤ s, on a
oj(K/k) = oj(L/k), auquel cas ej = 1, ou oj(K/k) = oj(L/k) + 1, auquel cas
ej = p.

Preuve. On a Kp ⊂ L; donc Kpj

⊂ Lpj−1

; d’où di(k ∨Kpj

/k) ≤ di(k ∨Lpj−1

/k),
avec j = or(L/k) + 1; cela donne or(K/k) − 1 ≤ or(L/k) ≤ or(K/k).

Supposons construit une r-base canoniquement ordonnée (respectivement, et
modulaire) qui vérifie les propriétés de la proposition ci-dessus jusqu’à l’entier
j < s.

1er cas: oj+1(L/k) = oj+1(K/k); dans ce cas par l’algorithme de complétition
des r-bases (respectivement, la proposition 3.4), on peut trouver αj+1 ∈ L
tel que

o(αj+1/k(αe1
1 , αe2

2 , . . . , α
ej

j )) = oj+1(L/k)

(respectivement, et = o(αj+1/k))

Dans ce cas,

o(αj+1/k(α1, α2, . . . , αj)) = o(αj+1/k(αp
1, α

p
2, . . . , α

p
j ))

= o(αj+1/k(αe1
1 , αe2

2 , . . . , α
ej

j ))

= oj+1(K/k)

(respectivement, et = o(αj+1/k)) ;

on obtient donc une r-base (α1, α2, . . . , αj+1, . . . ) de K/k qui vérifie les pro-
priétés de la proposition ci-dessus jusqu’à l’eniter j + 1 ≤ s.
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2ième cas: oj+1(L/k) = oj+1(K/k)−1; dans ce cas, par l’algorithme de complé-
tition des r-bases (respectivement, la proposition 3.4), on peut compléter
(α1, α2, . . . , αj) à (α1, α2, . . . , αj , αj+1) de façon à ce que

o(αj+1/k(α1, α2, . . . , αj)) = oj+1(K/k)

(respectivement, et = o(αj+1/k)) .

Alors

o(αp
j+1/k(α1, α2, . . . , αj)) = o(αp

j+1/k(αp
1, α

p
2, . . . , α

p
j ))

= o(αp
j+1/k(αe1

1 , αe2
2 , . . . , α

ej

j ))

= oj+1(L/k)

(respectivement, et = o(αj+1/k)) .

On obtient donc une r-base (α1, α2, . . . , αj+1, . . . ) de K/k qui vérifie les
propriétés de la proposition ci-dessus jusqu’à l’eniter j + 1 ≤ s.

Soit K/k une extension modulaire; la proposition 5.4 indique que les corps

intérmédiaires de K/k de la forme kp−n

∩K ou kKpn

sont tels que si un L est con-
tenu dans un autre L′, alors L′/L est modulaire. Si K/k est équiexponentielle ou
relativement parfaite, ce réseau de corps intermédiaires présente plus de régularité
comme le montre la proposition suivante.

Proposition 9.4. Soit K/k une extension purement inséparable, relativement
parfaite et modulaire (respectivement finie équiexponentielle). Pour tout entier

n, posons kn = kp−n

∩ K; soit t = di (K/k); soient n, m ∈ N avec n ≤ m respec-
tivement n ≤ o(K/k)), alors on a:

• di (km/kn) = t; donc [kn, k] = pnt;
• km/kn est équiexponontielle d’exposant m − n;

• kp−(m−n)

n ∩ K = km et kkpm−n

m = kn.

Remarque 3.4. Toute extension équiexponentielle K/k est une sous-extension
d’une extension K ′/k relativement parfaite et modulaire. En effet si (a1, a2, . . . , am)

est une r-base canoniquement ordonnée de K/k, Kn = k(ap−n

1 , ap−n

2 , . . . , ap−n

n ) et
K ′ =

⋃
Kn, alors il est facile de vérifier que K ′/k est relativement parfaite (car

Kn ⊂ kKp
n+1) et modulaire (car réunion croissante d’extensions modulaires).

Preuve de la proposition. Soit (θ1, θ2, . . . , θt) une r-base canoniquement or-

donnée et modulaire de kn/k; soit ei = o(θi/k). On a k(θe1−1
1 , θe2−1

2 , . . . , θet−1
t ) ⊂

k1 ⊂ kn; par suite, di (kn/k) = di (k1/k); donc di (k1/k) = supdi (kn/k) =
di (K/k) = di (k) − di (K) (cf. définition 2.2 et interprétation du lemme 1.2).
Comme K/k1 est aussi modulaire et di (K/k1) = di (K/k), on a di (k2/k1) =
di (k1/k) = t. Par suite, di (km/kn) = t; donc [km, kn] = p(m−n)t; donc km/kn est

équiexponentielle d’exposant m − n. Comme kkpm−n

m ⊂ kn, les deux extensions
étants équiexponentielles, ayant même exposant (cf. proposition 5.3) et même
degré, elles sont égales.
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Soit K/k une extension purement inséparable avec di (k) fini. Dans la suite,

on note U j
s (K/k) = j − os(k

p−j

∩ K). Soit kj = kp−j

∩ K. Comme kp
j+1 ⊂ kj ,

par la proposition 8.4, on a os(kj/k) ≤ os(kj+1) ≤ os(kj/k) + 1. Il en résulte que
pour tout entier s, la suite (U j

s )j≥1 est croissante. De plus, si K1 ⊂ K2, on a
U j

s (K2/k) ⊂ U j
s (K1/k).

Proposition 10.4. Il est équivalent de dire:

1. K est modulaire sur une extension finie de k.
2. Pour tout s ∈ [1, t] avec t = di (k) − di (K), la suite (U j

s )j≥1 est bornée.

Preuve. Supposons (1). Si K/k est modulaire, d’après la preuve du lemme
2.3, il existe j0 tel que K/kj0 est relativement parfaite (et modulaire). Par la
proposition 9.4, pour j ≥ j0 on a que kj/kj0 est équiexponentielle d’exposant
j − j0 et di(kj/kj0) = t. Donc pour tout s ∈ [1, t], on a U j

s = U j+1
s .

Si K est modulaire sur une extension finie L de k, comme L/k est finie, il existe

n tel que L ⊂ kn. Par suite, Lp−j

∩K ⊂ kn+j . Donc os(L
p−j

∩K/L) ≤ os(kn+j/k);
donc Un+j

s (K/k) ≤ n + U j
s (K/L); donc Un+j

s (K/k) est stationnaire pour j assez
grand.

Supposons (2). Donc pour j ≥ j0, on aura que pour tout s ∈ [1, t], os(kj+1) =
os(kj/k) + 1 (et di (kj/kj0) = t). Par suite, kj/kj0 est équiexponentielle, donc
modulaire; par suite, K =

⋃
kj est modulaire sur kj0 .

Théorème 1.4. Soit K/k une extension purement inséparable avec di (k) fini.
Alors la plus petite sous-extension M/k de K/k telle que K/M est modulaire n’est
pas triviale (M 6= K); plus précisement, si K/k est infinie, alors K/M est infinie.

Une étude détaillée autour de ce théorème se trouve dans [3].

Preuve. Récurrence sur t = di (k) − di (K). Si t = 0, alors K/k est finie.
Comme par la proposition 1.2, K 6= Kp(k), sauf si K = k, et comme K/Kp(k)
est modulaire (car équiexponentielle), on a M ⊂ Kp(k), donc M 6= k. Si t > 0,
et si les suites (U j

s )j≥1 (s ∈ [1, t]) sont bornées, alors par la proposition 9.4, M/k

est finie, donc K/M est infinie. Sinon, on a U j
1 (K/k) = 0. Soit i le premier

entier tel que (U j
i (K/k))j∈N soit non borné; donc pour j ≥ j0, on a ej+1

s =
ej

s + 1 pour tout s ∈ [1, i − 1]. Comme kp
j+1 ⊂ kj , par la proposition 8.4, il

existe une r-base canoniquement ordonnée (α1, α2, . . . , αt) de kj+1/k telle que
(αp

1, α
p
2, . . . , α

p
i−1, . . . , α

et
t ) soit une r-base canoniquement ordonnée de kj/k. Soit

Kj = kk
ej

i

j . Donc

Kj = k(αp1+e
j
i

1 , αp1+e
j
i

2 , . . . , αp1+e
j
i

i−1 ) ;

Kj+1 = k(αpe
j+1
i

1 , αpe
j+1
i

2 , . . . , αpe
j+1
i

i−1 ) .

On a Kj ⊂ Kj+1. Par définition de i, on a 1 + ej
i > ej+1

i c’est-à-dire ej
i = ej+1

i

pour une infinité de valeurs de j. Pour ces valeurs, on a di (Kj+1/k) = i − 1, car

sinon on aura ej+1
i = ej+1

i−1 = 1 + ej
i−1 = ej

i , i.e. ej
i > ej

i−1, ce qui est absurde.
Comme (di (Kj/k)) est une suite croissante d’entiers bornée (par di (K/k)), il
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en résulte qu’elle stationne sur i − 1. De plus, Kj 6= Kj+1, car sinon Kj =
Kj+1 = Kp

j+1(k), par suite Kj+1 = k (cf. proposition 1.2), ce qui est absurde

car i − 1 ≥ 1. Posons H =
⋃

Kj; donc H/k est infinie et di (H/k) = i − 1; de
plus, H/k est relativement parfaite car Kp

j+1(k) = Kj pour une infinité de j; donc

di (k)−di (H) = i−1(> 0); donc 0 < di (H)−di (K) = t−(i−1) < di (k)−di (K).
Par l’hypothèse de récurrence, K est modulaire sur une extension M ′ de H avec
K/M ′ infinie; comme M ⊂ M ′, alors K/M est infinie.

Dans ce qui suit, on donne un exemple d’extension K/k vérifiant que pour toute
sous-extension propre M/k de K/k, K/M est non modulaire.

Soit Ai une suite de parties de N vérifiant
{

Ai ∩ Aj = ∅ ,

|Ai| = i .

Exemple.

A1 = {0} , A2 = {1, 2} , A3 = {3, 4, 5} , . . . , An =

{
n(n − 1)

2
, . . .

n(n + 1)

2
− 1

}
.

On note An = {in1 , in2 , . . . , inn}. Soit P un corps parfait de caractéristique p 6= 0;
soit (Zn)n∈

⋃
Ai

un système algébriquement libre sur P , k = P (Zn)n∈
⋃

Ai
et K =

k(tp
−∞

i ) avec




t1 = Zi11
,

t2 = Zi22
+ Zi21

tp
−1

1 ,

t3 = Zi33
+ Zi32

tp
−1

2 + Zi31
tp

−(1+2)

1 ,
...

tn =
n∑

j=0

Zin
n−j

tp
−Sj

n−j (Sj = 1 + 2 + · · · + j) .

Soit L/k une sous-extension de K/k telle que K/L est modulaire. On montre

que tp
−∞

i ∈ L pour tout i; par suite L = K. Supposons que tp
−n+1

1 /∈ L, on a




tn+1 = rn + Zin+1

1
tp

−Sn

1 ,

rn = Zin+1
n+1

+ Zin+1
n

tp
−1

n + · · · + Zin+1
2

tp
−Sn−1

2 .

Posons en =
n(n − 1)

2
+ 1; on a

tp
en

n+1 = rpen

n + Zpen

in+1
1

tp
−n+1

1 .

Par le choix de en, rpen

n ∈ k. De plus K/L est modulaire; donc Kpen+1

et L sont Kpen+1

∩ L-linéairement disjoints. Comme (Kpen+1

∩ L)(tp
−n+1

1 ) ⊂

Kpen+1

, L(Kpen+1

∩L)(tp
−n+1

1 ) = L(tp
−n+1

1 ) et Kpen+1

sont (Kpen+1

∩L)(tp
−n+1

1 )-

-linéairement disjoints (cf. proposition 4.4). En particulier, L(tp
−n+1

1 ) ∩ Kpen+1

=
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(Kpen+1

∩ L)(tp
−n+1

1 ). Comme tp
en

n+1 ∈ L(tp
−n+1

1 ) ∩ Kpen+1

, tp
en

n+1 ∈ (Kpen+1

∩

L)(tp
−n+1

1 ) et comme o(tp
−n+1

1 /L) = o(tp
−n+1

1 /(Kpen+1

∩ L)), par identification

rpen

n , Zpen

in+1
1

∈ Kpen+1

, i.e. rp−1

n , Zp−1

in+1
1

∈ K. Soit G =
⋃

Ai \
{
in+1
n+1, i

n+1
1

}
, k1 =

k(Zp−∞

i )i∈G et K1 = k1(T
p−∞

) avec T = Zin+1
n+1

+ Zin+1
1

tp
−Sn

1 . On a K ⊂ K1 car

pour i 6= n + 1, il est clair que tp
−∞

i ∈ K1. Pour i = n + 1, on a tn+1 = T + r

avec rp−∞

∈ K1. Donc tp
−∞

n+1 ∈ K1; par suite Zp−1

in+1
1

∈ K1; donc Zp−1

in+1
n+1

∈ K1,

mais alors di (k1(Z
p−1

in+1
1

, Zp−1

in+1
n+1

)/k1) = 2 ≤ di (K1/k1) = 1, ce qui est absurde, donc

tp
−∞

1 ∈ L. Posons A′
i = Ai \

{
ii1

}
. Le même argument, modulo les constantes

Zim
1

tp
−S(m−1)

1 ∈ L, montre que tp
−∞

2 ∈ L et de même tp
−∞

i ∈ L pour tout i. Par
suite, L = K.

5. 1ère généralisation d’extensions simples

Proposition 1.5. Soit K/k une extension purement inséparable. Il est équivalent
de dire:

1. L’ensemble des corps intermédiaires de K/k est totalement ordonné pour
l’inclusion.

2. K est réunion croissante d’extensions simples.
3. di (K/k) = 1.
4. Toute sous-extension propre de K/k est simple.
5. Toute sous-extension finie de K/k est simple.

Preuve. Montrons (1) =⇒ (2). Soit (1) et E = {k(θ)|θ ∈ K}. Si E est fini,

par (1), K =
⋃

k(θ) = k(θ̂) avec k(θ̂) le plus grand élément de E. Si E est infini,
on peut construire une suite strictement croissante k(θ1) ⊂ k(θ2) ⊂ . . . . Soit
x ∈ K; il existe i tel que [k(θi), k] > [k(x), k]; on ne peut donc avoir k(θi) ⊂ k(x);
donc k(x) ⊂ k(θi); donc K =

⋃
k(θi). Il est évident que (2) =⇒ (3). D’après le

lemme 1.2, (3)=⇒ (4). En effet, supposons (3). Si K/k est fini, alors le résultat
est bien connu, sinon comme di (K/k) = di (k) − di (K) + di (K/Kp(k)) = 1 et
comme di (k)−di (K) ≥ 1, on a di (K/Kp(k)) = 0. Soit K/k relativement parfaite;
soit L/k une sous-extension propre de K/k. Si L/k est infinie, soit Lr/k sa plus
grande sous-extension relativement parfaite. On a par la proposition 6.2 1 =
di (K/k) = di (K/Lr) + di (Lr/k) = 2, ce qui est absurde. Donc L/k est fini.
Comme di (L/k) ≤ di (K/k) = 1, il en résulte que L/k est simple.

(4) =⇒ (5): immédiat.
Montrons (5) =⇒ (1). Soit (5), soient L1, L2 des corps intermédiaires de K/k.

Si L1 6⊂ L2; soit x ∈ L1 \L2; soit y ∈ L2, on a k(x, y)/k est fini, donc simple; donc
k(x) ⊂ k(y) ou k(y) ⊂ k(x); or k(x) 6⊂ k(y) ⊂ L2; donc k(y) ⊂ k(x); par suite,
L2 ⊂ k(x) ⊂ L1.

Définition 1.5. Une extension K/k purement inséparable est dite simple de deux-
ième espèce ou 2-simple si elle vérifie les propriétés équivalentes de la proposition
ci-dessus.
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Les extensions de L. Kime k(xp−∞

)/k (cf. [8]) sont 2-simples; cependant, dès
que di (k) ≥ 2, il existe des extensions K/k 2-simples qui ne sont pas de cette
forme.

Exemple. Reprenons le contre-exemple de la section 2; k = P (X, Y ) avec P
parfait de caractéristique p > 0; (X, Y ) algébriquement libre sur P , et K =

⋃
k(Ti)

avec T0 = Y et Ti = T pi+1

i+1 X . Alors K/k est 2-simple car réunion croissante

d’extensions simples; on a montré que P =
⋂

Kpn

; donc K n’est pas de la forme

k(xp−∞

).
Si k est dénombrable avec di (k) ≥ 2, on peut par un argument de dénombrement,

montrer l’existence d’extensions 2-simples qui ne sont pas de la forme k(xp−∞

).

Pour cela, soit dans kp−∞

une extension k(θ)/k simple de degré pn. Montrons qu’il

existe dans kp−∞

une infinité non dénombrable d’extensions L/k(θ) de degré p sim-

ples sur k. Soit x = θpn

et y ∈ k\kp(x); soit λ ∈ k∗; posons Lλ = k(θp−1

+λyp−1

).

Si λ 6= λ′, alors Lλ 6= Lλ′ ; sinon (λ − λ′)yp−1

∈ Lλ donc θp−1

∈ Lλ, donc

yp−1

∈ Lλ = k(θp−1), soit yp−1

∈ k(θpn−1

), soit y ∈ kp(x), contradiction. Par

suite, il existe dans kp−∞

une infinité non dénombrable d’extensions 2-simples de

k, alors que les extensions k(xp−∞

)/k sont au plus dénombrables.

La proposition qui suit donne un critère de modularité pour les extensions
F (θ)/k avec F/k 2-simple.

Proposition 2.5. Soit F/k une extension 2-simple, θ2 ∈ kp−∞

\ F telle que
[F, k] ≥ [k(θ2), k]. Il est équivalent de dire:

1. F (θ2)/k est modulaire.
2. ∀θ1 ∈ F , k(θ1, θ2) modulaire.
3. ∃θ1 ∈ F , (θ1, θ2) canoniquement ordonnée et k(θ1, θ2) modulaire.
4. ∃θ′2 ∈ F (θ2), tel que F (θ2) = F ⊗k k(θ′2).

Noter que (θ1, θ2) canoniquement ordonnée signifie que (θ1, θ2) r-libre et
o(θ1/k) ≥ o(θ2/k).

Lemme 1.5. Soit k un corps commutatif de caractéritique p 6= 0; soient θ1, θ2 ∈

kp−∞

tels que θ1 /∈ k(θ2). Pour toute extension simple k(θ′) ⊃ k(θ1), on a
o(θ2/k(θ′)) = o(θ2/k(θ1)).

Preuve du lemme. Soit s = o(θ2/k(θ1)); donc k(θ2) ∩ k(θ1) = k(θps

2 ) ⊂ k(θ′).

Par suite, s ≥ s′ = o(θ2/k(θ′)). Si θps′

2 /∈ k(θ1), (k(θps′

2 ) et k(θ1) étant tous deux

dans k(θ′)), on aura k(θ1) ⊂ k(θps′

2 ), donc k(θ1) ⊂ k(θ2), ce qui est contraire aux

hypothèses du lemme; par suite, θps′

2 ∈ k(θ1); donc s ≤ s′, donc s = s′.

Preuve de la proposition. On a (1) =⇒ (2) car di (F (θ2)/k) ≤ 2 et on applique
le corollaire 1.4.

(2) =⇒ (3) immédiatement par les hypothèses de la proposition 2.5.
Montrons (3) =⇒ (4); soit (3); par la proposition 4.3, comme o(θ1/k) ≥ o(θ2/k),

on peut compléter θ1 en une r-base modulaire (θ1, θ
′
2) de k(θ1, θ2)/k. Soit θ′ ∈ F
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tel que k(θ1) ⊂ k(θ′); par le lemme o(θ′2/k(θ′)) = o(θ′2/k(θ1)) = o(θ′2/k), soit
k(θ′, θ′2) = k(θ′)⊗k k(θ′2); donc F (θ′2) = F ⊗k k(θ′2) et il est immédiat que F (θ2) =
F (θ′2).

Montrons (4)=⇒ (1); soit (4). Alors F (θ2) est réunion croissante d’extensions
modulaires k(θi, θ

′
2), donc modulaire.

Le théorème qui suit décrit en particulier toutes les extensions purement insé-
parables d’un corps de fractions P (X, Y ) avec P parfait.

Théorème 1.5. Si di (k) ≤ 2, alors toute extension purement inséparable (et
modulaire) K/k est produit tensoriel d extensions 2-simples.

Preuve du théorème. On suppose bien sûr K/k infinie, le cas fini étant bien
connu. Soit Kr/k la plus grande sous-extension relativement parfaite de K/k. On
a di (Kr) < di (k) ≤ 2. Si di (Kr) = 0, alors Kr est parfait; donc

K = Kr = k(xp−∞

) ⊗k k(yp−∞

) ,

où (x, y) est une p-base quelconque de k. Si di (Kr) = 1, alors Kr/k et kp−∞

/Kr

sont 2-simples. Comme K/Kr est une sous-extension finie de kp−∞

/Kr, elle est
simple; donc K = Kr(θ) avec θ ∈ K; comme K/k est modulaire, car sous-extension

de l’extension modulaire kp−∞

/k et di(kp−∞

/k) = 2 (cf. corollaire 1.4), alors par
la proposition ci-dessus, K = Kr ⊗k k(θ′).

Même sous l’hypothèse di (k) < ∞, il existe des extensions modulaires K/k qui
ne sont pas produits tensoriels d’extensions 2-simples. Dans [5] J. K. Deveney
a construit une extension purement inséparable K/k infinie et modulaire, ayant

toutes ses sous-extensions propres L/k finies et telle que pour tout entier n, [kp−n

∩

K, k] = p2n; par suite cette extension n’est pas 2-simple car sinon [kp−n

∩K, k] = pn

et ne peut être produit tensoriel d’extensions 2-simples car sinon elle aurait des
sous-extensions propres infinies.

6. 2ème généralisation d’extensions simples

Définition 1.6. Soit K/k une extension purement inséparable avec di (k) fini.

On dit que K/k est simple de 3ième éspèce (ou 3-simple) si elle est simple au
sens ordinaire ou si K/k est modulaire relativement parfaite et telle que toute
sous-extension propre de K/k est finie.

Dans [5] les extensions K/k vérifiant que toute sous-extension propre de K/k
est finie sont appellées extensions “ω0-generated”.

Remarque 1.6. Les extensions simples au 2ème sens sont simples au 3ème sens.
Le contre-exemple de J. K. Deveney (cf. §5) montre que l’inclusion est stricte.

Remarque 2.6. Le fait que toute sous-extension propre de K/k est finie équivaut
à dire que le degré d’imperfection des corps intermédiaires de K/k saute de di (k)
à di (K) sans prendre de valeurs intérmédiaires !
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Théorème 1.6. Toute extension purement inséparable K/k avec di(k) fini est
composée d’extensions 3-simples.

Preuve. Le résultat est immédiat si K/k est finie, sinon considérons une suite
d’extensions

K0 = K −→ K1 −→ · · · −→ Kn = K

avec Ki+1/Ki infinie (exemple K0 = k −→ K1 = K). On a alors

di (k) − di (K) =
n−1∑

i=0

di (Ki) − di (Ki+1) .

Comme Ki+1/Ki est infinie, on a di (Ki) − di (Ki+1) ≥ 1; donc n ≤ di (k) −
di (K) et n est borné. Choisissons n maximum; il en résulte que chaque extension
Ki+1/Ki est sans sous-extension propre infinie. On est ramené à démontrer le
résultat pour K/k sans sous-extension propre infinie. Soit k1/k la plus grande
sous-extension relativement parfaite de K/k. On sait que k1 est modulaire sur
une extension finie L de k (théorème 1.4); alors K/k est composée d’une extension
finie L/k, d’une extension 3-simple infinie k1/L et d’une extension finie K/k1

(lemme 2.3).

Nous allons dans la suite de cette section, montrer que la taille d’une exten-
sion 3-simple peut être arbitrairement grande, étendant ainsi le contre-exemple de
J. K. Deveney [5]. Ensuite nous montrons qu’il existe des extensions K/k modu-
laires, avec di (k) fini qui ne sont pas produits tensoriels d’extensions 3-simples.

Théorème 2.6. Soit K/k une extension purement inséparable, relativement par-
faite et modulaire; soit L/k une sous-extension finie de K/k (L 6= k). Si K/L

est modulaire, alors pour tout entier n > e = o(L/k), kp−n

∩ K/k(Lpe−1

) est

modulaire; en particulier K/k(Lpe−1

) est alors modulaire.

Lemme 1.6. Avec les hypothèses du théorème ci-dessus, soit i = di (K/k) et soit
s le plus grand entier tel que o1(L/k) = os(L/k). Alors pour tout entier n ≥ 1, on

a di (kp−(n+e)

∩ K/L) = i et o1(k
p−(n+e)

∩ K/L) = oi−s+1(k
p−(n+e)

∩ K/L) = n.

Preuve. Soit (α1, α2, . . . , αj) une r-base canoniquement ordonnée de L/k. No-

tons Kn = kp−(e+n)

∩ K. Par la proposition 9.4, di (Kn/k) = i pour tout entier n.
On a

k −→ k(α1, α2, . . . , αs) −→ L −→ K0 −→ Kn .

Soit B une r-base canoniquement ordonnée de K0/L. Donc K0 = k(α1, α2,
. . . , αj , B). Comme |B| ≤ di (K0/k(α1, α2, . . . , αs)) = i − s (propositions 3.4 et
2.2), par l’algorithme de complétition des r-bases, on a K0 = k(α1, α2, . . . , αs, B).
Donc B est une r-base de K0/k(α1, α2, . . . , αs); donc di (K0/L) = |B| = i− s (cf.

proposition 2.2). On a Kpn−1

n (L) = Kpn−1

n (kL) = K1L = K1 (proposition 9.4) et

Kpn

n (L) = K0; donc di (Kpn−1

n (L)/L) = i et di (Kpn

n (L)/L) = i − s; donc par le
lemme 1.3, pour tout j ∈ [i − s + 1, i], on a oj(Kn/L) = n.
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Preuve du théorème. Notons tojours Kn = kp−(e+n)

∩ K. On a Kn ⊂

Lp−(e+n)

∩ K, Lp−(e+n)

∩ K/L modulaire et di (Lp−(e+n)

∩ K/L) = di (Kn/L) = i
(car di (Kn/K0) = i ≤ di (Kn/L) ≤ di (Kn/k) = i). Par la proposition 7.4, il
existe une r-base canoniquement ordonnée (a1, a2, . . . , ai) de Kn/L telle que

Kn = L(a1, a2, . . . , ai−s) ⊗L L(ai−s+1) ⊗L · · · ⊗L L(ai)| .

En particulier apn

j ∈ L pour tout entier j ∈ [i− s+1, i]. Soit (b1, b2, . . . , bj) une

r-base de L/k; donc Kn = k(b1, b2, . . . , bj , a1, a2, . . . , ai). Comme o(bα/k) ≤ e par
l’algorithme de complétition des r-bases,

Kn = k(a1, a2, . . . , ai) = k(a1) ⊗k · · · ⊗k k(ai)

(car Kn/k est équiexponentielle). De plus, o(aj/k) = n + e; donc o(apn

j /k) =

e et comme apn

j ∈ L pour tout entier j ∈ [i − s + 1, i], on peut compléter

(apn

i−s+1, . . . , a
pn

i ) en une r-base canoniquement ordonnée de L/k. Par suite,

k(Lpe−1

) = k(apn+e−1

i−s+1 , . . . , apn+e−1

i )). Donc Kn/k(Lpe−1

) est modulaire (cf. propo-
sition 5.4).

Le théorème ci-dessus donne donc un résultat de modularité. Par opposition,
on un résultat de non modularité

Proposition 1.6. Soit M/k une extension purement inséparable finie et équiexpo-
nentielle d’exposant > 1. Soit n = di (M/k) avec n + 1 ≤ di (k). Soit L une

sous-extension propre de kp−1

∩ M . Il existe une extension purement inséparable
M ′ de M vérifiant:

• M ′/L non modulaire;
• M ′/k équiexponentielle d’exposant o(M/k)+ 1 avec di(M ′/k) = di (M/k) =

n.

Preuve.

• Soit M/L est non modulaire; soit (α1, α2, . . . , αn) une r-base canoniquement

ordonnée de M/k. On pose M ′ = k(αp−1

1 , αp−1

2 , . . . , αp−1

n ). Alors M ′/L

est non modulaire, sinon M
′pL/ = M/L serait modulaire; par suite, M ′

convient.
• Soit M/L est modulaire; soit e = o(M/k) ≥ 2. On a

k −→ L −→ kp−1

∩ M −→ kp−2

∩ M −→ kp−e

∩ M = M .

Comme M/k est équiexponentielle, par la proposition 9.4 on a kMpe−1

=

kp−1

∩ M et kMpe−2

= kp−2

∩ M ; donc LMpe−1

= kp−1

∩ M et LMpe−2

=

kp−2

∩ M . Soit j = di (LMpe−1

/L) = di (kp−1

∩ M/L); on a j ∈]1, n[ car

L 6= k, kp−1

∩ M . Soit i ≤ j; on a
{

di (LMpe−1

/L) = j ≥ i ,
di (LMpe

/L) = 0 < i
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Donc (par le lemme 1.3 ) oi(M/L) = e. De même pour i ≤ j + 1,
{

di (LMpe−2

/L) = n ≥ i ,

di (LMpe−1

/L) = j < i .

Donc oi(M/L) = e − 1.
Soit (b1, b2, . . . , bn) une r-base canoniquement ordonnée et modulaire de

M/L; par l’algorithme de complétition des r-bases c’est une r-base canon-
iquement ordonnée de M/k, donc modulaire (car M/k est équiexponentielle).

On a di (k) ≥ n + 1; donc ∃t ∈ k tel que (bpe

1 , bpe

2 , . . . , bpe

n , t) p-indépendant
sur k. Soit

M ′ = k(bp−1

1 , bp−1

2 , . . . , bp−1

n−1, (b1t + bn)p−1

) ;

donc M ′ = L(bp−1

1 , bp−1

2 , . . . , bp−1

n−1, (b1t + bn)p−1

). On a

o(b1t + bn/L(bp−1

1 , bp−1

2 , . . . , bp−1

n−1)) = e − 1 ,

car si (b1t+bn)pm

∈ L(bp−1

1 , bp−1

2 , . . . , bp−1

n−1), alors bpm

n ∈ L(bp−1

1 , bp−1

2 , . . . , bp−1

n−1),

donc bpm

n ∈ L (cf. lemme 1.5) donc m ≥ e−1. Par suite, (bp−1

1 , bp−1

2 , . . . , bp−1

n−1,

(b1t + bn)p−1

) est une r-base canoniquement ordonnée de M ′/L. Si M ′/L
était modulaire, le critère de modularité (proposition 1.4) s’applique; on a

(b1t+bn)pe−1

= bpe−1

1 tp
e−1

+bpe−1

n ; donc tp
e−1

, bpe−1

n ∈ M
′pe

, donc tp
−1

, bp−1

n ∈

M ′; or di (k(bp−1

1 , bp−1

2 , . . . , bp−1

n−1, b
p−1

n , tp
−1

)/k) = n + 1 > di (M ′/k).

Soit j un entier ≥ 1. Construisons maintenant une extension 3-simple K/k

vérifiant que ∀n ∈ N, [kp−n

∩ K, k] = pnj . Pour cela, soit k un corps commutatif
dénombrable avec di (k) ≥ j+1; soit (X1, X2, . . . , Xj) un système p-libre sur k; on

pose M2 = k(Xp−1

1 , Xp−1

2 , . . . , Xp−1

j ). Soit E = {sous-extensions propres de kp−1

∩
M2}. Comme k est dénombrable, E est dénombrable. Donc on peut écrire E =
{Ln | n ≥ 3} Par la proposition 1.6, il existe une suite d’extensions croissantes
(Mn/k) vérifiant:

• Mn/Ln non modulaire;
• Mn/k équiexponentielle d’exposant n.

Soit K = ∪Mn

Théorème 3.6. K/k est 3-simple avec

∀n ∈ N , [kp−n

∩ K, k] = pnj ;

(autrement dit, di (K/k) = j).

Ce théorème fait l’objet d’une étude séparée dans [2].
Pour la preuve on aura besoin en plus de:

Lemme 2.6. Soit K/k une extension purement inséparable, relativement parfaite
et modulaire. Soit S/k une sous-extension de K/k relativement parfaite, L/k
une sous-extension de S/k. Si S/L est modulaire, alors K/L est modulaire, (en
particulier K/S est modulaire).
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Preuve du théorème. Soit S/k une sous-extension propre de K/k; supposons
S/k infinie. Par le théorème 1.6, il existe une sous-extension S′/L′ de S/k 3-simple,

(donc modulaire) avec L′/k fini et S′/k relativement parfaite. Soit L = L
′p−1

∩S′;
on sait que S′/L est modulaire (proposition 9.4) donc par le lemme ci-dessus, K/L

est modulaire. Par le théorème 2.6, pour n assez grand, kp−n

∩ K/k(Lpe−1

) (e =

o(L/k) ≥ 1) est modulaire, et on a k(Lpe−1

) ⊂ kp−1

∩S′ et k(Lpe−1

) 6= k, kp−1

∩K

(car S′ ⊂ K, S′ 6= K =⇒ di (kp−1

∩ S′/k) ≤ di (S′/k) < di(K/k) = di (kp−1

∩

K/k)); donc ∃n tel que k(Lpe−1

) = Ln. Or kp−n

∩ K = Mn car Mn ⊂ kp−n

∩ K
et les deux extensions ont même degré. Donc Mm/Ln est modulaire pour un

entier m ≥ n, donc LnMpm−n

m /Ln modulaire. Soit par la proposition 9.4 Mn/Ln

modulaire. Une contradiction.

Preuve du lemme. Comme k et Kpn

sont k ∩ Kpn

-linéairement disjoints
et Spn

(Kpn

∩ L) ⊂ Kpn

, alors kSpn

(Kpn

∩ L) = S et Kpn

sont Spn

(Kpn

∩ L)-
-linéairement disjoints (cf. proposition 4.4 et figure ci-dessous). Comme Spn

et L
sont linéairement disjoints et Kpn

∩L ⊂ L, alors Spn

(Kpn

∩L) et L sont Kpn

∩L-
-linéairement disjoints. Par la transitivité de linéarité disjointe, Kpn

et L sont
Kpn

∩ L-linéairement disjoints.

L // S // K

Kpn

∩ L //

88qqqqq

Spn

(Kpn

∩ L)

44hhhhhhhh
// Kpn

<<yyy
// K

Spn

∩ L

77oooo
// Spn

66nnnnn
// Spn

(Kpn

∩ L)

66mmmmm
// S

::uuuuuu

k ∩ Kpn

44iiiii
// k

==zzzz

Dans la suite de cette section, on construit une extension modulaire qui n’est
pas produit tensoriel d’extensions 3-simples.

Soit k un corps commutatif dénombrable de caractéristique p 6= 0 avec di (k) ≥

3; soit (X1, X2, t) un système de k p-libre sur k. Soit F1 = k(Xp−∞

1 ). Soit n un

entier ≥ 1; supposons construit an ∈ kp−∞

vérifiant o(an/k) = o(an/F1) = n et

F1(X
p−1

2 ) ⊂ F1(an). Soit L/k une sous-extension de F1(an)/k vérifiant o1(L/L ∩
F1) = 1 (donc L 6⊂ F1).

Lemme 3.6. Sous les hypothèses ci-dessus, il existe an+1 ∈ kp−∞

vérifiant:

1. o(an+1/k) = o(an+1/F1) = n + 1;
2. F1(an) ⊂ F1(an+1);
3. F1(an+1)/L non modulaire.

Preuve. Posons k0 = F1∩L; donc k0 = k(Xp−n0

1 ) avec n0 = [k0, k]. Comme L 6⊂
F1 on a F1L 6= F1; donc [F1L, F1] = 1, par suite, [F1(an), F1L] = n−1, c’est à dire

o(an/L(Xp−∞

1 )) = n−1; soit X = Xp−(n0+1)

1 ; on a o(X/L) = 1 et F1L = L(Xp−∞

);

par suite, o(an/L(Xp−s

)) = n − 1 pour tout s ≥ 0. Pour situer L dans F1(an),
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on a [L(an), k(an)] ≤ [L, k] = pn0+1. Par hypothèse, L(an) est une sous-extension

de F1(an)/k(an) = k(an)(Xp−∞

1 )/k(an); donc L(an) = k(an)(Xp−r

1 ). Comme

o(Xp−r

1 /k(an)) = o(Xp−r

1 /k) = r (car F1(an) = F1 ⊗k k(an)), on a r ≤ n0 + 1;

donc L(an) ⊂ k(an)(Xp−(n0+1)

1 ) = k(an, X).

F1

1
$$JJJJJJJJJJ

n // F1(an)

k
n0 // k0 = F1 ∩ L

77ppppppppppppp

1 ''NNNNNNNNNNN
F1L

n−1

77nnnnnnnnnnnnn

L = k(α)

::ttttttttt

≤n
// L(an)

OO

L’équation de définition de an/F1L s’écrit

apn−1

n =
∑

0≤i<p

ciX
i .

Posons an+1 = ap−1

n ; si F1(an+1)/L est non modulaire, alors an+1 convient. Sinon,
l’équation de définition de an+1/F1L se déduit simplement de celle de an/F1L

apn

n+1 =
∑

0≤i<p

ciX
i .

Comme F1(an+1)/L est modulaire, le critère de modularité des extensions F (θ)/k

avec F/k 2-simple (cf. proposition 2.5 ) donne cp−n

i ∈ F1(a
p−1

n ). Posons alors

an+1 = tp
−1

+ ap−1

n . On a

apn

n+1 = tp
n−1

+ c0 +
∑

1≤i<p

ciX
i .

Si F1(an+1)/L est non modulaire alors an+1 convient. Sinon pour 1 ≤ i < p,

on a cp−n

i ∈ F1(an+1), donc ap−1

n − cp−n

0 ∈ F1(an+1). On distingue deux cas:

• 1er cas: Il existe j dans [1, p] tel que cj /∈ k0. Dans ce cas, posons ξ =

ap−1

n − cp−n

0 ; on a o(ξ/F1) ≤ n + 1 (car ξ ∈ F1(an+1)); s’il est ≤ n, alors

ξpn

= apn−1

n − c0 ∈ k0(X) car o(ξpn

/k0) ≤ 1. Donc

apn−1

n − c0 =
∑

0≤i<p

hiX
i =

∑

1≤i<p

ciX
i , hi ∈ k0(⊂ L) .

D’où par identification, cj ∈ k0, contradiction. Donc o(ξ/F1) = n + 1

par suite, F1(a
p−1

n − cp−n

0 ) = F1(an+1). Comme cp−n

0 ∈ F1(a
p−1

n ), on a

F1(a
p−1

n ) = F1(a
p−1

n − cp−n

0 ). Par suite, tp
−1

∈ F1(an+1), contradiction (cf.
lemme 1.5).
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• 2ème cas: Pour tout j ∈ [1, p], cj ∈ k0. Dans ce cas, c0 /∈ k0; sinon apn−1

n ∈ F1

(par hypothèse, o(apn−1

n /F1) = n). Ici aussi on distingue deux cas:
– 1er cas: Il existe j dans [1, p] tel que cj 6= 0; dans ce cas, posons

an+1 = tp
−1

ap−1

n ; si F1(an+1)/L est non modulaire, alors an+1 convient;
sinon par le même critère de modularité (proposition 2.5) que ci-dessus,

tp
−1

cp−n

i ∈ F1(an+1) pour 0 ≤ i < p; soit ξ =
an+1

tp−1cp−n

0

=
ap−1

n

cp−n

0

; on a

o(ξ/F1) ≤ n + 1 (car ξ ∈ F1(an+1)); s’il est ≤ n, alors par identification
comme ci-dessus, c0 ∈ k0, contradiction.

– 2ème cas: Pour tout j ∈ [1, p] cj = 0, c’est à dire apn−1

n ∈ L. Comme

apn−1

n /∈ k0 (sinon o(an/F1) ≤ n− 1), on a L = k0(a
pn−1

n ) = k(apn−1

n ) car
K/k est simple. Par suite, [L, k] = p; donc k0 = k; dans ce cas, posons

an+1 = ap−1

n + tp
−1

Xp−(n+1)

1 . Si F1(an+1)/L est non modulaire, alors

an+1 convient; sinon, on a apn

n+1 = a
pn−1

n +tp
n−1

X ; par le même critère de

modularité que ci-dessus, on obtient tp
−1

∈ F1(an+1), contradiction.

Soit k un corps commutatif dénombrable de caractéristique p 6= 0 et de degré
d’imperfection fini ≥ 3. Soient X1, X2, t des élément de k p-indépendants. Soient

F1 = k(Xp−∞

1 ), et soit

H =
{

L | L/k sous-extension de F1(X
p−1

2 )/k et o(L/L ∩ F1) = 1
}

.

Comme k est dénombrable, H est dénombrable, notons H = {Ln}n≥2. Posons

a1 = Xp−1

2 ; par le lemme ci-dessus, on construit une suite (an) d’élément de kp−∞

vérifiant:

• o(an/k) = o(an/F1) = n;
• F1(an) ⊂ F1(an+1);
• F1(an)/Ln non modulaire.

Soit K =
⋃

F1(an).

Théorème 4.6. K/k est modulaire et un admet une seule sous-extension qui soit
propre, infinie, et relativement parfaite.

Corollaire 1.6. K/k est modulaire mais n’est pas produit tensoriel d’extensions

simples au 3ème sens sur aucune extension finie L de k.

Preuve du corollaire. Il est clair que K/k n’est pas simple au 3ème sens
(car admet une sous-extension propre infinie F1/k). Si K/k était produit tensoriel

d’extensions simples au 3ème sens sur une extension finie L de k, cela donne lieu a
deux sous-extensions propres et relativement parfaites de K/k, contradiction.

Preuve du théorème. Soit F2/k une sous-extension propre de K/k infinie et
relativement parfaite autre que F1. Comme di (K/k) = 2, on a di (F2/k) = 1 (cf.

proposition 6.2). Donc il existe un entier n0 tel que F1 ∩ F2 = kp−n0
∩ F2; soit

L = kp−(n0+1)

∩F2; on a o(L/L∩F1) = 1; donc o(F1L/F1) ≤ 1; donc L ⊂ F1(X
p−1

2 ).
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Par suite, il existe Ln ∈ H tel que L = Ln. On a K/L est modulaire vu que K/k
est modulaire (car K =

⋃
F1(an) et F1(an) = k(an)⊗kF1) et K/k est relativement

parfaite (car K/F1 et F1/k le sont). Comme F2/k est simple de deuxième espèce,
F2/L est modulaire. Par le lemme 2.6 K/L est modulaire. Or F1(an)/L est sous-
extension de K/L modulaire et di (K/L) ≤ 2. Donc par le corollaire 1.4 F1(an)/L
est modulaire, contradiction.
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