Casopis pro péstovani matematiky

Miroslav Fiedler
Poznamka o positivné definitnich maticich
Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 85 (1960), No. 1, 75--77

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/108118

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1960

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/108118
http://project.dml.cz

Casopis pro péstovini matematiky, ro. 85 (1960), Praha

POZNAMKA O POSITIVNE DEFINITNICH MATICICH

MirosLAv FIEDLER, Praha
(Doslo dne 29. dubna 1959)

V ¢&lénku se dokazuje nerovnost (3) pro positivné definitn{ matice
A, B a ndkteré jeji dusledky.

1. Uvod. Necht 4 = (a,;) je dtvercové matice n-tého ¥a4du s komplexnimi
prvky. Znadime jako obvykle 4* matici transponova,nou a komplexné sdruZe-

nou k A, 7(4) stopu matice 4 (tj. (4 Za“ z lag )3, .

i,je 1
N*4) = 7(44%*). Déle oznatujeme M (A) odmocnmu z maximalniho vlastniho
dislamatice A A *; je-li specidlné A symetricka (tj. 4 = 4*) je M(A4) rovno maxi-
mélni absolutni hodnoté vlastnich &isel matice A. Plat{ nyni zndmé vatahy*)
(1) N(4B) = N(4) M(B),
N(A4B) = M{A) N(B).
Rovnéz uzijeme vztahu
(2) 7(4B) = 1(BA)
a (charakteristické) vlastnosti positivné definitnich matic, %e k takové matici
existuje reguldrni matice C tak, e 4 = CC*.
2. Dokézeme tuto vétu:
Viéta. Necht A a B jsou positivné definitnt matice téhoZ rddu. Potom plati
N2(4 - B)
(3 7[(4 — B)(B! )] 2 et
®) [(4 — B)( N2 3T HE,
Dukaz. Existuji regulérni matice C; a C, tak, #e 4 = 0,0f, B = C,C¥.
Nyni podle (2) a (1) '
(A — B)(B*— AY)] = 1[(4 — B)BY(4 — B) A™'] =
= 7{(4 — B) 07" 0y (4 — B) 0707 "] =
= 7[C;Y(4 — B) 03 {O7 (4 — B) CF )*] = N7 (4 — B) O3] =
N4 —B) _ N4 — B)

I(C,) MXC ) T M(A)M(B)

*)%mf’ A. S. HousrEHOLDER [1], str. 42.
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nebot : . -
- M(4) = M(0,C%F) = M2(C,) atp.

Z této véty plynou nékteré dusledky:
Disledek 1. Jsou-li A a B positivné definitni matice tého¥ Fddu, plati

- — N 2(‘1 'B)
4 T A — _B _B 1 _A 1 > v -/

kde || M|| je libovolnd norma matice M.

Dikaz. Plyneihned odtud, Ze M(4) < [|4|| pro symetrickou matici 4, nebot
M(A) je pak rovno maximélni absolutni hodnoté vlastnich &isel matice 4.

Disledek 2. Jsou-li A = (a;;), B = (b;;) positioné definitni matice n-tého
Fadu, A~ = (%), B~1 = (B;;), potom plati

n

(5) z (@5 — big) (o5 T‘"‘Bz’i) =0;

ij=1
rovnost zde nastane pravé pro A = B.
- Ditkaz. Plyne ihned z (3), nebot levéd strana (5) je — 7[(4 — B)(B-* — 4-1)].

Disledek 3. Positivné definitnt matice je uréena jednoznacné, jsou-li ddny jejt
proky na nékteryjch mistech v jejim schematu a proky matice k né inversni na zby-
lyjch mistech schematu.

Dikaz. Necht pro dvé positivné definitni matice 4 = (a;;), B = (b;;) s in-
versnimi maticemi A4-* = (x;;), B~* = (;;) plati a;; = b;; pro (2, §) e My,
&;; = fi; Pro (¢, 9) e Mo, kde M, resp. M, odpovid4 prvnim resp. druhym mis-
tam schematu. Potom

n

> (@ — gyl — Bii) = z +>...=0,
. ir.

ij=1
takZe podle disledku 2 je 4 = B. o

Poznidmka. Nezabyvime se zde otdzkou, za jakych podminek takovs posi-
tivné definitni matice skutetné existuje. :

Diisledek 4. Zvétsime-li (zmensime-lt) rediné Edsti proka positivné definitni
matice na nékterych mistech tak, aby vislednd matice byla opét positivné definitni,
potom inversnt matice k vysledné matici md alespori na jednom z uvedengjch mist
prvek o menst (vétst) rediné Cdsti neZ méla matice pivodnsi.

Dukaz. Plyne ihned z (5).
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Pesome
3AMEYAHUE O IIOJIOKUTEJIBHO OIIPENEJEHHBIX MATPUIIAX
MUPOCJIAB OUJJEP (Miroslav Fiedler), IIpara

Ecazm 4 = (a;;) — wBagpatHas marpumma, To MHL depes A* ofosHadmMm Ma-
Tpuuy TPAHCIOHUPOBAHHYIO ¥ KOMILIIEKCHO COHPHH{GHHYIO ¢ A4, gepes 7(4) =
= z a;; — ciex MaTpmusl A, N(A Z [awl2 VT(AA*), yepes M(4) —

i=1 ’ i,j=1
KBaJpaTHHH KOpeHh u3 HamboIbmIero cobcTBeHHOrO dmesa Marpunsr AA4*.

HoxazeiBaercss Teopema:
Ecau A u B — nosoocumesvno onpedesennsle MAmpuyvl 00UHAKOBWE No-

padkos, mo

N2(4 — B
(4 — B)(Bt—47Y)] = W(ET)——M_(B—)) .

Haiee BRIBOZATCA HEKOTOPHG CHIEACTBUSA 9TOTO HEPAaBEHCTBA, HAID.:

Iosooucumenvho onpedeaennas mampuya onpdessemcs O0OHOSHAUHO, ecAU
danbl ee dNEMEHMB HA HEKOMOPBIL MECTNAL 8 e CXeMe U NeMEeHmMbl ee 00pamuot
MAMPUYLL HA OCIMANBHBLL MECAL CLEMBL.

Summary

A REMARK ON POSI_TIVE DEFINITE MATRICES

MirosrAv FIEDLER, Praha

Let 4 be a square matrix. We denote A* the conjugate transpose of 4, 7(4)
the trace of 4, N(4) = [1(4A4A*)]}, M(A) the square root of the mammal
proper value of 44*. The following theorem is proved:

Let A, B be positive definite matrices of the same order. Then
N2(A — B)
M(A) M(B) "
Some consequences of this inequality are given, e. g.:

A positive definite matrix is uniquely determined by tts elements on some places
of its scheme and by the elements of its inverse matriz on the remaining places.

(4 —B)(B— AN =
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