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POZNAMKA O POSTRADATELNYCH BODECH. V. UPLNYCH ", ..
SESTAVACH BODU A PRIMEK V ROVINE

Karer KouTskY & VAcLav Pon&x Brno
(Doslo dne 13. brezna 1959)

Préce studu]e up]né sesta,vy (S S))) bodu a primek v roving, u nichz
viechny postradatelné body lezi na pfimce. Je-li téchto postradatel-
nych bodd # (= 3) & body mnoZiny S neleZ{ na p¥imece, plati kard S =
> 3h (véta 1). Déle se uka,que, %e k h (= 3) libovoln$ zvolenym ruz-

"riym bodim na 'prfmce existuje nettrividinf iplné sestava (S, P), kte-
¢ réd mé ty’co body za véechny své body postrada,temé (véta. 2)

Rekneme Ze mporadané, dvopce (S 51)) je. uplna, sestava, bodi, -« pmmelc
v roviné') (v daldim jen Gplna sestava), jestliZe S je kone¥né neprazdné mnoZina-
bodi v euklidovské roving a P je mnoZina viech piimek, na nichZ lezi alespoil
dva razné body mnozmy S. Dva. rizné body A, B mnoZiny S urduji p¥imku

. . . ... mnoZiny P, kterou znatime p(4, B). Jestlize
., ptimka pe P obsahuje pouze dva body z S,
....nazyvs se prostd. Bod mnoziny S, ktery lezi
.. - .alespoil na jedné prosté piimce, se nazyva ne- -

- -postradatelny. Jinak se nazyvé postradatelny.

Préce studuje Gplné sestavy (S,9P), u kte-
-‘rych existuje ptimka p ¢ P, na niz lezi viech-
ny postradatelné -body, neleZi viak, na. ni

vSechny body z S. Nechf polet postradatel- .

nych bodt je A. Studujme p¥ipad 2 = 3.

Priklad. Pro ka#dé pkirozené A = 3
existuje Gplnd sestava (S, P) s uvedenymi
vlastnostmi a takové, Ze kard S = 3h. Necht napf. X,,..., X, jsou po
sobé& jdoucf vreholy pravidelného konvexniho 2k-tdhelnika. Oznaéme Uy, ..., Us
1ibéZné body pimek p(X;, X,), ..., P(Xn, X141)- Necht f je kolineace v roviné
takové, Ze mnoZina S = {{(X,), ..., [(Xas), (Uy), ..., f(Us)} je ohranifend.
Takové kolineace f ziejmé existuje. Body A; = f(U;) le#i vesmds v jedné -

1) Tyto sestavy jsou studovény nap¥. v préci: Kerry, L. M., Moser, W. O.: On the
number of ordinary lines determined by n points. Canad. J. Math. 10 (1958), 210—219.
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piimce a tvoif mnoZinu viech postradatelnych bodt hledané tplné ses’oéwy
(S, P) (viz obr. 1). '
Nésledujici véta ukazuje, Ze uvedené priklady maji minimdlni podet bodd.

Véta 1. Necht h = 3 'je prirozené Eislo, (S,P) dplnd sestava, kierd obsahuje

pravé h postradatelnyjch bodi, a necht viechny tyto body leZi na jedné p¥imce. Necht
body mmnoZiny S neleZi vesmés na této primce. Pak kard S = 3h.

Obr. 2.

Dikaz. Necht 4, ..., 4, jsou postradatelné body, p p¥imka, na niz viechny
lezi.

1. Necht body mnoZiny S — p le#i vesmés na jedné poloroving urdené p¥im-
kou p. Orientujme p¥imku p tak, %e tato polorovina je po levé strang a poradi
postra;datelnyeh bodd na piimce ve smyslu této orientace je A, ..., 4;.
Oznadme p, polopfimku vychdzejici z A,, obsahujici alespor jeden bod X ¢ S —
— p a takovou, Ze ze vSech takovych polopfimek mé thel «; = < 4,4,X nej-
mensi hodnotu (m&fme ve smyslu proti sméru rudiéek hodinovych). Necht X,
je bod mnozZiny (S — p) n p,, ktery je nejbliZe bodu 4, (obr. 2). Podobng& defi-
nujme polopiimky p; a body X, (j = 2, ..., ). Ponévad# na kazdé polop¥imee
p; lezi alesponi dva body mnoZiny S — p, jsou body X; vesmés navzajem rizné
a hly o; tvo¥i ostie rostouci posloupnost. P¥imky p(4,, X ;) tvoii svazek h ruz-
nych pfimek prochézejicich bodem A,. Ponévadz tento bod je postradatelny,
lezi na kazdé piimee p(d4;, X ;) jesté t¥eti bod Y; e S — p a véta plati.

"2. Necht body mnoZiny S — p leZi po obou stranich p¥imky p. Orientujme
p¥imku p a oznadme 7, resp. x, levou resp. pravou polorovinu uréenou pimkou
p. Necht potadi postradatelnych bodd na p¥imece ve smyslu této orientace je
4,4, ..., 4. Provedme hotejsi konstrukci polopfimek p; a bodd X; pro body
mnoziny (S — p) n m;. Jestlize X ; jsou vesmés rizné body pro j = 1,2,..., &
— jsme hotovi (postupujeme analogicky jako v p¥ipadé 1). Necht nékteré tyto
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‘body splynou. Pak v mno#ing {1, 2, ..., &} existuje neprazdns d4st N takovs, e
pro kazdé i € N existuje j =+ 1,7 e N tak. Ze X, = X; a takovd, Ze ze viech pod-
mnoZin s uvedenou vlastnosti je mnozina N maximalni. Necht N = {l,, 1, ...,
Ly, <ly<..<l,.Nechti < i aX;= X,. Pak zfejmé pro vSechna p¥iro-
zend 7,1 < j <1 platf je N a X, = X, Odtud plyne existence p¥irozenych

dselt = lar,=22,i=12, .. ,ttak, %e X, =X, =..=X, + X,Hls
=.=X, =+X =...+X,,, =..=2X,, .Zfjmé dslepla-
bty by by 4l ‘:é el l [éln ] P

t
tH2=3>r=r<ha

i=1
1<, bb=L+1, .., 0L =L+r—1,
1 + Zrl g lrl+1: lr1+2 = Zr1+1 + ]'s e lr1+r2 = Z7‘1+1 + Ty — 1 s

................................................................

Vbl <l ol =ha 1 .0ly =1, 4r—1.
tZ_]i"« :g:fﬁl i}‘:ifﬁ?- :gll"i-bl ’ éln :@1" ikl !

Mnozina {1, 2, ..., b} — N (pokud neni prazdné) necht sestévé z &isel &y, ks, ...,
ky, kde ky < ky < ... <k, Tedy h =r 4 5. Body X;, (i =1,2,...,s) spolu
s bodem X; jsou vesmés rizné a urduji s 4 1 réznych pfimek vychizejicich
z A4,. Na ka#dé z nich existuje je$té t¥eti bod mnoZiny S, takZe jiz méme zaru-
geno 2s + 2 bodé z S — p. Na polopfimee opaéné k polopfimce p, existuje
alespoil jeden bod mnoZiny (S — p) n 7, (obr. 3). Oznaéme g¢; polopfimku vy-
chézejici z bodu 4, , obsahujici alespoii jeden bod X mnoZiny (S — p) n 7, a.
takovou, Ze ze vSech takovych p¥imek mé
thel 8, = 180° — < X4, 4, nejmensi hod-
notu. Zrejmé §; < «;. Oznaéme Z; bod mno-
Ziny (S — p) n ¢, nejblizii bodu 4, . Obdob-
né zkonstruujme body Z,()=2,...,r — 1)
Tyto body jsou vesmsés razné a uréuji » — 1
riznych piimek vychazejicich z A4,. Zidns
z téchto pfimek neobsahuje body mnoZiny
(S — p) n 7, a tedy musi existovat na kazdé
Obr. 3. z nich alespon jesté jeden daldi bod mnoZiny
(S — p) n 7,. Tim méme v poloroviné =, nale-
zeno 2r — 2 bodd mnoZiny S — p a tedy kard (S — p) = 2h a véta je dokazina.
Naskytd se otdzka, sestrojit k predem danym A (= 3) ruznym bodim na.
primce dplnou sestavu tak, aby jeji body neleZely vesmés na piimce a ony pie-
dem dané body byly pravé viechny jeji body postradatelné. Nésledujici véta.
kladné odpovida na poloZzenou otazku.

Véta 2. Necht je ddno na primce h (= 3) réznyjch bodé. Pak existuje vplnd
sestava (S, D) tak, Ze viechny jejt body nelefi v jedné primce a wvedené body json
vdechmy jeji body postradatelné.
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Ke konstrukei takové dplné sestavy potiebujeme piedbézné Gvahy.

Lemma 1. Necht P je bod leZici wonity trojuhelntka A,, A,, As. Necht A} =
= p(P, 4,) n p(4,, 4,), A; = p(P, 4,) n p(4,, 4,), A:; = p(P, 43) 0 p(ADAz)»
Necht A5 = p(P, 4;) 0 p(d;, A3), Ay = p(P, A) 0 p(d;, A7) o mecht A7 =
= p(4,, 4,) 0 Z’(A,;, 4y), 47 = p(4,, 4,) n Z’(A;,, A,). Potom

(a) primky p(P, Ay), P(4y, 43), p(4,, A7), p(4;, A7), p(4;, A7) se protinaji
v jednom bodé R,

(b) primky p(4,, A5), p(4;, 4,), p(A], 4s) se bud protinaji v jednom bodé &
nebo jsou spolu rovnobéEné.

Diikaz. Necht P le#i uvnit¥ trojihelnika 4,, 4,, 4,. Pak body P, 4,, 4,, A,
jsou vesmés rtzné. Snadno nahlédneme, %e body A;, 4, A, A7, A,, A7, A7
skuteéné existuji a Ze jsou rizné jak mezi sebou, tak i od bodd P, 4,, 4,, 4,.
Odtud nésleduje, Ze vSechny piimky, o nichZ se mluvi v tvrzeni (a) i (b), jsou
jednoznaéné urdeny (viz obr. 4). Snadno lze zjistiti, Ze Z4dné tii z bodd P,
\A,, Ay, A; nelexi v jedné piimce. Tyto ¢ty¥i body tedy uréuji tplny &ty¥roh.
Jest pak déle ihned patrno, Ze body 4,, 4,, 4; jsou jeho diagonilnimi body.
Podle zndmych projektivnich vlastnosti dplného tyirohu je Stvefice piimek
p(P, A,), p(4,, 4;), p(4,, 4,), p(4,, A;) harmonicks. Budiz nyni R’ prisedik
piimek p(4,, 4;), p(4;, 4;). Tento prisedik vidy existuje, nebot lze snadno-
nahlédnouti, Ze body 4,, A; le#{ v riznych polorovinich vytatych ptimkou
p(4,, 4;). Prinik zmingné harmonické &tvefice ptimek s p¥imkou p(4,, A;)
je bodova &tvetice P, 4, A, R’. Nutng tedy tato bodova &tvetice je té% har-
monick4, tj. plati (P, 4, 4, R') = — 1.2) Déle se zjisti, ze Z4dné tii z bodi
P, A,, 4,, A, nelezi v jedné p¥imce. Tyto &ty¥i body tedy rovnéz uréuji uplny
——2) Pro &tyfi body 4, B, C, D, lezici v jedné pi‘imée, znaéi (4, B, C, D) jejich dvoj-

i AC AD '

omér. Tedy .A, B, O,D = = =
P ( ) BC BD
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tyiroh. Diagondlni jeho body jsou A,, A,, A;. Ctvetice piimek p(P, 4,),
D(Ay, A;), P(4,, 4s), (s, 4 ) je tedy nutné harmonicks. BudiZ nyni R” pri-
setik piimek p(4;, As), p(4,, A7). Tento prisedik vidy existuje, nebot lze snadno
nahlédnouti, e body 4,, A7 le#i v raznych polorovinich vytatych pmmkou
p(4;, A;). Prinik predeslé harmonické dtvetice piimek s piimkou p(4,, 4;) je
pak bodovs &tvetice P, Ag, As, R”. Ta oviem nutné musf byti t62 harmonicka,
tak¥e plati (P, A, A5, R”) = — 1. Z obou ziskanych relaci (P, 45, 44, B") =
= —1, (P, 43, A3, R") = — 1 nutnd nasleduje R’ = R”. Oznagime-li tento
bod pismenem R (jak je udéléno v obrazku), plyne z p¥edchézejiciho, Ze piimky
P(4;, 43) = p(P, 4,), p(44, A3), p(4,, A7) se protinaji v bodé R, &imz je doké-
zéna Sast tvrzeni (a).

Abychom dokézali celé tvrzené (a), stadi dokdzat, %e piimky p(4;, 47),
p(4;, A7) prochizeji bodem R. P¥edeviim je z predeslého patrno, Ze plati (P, 4g,
As, R) = — 1. Dile se pomé&rné snadno nahlédne, ze bod R je rizny od kazdého
z bodtt P, 4,, 4,, A,, Ay, Ay, A3, A7, A, A7, A7. Nyni je patrné, Ze bod Aj
nele#i ani na piimee p(4,, 4;), ani na primee p(4,, 4,). Promitneme-li pak
harmonickou &tvetici bodit P, 4;, 45, B z bodu 47 do piimky p(4,, 4,), dosta-
neme bodovou &tvetici 4,, 4s, A7, 4, jeZ je nutnd téZ harmonicks. Plati tedy
(4,, 4;, Ay, A,) = — 1. Lehce déle zjistime, %e ptimky p(4,, 47), p(4,, 43) se
protinaji v ndjakém bods R;. To plyne z toho, ze body A;, 47 lez{ v riznych
polorovinich vytatych ptimkou p(4;, 4;). Nyni ale bod 4; nelezi ani na ptimcee
P(4,, 4,), ani na piimece p(4;, A;). Promitneme-li nyni harmonickou &tvefici
Ay, Ay AT, A, 2 bodu A;, do p¥imky p(4,, 4,), dostaneme bodovou &tvefici
P, A;, R,, A,, kters nutng je téZ harmonické. Bude tedy platit (P, 4;, R,, 4,)=
= — 1 a tedy téz (P, 43, 4;, R;) = — 1.'Z obou relaci (P, 4;, A3, R) = — 1,
(P, 4;, A;, A)) = — 1 pak ihned plyne R; = R. Podle definice bodu R, to ale
znamens, %e ptimka p(A4;, A7) prochézi bodem R.

Dsle zjistime, %e bod A, nele%i ani na pimce p(4,, 4;), ani na primee
p(4,, 4,). Promitneme-li nyni harmonickou &vetici P, 4;, 45, R z bodu A;
do ptimky p(4,, A;), dostaneme harmonickou &tvefici 4,, A;, 4y, 4,. Plati
tedy (4, As, Ay, A,) = — 1. Lehce se zjisti, %e piimky p(4;, 4y), p(4s, A;) se
protinaji v n&jakém bodé R,. To plyne z toho, Ze body 4,, A, leZi v riznych
polorovinich vytatych ptimkou p(4,, 4;). Nyni ale bod A; nele#i ani na p¥imee
p(A;, 4,), ani na pFimee p(4,, 4;). Promitneme-li tedy harmonickou &tvefici
A,, Ay, AY, A, 7 bodu A, do piimky p(4,, 4;), dostaneme bodovou é&tvekici
P, A,, R,, A,, ktérs musi byt rovn&Z harmonicks. Plati tedy (P, 4, R,, 4,) =
= — 1 a tedy téz (P, 4;, 4,3, R,) = — 1. Z obou relaci (P, A3, 4,, R) = — 1,
(P, A;, 4;, R,) = — 1 pak ihned plyne R, = R. Podle definice bodu R, to ale
znamens, %e primka p(d,, 4;) prochazi bodem R. Tim je tvrzeni (a) tiplné do-
kazano.

Dikaz tvrzeni (b) provedeme v projektivni roviné a pak teprve prejdeme
k obydejné roviné euklidovské.
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Budiz S prisedik piimek p(4s, 4s), p(41, 4,) (bod 8 mitze oviem byt i ne-
vlastnim bodem). V&imn&me si nyni Gplného &ty¥rohu A4, 4,, 4;, 4;. Jeho
diagonalni body jsou 4, 8, P. Podle zndmych projektivnich vlastnosti tplného
Stytrohu je dtvetice piimek p(4j, 4,), p(4s, 4,), p(d,, P), p(4s, S) harmo-
nické. Prisek této harmonické &tvefice ptimek s ptimkou p(4;, 4,) je bodova
Etvetice A,, A,, Ay, S. Ta oviem musi byt t6% harmonicka, takZe plati (4,, 4,,
A3 8) = — 1. Budiz dale 8’ prisedik piimek p(4;, 4,), p(47, 43) (bod 8’ mhze
pripadng byt i nevlastnim bodem). Viimnéme si nyni tplného &ty¥rohu
A4,, A,, 4;, A7. Jeho diagonalnimi body jsou body P, R, 8. Ze znémych pro-
jektivnich vlastnosti iplného étyirohu pak plyne, ze étvefice piimek p(P, 4,),
p(P, 4,), p(P, R), p(P,8’) je harmonicks. Jeito pak podle jiZz dokizaného
tvrzeni (2) je p(P, R) = p(4;, 4,), je ztejmé, Ze prinik této harmonické étve-
tice primek s pHimkou p(4,, 4,) je bodovs dtvetice Ay, A,, 4;, S’. Tato bodova
tvetice je téZ harmonicka, takZe plati (4,, 4,, 45, 8') = — 1.

Z obou ziskanych rovnosti (4,, Ay, A5, S) = — 1, (4,, Ay, A5, 8') = — 1
ale okam#ité nasleduje S’ = S. Piimky p(4,, 4,), p(41, 4;), p(A7, A;) maji
v projektivni roving spoleény bod S. Je-li tento bod 8 vlastnim bodem, pak
tyto p¥imky se protinaji téz v euklidovské roviné v bodé S. Je-li S nevlastni,
jsou navzdjem rovnobézné. Tvrzeni (b) je dokdzano. Dikaz lemmatu je hotov:

Lemma 2. Necht (S,) je dpind sestava, jejiz body melefi vesmés v pFimee.
MnoZinu véech jejich postradatelniych bod# oznaéme H. Necht kard H = 3 a exis-
tuje primka p tak, Ze Hc p a S n p = H. Necht na primce p je ddna mnofing
H' k (= 0) dalsich bodi tak, Ze Zddngm z wich neprochdzt ani jedna primka mno-
giny P — {p}. Pak existuje uplnd sestava (g, D) tak, e Sc S a mnofing H =
= H u H’ twofi mnoZinu viech jejich postradatelnych bodi.

Dikaz provedeme tplnou indukef podle k. Pro & = 0 lemma evidentng plati
(nebot polozime S = S). Necht % je libovolné ptirozené éislo a necht nase
lemma plati pro viechna 0 =<1 << k. Necht 4 < H" a XeS — H.

Z¥ejmé kazdému vnit¥nimu bodu Y tdseSky AX piisludi pravé jeding ne-
identickd kolineace f, kterd mé st¥ed v bodé A, osu v piimece p a f(X) =Y.
Polozme S; = S U f(S) u {A} a sestrojme tplnou sestavu (S;, P,). DokéZeme,
ze bod Y lze zvolit tak, aby (S;, ¥,) byla tiplna sestava, jejiz vSechny postrada-
telné body tvoli mnoZzinu H u {4} a Zddné pFimka mnoziny ¥, — {p} nepro-
chzi Zadnym bodem mnoZiny H’ — {4}. Potom lemma snadno dokéZeme,
nebot kard (H' — {4}) = k — 1 < k a podle indukéniho p¥edpokladu existuje
aplné sestava (S, P) s pozadovanymi vlastnostmi.

Necht Y, je libovolny vnitini bod vsetky AX a f, p¥islu$né kolineace. Po-
lozme S; = S U fo(S) U {4} a sestrojme tplnou sestavu (S, Py).

Mnozina %, sestavé jednak z mnoZiny P U f,(P), jednak z mnoziny ¥’ p¥imek,
které spojuji n¥ktery bod mno¥iny § — H s n&kterym bodem mnoziny fo(S — H)-
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Mno#inu viech pfimek tplné sestavy (S;, P;), které prochdzeji bodem A,
oznadme P, (4). Z¥ejmé (P,(4) — {p}) c P’. Odtud plyne, %e bod 4 je postrs-
datelnym bodem tplné sestavy (S;, ;). Z¥ejmé téz kazdy bod mnoZiny H je
postradatelnym bodem tdplné sestavy (S;, P;).

P¥#i spojitém pohybu bodu ¥ uvnit¥ tsetky AX se p¥imky mnoziny f() — {p}
spojité otddeji kolem svych prusediki s pFimkou p a ka¥dé z piimek mnoZiny
P — P,(4) se spojité otali kolem jistého bodu mnoziny S — H. Ostatni pfimky
mnoziny P, tj. ptimky mnoZiny P u P,(4) zistédvaji pevné.

Z4dnym bodem mnoiny H’ neprochézi z¥ejmé piimka mnoziny (P U f(P)) —
— {p}. Body mnoZiny H’ prochézeji kroms pi{mky p nejvyse piimky mnozi-
ny Y’.

Vratme se nyni k nasi pevné kolineaci f,. Necht bodem B¢ H" — {4} pro-
chdzi pfimka teP, — {p}. Pak ziejmé& te%P’. Piimka ¢ se pki spojitém po-
hybu bodu Y ot4& kolem jistého pevného bodu 7 ¢S — H. Na tsesce AX
existuje tedy okoli 8 bodu Y, tak, %e pro viechna ¥ ¢ 6 — {¥,} bude p¥islusns "
piimka ¢ protinat pfimku p nikoli v bod& B, ale v bodé, ktery lezi dostatedné
blizko bodu B. Ponévadi mnoziny H’, Y’ jsou koneéné, lze okoli § volit tak
malé, Ze pro kaZdé ¥ e 6 — {Y,} p¥isluind mnoZina P, — {p} obsahuje vesmés
p¥fmky neprochézejici Zddnym bodem mmnoZiny H” — {A4}. (Okoli § sestrojime
jakoZto priinik viech okoli sestrojenych k jednotlivym nezidoucim p¥ipadiim.)

Necht g e je prostd pfimka tplné sestavy (S,YP). JestliZe g neni prostd
v Gplné sestavé (S;, P;), pak existuje bod Z €S tak, Ze f,(Z) € q. Z¥ejmé Z € H,
fo(Z) € p(A, Z). Podle pfedpokladu 4 € g¢. Jsou tedy piimky ¢, p(4, Z) riazné.
Ponévadi se pii spojitém. pohybu bodu Y Zadni z obou pfimek nepohybuje,
kde#to bod f(Z) se pohybuje spojité po pFimce p(4, Z), existuje na tiseSce AX
okoli ¢’ bodu Y, tak, Ze pro kadé ¥ € 8" — {¥,} neleii bod f(Z) na p¥imce g.
Ponévadz jde o koneéné mnoho piipadil, lze okoli ¢’ zvolit tak malé, aby p¥imka
g byla prosté v Gplné sestavé (S,, P;). Ba dokonce muzeme ¢’ zvolit tak malé,
Ze kaZda prosté piimka tiplné sestavy (S, P) zlstane prostou téZ v iplné sestaveé
(81, ;). (Okoli §" sestrojime jakoZto prinik vSech okoli sestrojenych k jednotli-
vym nezddoucim pifpadim.)

Necht ¢ « P je prostd piimka tplné sestavy (S, D). Jestlize fo(9) neni prosts
v Uplné sestavé (S;, P,), existuje bod Z ¢ S tak, Ze Z ¢ f(q). Ziejmé Z ¢ H. Tedy Z
nelezi na piimce p. Spojitym pohybem bodu Y se p¥imka f(g) spojit& otadi
kolem svého prisediku s pifmkou p. Odtud plyne, %e na tseéce AX existuje
okoli 6” bodu Y, tak, 7e pro kazdé ¥ e 6” — {Y,} bod Z neleii na f(g). Pongvad:
jde o konetné mnoho pfipadd, lze okoli 8” zvolit tak malé, aby pro kazdé
Y € 6" — {Y,} byla pfimka f(q) prosts v uplné sestavé (S;, 9,). Z téhoz divodu
Ize okoli 6” zvolit tak malé, Ze pro kaidé ¥ e 6” — {¥,} a pro kazdou prostou
piimku ¢ Gplné sestavy (S, P) je f(q) prosté v iplné sestave (S;,'P,).

JestliZe za bod Y zvolime libovolny bod mmoziny 6 n &' n 6" — {¥,}, bude
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mit piislusna dplné soustava (S;, P,) za vSechny své postradatelné body mno-
ginu H u {4} a Zddnd z pfimek mnoZiny ¥, — {p} nebude prochizet Zddnym
bodem mnoziny H" — {4}. Dukaz nageho lemmatu je hotov.

Dikaz véty 2. Mnozinu danych % bodd na pi{mce p oznaéme H, jejich
uspoFadani na p¥imce zleva doprava necht je 4,, 4,, ..., A, (A = 3). Pro trojici
A,, 4,, 4, sestrojme tdplnou sestavu (S, P) ndsledujicim zplisobem: Zvolme

libovolné bod X tak, aby neleZel na p¥imce p (obr. 1). Na p¥imce p(4,, X)
zvolme mezi body X, 4, t¥eti bod P. Oznatme X; resp. X, priseéik piimek
p(4;, X), p(P, 4;) resp. p(4,, X), p(P, 4,). Dale oznaéme X; resp. X, prisetik
piimek p(4,, X7), p(d, X,) resp. p(4,, X3), p(d,, X1). Z naseho lemmatu 1
plyne, Ze p¥imky p(d,, X), p(4,, X1), p(4,;, X;) se protinaji v jednom bod¥ R.
Polozme S = {4,, 4,, 45, X, X3, X,, X1, X,, R}. Je patrno, %e na p¥imce p
bod 0 = p n p(X, Xj) je pevny a Ze le¥i na p¥imee p(R, X,) pro kazdou takto
sestrojenou tplnou sestavu (nebot (4,, O, 4,, 4,) = — 1).

%) Body oznacené @ vznikaji z bodli oznadenych O popsanou kolinesaci.
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JestliZe bod O je rizny od vi8ech bodd 4,, uzijeme lemmatu 2. JestliZe pro
nekteré 4; (1,=3;...,h — 1) je O = A4, , dokdZeme, Ze existuje neidenticks
kolineace f se sttedem v O a.osou p tak, Ze pro dplnou sestavu (S, P,), kde
S; = S u f(S) u {0}, jsou splnény piedpoklady lemmatu 2. NaSe véta tim
bude dokazana. ' ,

Véechny body 4; (1 = 3,4, ...,% — 1,2, + 1, ..., b — 1) lezi uvnitt dsedky
A,4, a jsou rizné od bodu O. P¥mku p uvnit¥ dsedky 4,4, protinaji dvé
prosté pimky tplné sestavy (S, P) p(X, X3), p(R, X,), a to obd v bodé 0.
Uvnitk tsedky 4,4, kroms bodu O neexistuje jiz Zadny dalsi priseéik piimky p
s nékterou p¥imkou mnozZiny Y.

Postupem naprosto stejnym, jaky je uveden v dikazu lemmatu 2, lze vy-
hledat kolineaci f (obr. 5) tak, Ze Uplné sestava (S;; P;), kde S, = S u f(S) U
v {0}, m4 nésledujici vlastnosti:

(a) Zédnym bodem A; (=3, ...,5 — 1,% - 1,...,h — 1) neprochézi
primka mnoziny ¥, — {p}.

(B) Kazdd prostd p¥imka g tplné sestavy (S, P), kterd neprochézi bodem O,
je prosts téz v Gplné sestavé (S;, P;) a rovnéZ ptimka f(9) je v této sestaved
prosté. Z¥ejmé jediné dvé prosté piimky v uplné sestavé (S, V), které prestanoun
byt prosté v tplné sestave (S;, P,), jsou p(X, X3), p(R, X;). Pon&vadi z kazdého
bodu mnoziny {X, R, X,, X,;} vychézi jedna prostd piimka tiplné sestavy
(S, ), jez neprochazi bodem O, nemtze byt %4dny bod mnoziny {X, R, X,,
X., (X)), {(R), (X3), f(X3)} postradatelnym bodem tplné sestavy (S;, P,).
Z vlastnosti (B) plyne déle, Ze tplné sestava (S;, ¥,) md body 4,, 4,, 4;, A,
za jediné své postradatelné body. Predpoklady lemmatu 2 jsou splnény. Véta 2
je dokazéna.

PesmowMme

3AMEYAHNE O IIPOIIYCTUMBIX TOUKAX B ITOJIHBIX CUCTEMAX
TOYEHR U ITPSfIMBIX B IIJIOCHOCTHU

KAPEJT KOYTCKHEI (Karel Koutsky) u BAIIJIAB IIOJIAK (Vaclav Polék), Bpro

ITomHoit cucreMO# TOYEK M IPAMEIX B INIOCKOCTH HAa3BIBAETCH YIOPSANOYCHHAS
napa (S, ) KOBEUHHX MHOYKECTB — MHOKECTBa S TOYEK B IJIOCKOCTH M MHO-
atecTBa P BceX NPAMEIX, Ha KOTOPHIX JesKaT IO KpaliHeidl Mepe IBe TOUKHE
umHoxecTBa S. Ilpamasg p € P masmBaercs mpocroi, rorga card (S n p) = 2.
Toura A €S massBaeTcA NpoOnycTEMOH, KOTJa OHa He JIG/KUT HE Ha OJHON IPO-
¢TOH WpAMOIl MHOMKecTBaA P.
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B pabore mccmenyoresa monmubte cueTeMsl (S, Y) ToUeK ¥ NPSAMEIX B IIIOCKOCTIH,
B KOTOPHIX BCe NPOMNYCTEMbIe TOUKH JIesKaT Ha ONHOHW npsamoi. Eciun H — mmo-
JKECTBO BCeX TPONycTEMEIX ToueK B (S, ), card H = A = 3, u Bce TOUKM MHO-
KecTBa S He JIeKAT Ha ONHOH mpaMmoH, To card S = 3k (reopema 1). Hanee no-
KasHIBaeTCsd, YT0 K IPOH3BOIbHOMY MHOKecTBY H (card H = 3) rouex na nps-
MOH cyIIecTByeT HeTpHBHalbHAaA moixHad cumcrema (S, P) Taw, yro H sBna-
eTcs MHOJKECTBOM BCeX ee MPOIYCTHMBIX TOYeK (Teopema 2).

Summary

NOTE ON THE OMISSIBLE POINTS IN COMPLETE SYSTEMS
OF POINTS AND STRAIGHT LINES IN THE PLANE

KareL KourskyY and VAcrav PorAk, Brno

A complete system of points and straight lines in the plane is an ordered
couple (S, P), where S is a finite set of points in the plane and 9 is the set of
all straight lines, each of which contains at least two different points ot S.
A straight line p e ¥ is called an ordinary straight line when card (S n p) =
= 2. A point 4 ¢S is called an omissible point, when it is contained in no
ordinary straight line of ¥. '

Complete systems (S, P) all of whose omissible points lie on one straight line
are studied. If the number of these points is A = 3 and the relation S c p is false
for every straight line p of the plane, then card S = 3h (theorem 1). If there is
given a finite point set Hon a straight line p and card H =% = 3, then a
complete non-trivial system (S, P) exists whose omissible points form the set
H (theorem 2). ‘
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