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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 80 (1955) 

SOUVISLOST HLAVNÍCH ELEMENTŮ ROVINNÉ SYMETRICKÉ 
INVOLUCE 5. STUPNĚ S PŘÍMKAMI KUBICKÉ PLOCHY 

SVATAVA KUBÁLKOVÁ, Praha. 

(Došlo dne 22. prosince 1954.) DT:513.17 

Věnováno akademiku Bohumilu Bydžovskému 
k jeho 75. narozeninám. 

Obsah předloženého článku" navazuje na práci L. VAŇATOVÉ 
„O jednom druhu grup involutornich Cremonových transformaci v rovině". 
Hlavní elementy rovinné symetrické involuce 5. stupně lze totiž po
kládat, vzhledem k jejich seskupení, za rovinné obrazy 27 přímek jisté 
kubické plochy x* bez dvojnásobných bodů. V práci jsou uvedeny 
podmínky, kterým musí vyhovovat kubická plocha «3, aby se její 
přímky zobrazovaly do konfigurace hlavních bodů 1, ..., 6, vedoucí ke 
grupě ©8, resp. (372 rovinných transformací.1) Během vyšetřování se 
ukázalo, že grupa ®8, resp. © 7 2 rovinných transformací, reprodukuj í-
cích trojrozměrný systém rovinných kubik s jednoduchými body 
i , . . ., 6, je podgrupou jistých grup rovinných transformací ®24>,®i2G> 
resp. ($648* které mají tutéž vlastnost. V článku jsou dále určeny vše
chny rovinné transformace, které jsou prvky grup ($24» @i2o> ®648* 

1. Rovinné řezy kubické plochy «3 bez dvojnásobných bodů (v této práci 
budeme písmenem xz označovat vždy kubickou plochu bez dvojnásobných 
bodů), která obsahuje dvacet sedm přímek, se zobrazují do roviny známým 
způsobem2) v trojrozměrný systém rovinných kubik, které procházejí šesti 
pevnými body í, . . . , 6, jež jsou hlavními body zobrazení v obrazové rovině. 
Těchto šest bodů neleží na téže kuželosečce a žádné tři z nich neleží na téže 
přímce. 

Body 1, ..., 6 určují tedy šest kuželoseček k\ (k% označujeme kuželosečku 
neprocházející bodem i, i = 1, ..., 6) a patnáct přímek ik (i 4= k; i, k = 1,..., 6). 
Dvaceti sedmi přímkám kubické plochy ^ odpovídá při tomto zobrazení do 

1 ) Viz L. Vaňatoyá [2]. (Seznam literatury je uveden na konci článku.) 
2) Viz na příklad B. Bydíovský [1], str. 651 a dál. Pokud je v tomto Slánku kdykoli řec* 

o zobrazení kubické plochy (resp. přímek kubické plochy) do roviny, je t ím vždy míněno 
algebraické zobrazení právě citované. 
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roviny právě šest hlavních bodů 1, ...,6, šest kuželoseček k? (i = 1, ..., 6) a 
patnáct přímek ik (i #= k; i, k = 1, ..., 6). 

Protnou-li se v obrazové rovině dvě přímky ik, ji (i 4= k; i, k = 1, ..., 6; 
j 4= ř; ý, Z = 1,..., 6), nebo dvě kuželosečky &?, k* (i 4= j ; i, j = 1, ..., 6), nebo 
přímka Žk a kuželosečka k? mimo hlavní bod zobrazení 1, ..., 6, potom přímky 
kubické plochy K3, odpovídající těmto elementům zobrazení, se rovněž protí
nají. Neboť každé z přímek ik, ji odpovídá přímka kubické plochy K3; společ
nému bodu obou přímek ik, ji, který není, podle předpokladu, hlavním bodem, 
odpovídá bod kubické plochy K3, který leží na obou odpovídajících přímkách 
plochy K3. Obdobně pro zbývající dva případy. 

Procházejí-li přímky ik (nebo kuželosečky jfe?) hlavními body 1, ...,6, zna
mená to, že se přímka kubické plochy K3, odpovídající takovému hlavnímu 
bodu a přímka kubické plochy K3, odpovídající přímce ik (nebo kuželosečce k?) 
protínají, což je evidentní. 

Protnou-li se přímky ik, ij nebo kuželosečky k|, k] v hlavním bodě 1, ..., 6 
bez dotyku, jsou příslušné odpovídající přímky na ploše K3 mimoběžné. To 
pijme takto: přímka p kubické plochy K3 odpovídající přímce ik, protíná přímku 
q plochy K3, odpovídající hlavnímu bodu i. Rovina D, určená těmito dvěma přím
kami, protne plochu K3 ještě v další přímce r, která odpovídá kuželosečce k\. 
Přímka s plochy K3, odpovídající přímce ij obrazové roviny, protíná přímku q, 
leží tedy v rovině, která jde přímkou q a je různá od roviny Q. JSOU proto 
přímky p a s mimoběžné. Analogicky by se dokázalo druhé tvrzení o průsečíku 
dvou kuželoseček k\, k). 

Dotýká-li se kuželosečka k\ přímky ik v hlavním bodě k, protínají se tři 
přímky plochy K3, které odpovídají těmto třem prvkům zobrazení, v jediném 
bodě a leží v téže rovině. Toto tvrzení je mezním případem tvrzení uvedeného 
v předcházejícím odstavci. 

Regulární bod kubické plochy, v němž se protínají tři její přímky, nazýváme 
jejím planárním bodem. 

Z toho, co bylo řečeno, plyne: planární bod na kubické ploše K3 existuje 
tehdy a jen tehdy, jestliže v jejím obraze v rovině budto: 

1. tři přímky ik, jejichž indexy jsou různé, procházejí jedním bodem, nebo 
2. kuželosečka k\ se dotýká přímky ik v bodě k. 
Uvažujme nyní seskupení šesti bodů 1, ..., 6 v rovině, vedoucí ke grupě 

rovinných transformací @72.
3) Mají-li body 3, 4, 5, 6 postupně souřadnice 

(1, 1, 1), ( — 1, 1, 1), (1, — 1 , 1), (1, 1, —1), jsou souřadnice bodů 1,2 dány 
rovnicemi 

x\ ± xxx2 + x\ = 0 , xz = 0 . (1) 

3 ) Veškerá terminologie a symbolika je tu převzata z práce L. Vaňatové [2], kde čtenář 
nalezne definice potřebných pojmů i důkazy, které zde vynechávám (pokud ovšem není 
uvedena jiná literatura). 

17& 



Vyhovují-li body 1,...,6 této podmínce, tvoří skupinu hlavních bodů šesti 
symetrických involucí 5. stupně J\ (i = 1, ..., 6) prvního druhu 

J\ ... 12, 34, 56, JI... 16, 25, 34 
J\ ... 12, 35, 46 , JI ... 13, 25, 46 

* JI... 13, 24, 56, J\... 16, 24, 35 

a zároveň šesti symetrických involucí 5. stupně Jf (i = 1, ..., 6) druhého druhu 

Jf ...14, 2356 , Jf ... 23,1456 
Jf ... 15, 2346 , Jf ... 26,1345 
Jf ... 45,1236 , Jf ... 36,1245 . 

V celém odstavci 1 předpokládáme, že body 1,...,6 mají uvedenou už 
polohu, takže na př. souřadnice bodá 2, 2 vyhovují podmínce (1). Existuje tedy 
v rovině bodů 1, . . .,6 šest bodů Mi (i = 1, ..., 6), jimiž prochází po třech 
přímkách spojujících páry hlavních bodů involucí J\ (i = 1, ..., 6). Kuželo
sečky fe? se dotýkají přímek ij, ik v bodech /, k(i=\=k + j + i probíhají buď 
čísla 1, 4, 5 nebo 2, 3, 6). Protože tedy nutná a postačující podmínka pro exis
tenci planárního bodu na ploše je splněna celkem osmnáctkrát, můžeme body 
1, ..., 6, přímky ik (i + k; i, k = 1, ..., 6) a kuželosečky k\ (i = 1, ..., 6) 
pokládat za rovinné obrazy přímek kubické plochy ťx3, která má osmnáct pla-
nárních bodů. 

Kubická plocha ťx3 s osmnácti planárními body má při vhodné volbě sou
stavy souřadnic rovnici 

a 3 = x\ + x\ + x\ + x\ = 0 *) (2) 

a nazývá se kubická plocha ekvianharmonická. Z této úvahy plyne věta: 

Věta 1. Seskupení bodůl, ...,6, přímek ik (i =j= k; i, k = 1, ..., 6) a kuželo
seček k\ (i = 1, ..., 6), vedoucí ke grupě @72 z práce [2], dostaneme zobrazením 
přímek kubické plochy ekvianharmonická a3 do roviny. 

P o z n á m k a 1. Planární bod kubické plochy aB je dvojnásobným bodem je
jího Hessiánu Jí5) 

JL2 -=-_-. X^Xfípu^XA ——"• u , 

který se rozpadá ve čtyři roviny. 
Na základě této poznámky lze určit souřadnice všech osmnácti planárních 

bodů kubické plochy a3. Souřadnice dvojnásobného bodu Hessiánu H jsou ře
šením rovnic 

X^X^X^ = : : " J *^1**'2**'4 :=:: ^ > XJXQX^ == U , "^x^S. 3 = = : ^ > 

které jsou splněny na př. pro xt = 0, x± = 0. Souřadnice planárního bodu 
plochy o 3 musí pak vyhovovat rovnici plochy ť%3 pro xL = #4 = 0, t. j . rovnici 

, . ** + ^ = 0. 
4) J. Metelka [3], str. 155. 
*) J. Metelka [3], str. 148 a 155. 
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Tato rovnice jest splněna pro x2= 1, x3 = — 1, resp. x2 = 1, x3 = — e, resp. 
x2 = e, x3 = — 1, kde e je imaginární třetí odmocnina z jedné. Jsou tedy sou
řadnice tří planárních bodů plochy a3, ležících na hraně o23 souřadného čtyř
stěnu, (0, 1, — 1 , 0), (0, 1, — e, 0), (0, e, —l, 0). Obdobně dostaneme souřadnice 
dalších patnácti planárních bodů. kubické plochy a3. 

Kubická plocha ťx3 má tedy těchto osmnáct planárních bodů 

31,(0, 1, - 1 , 0 ) , Лf„(1, 0, 0, - 1 ) , Ma(e, 0, 0, - 1 ) , Mt(l, 0, 0, - e ) 
Җ(0, 1, - £ , 0 ) , Җ , ( 0 , e , - 1 , 0 ) , Ж 7(l, 0 , - 1 , 0 ) , Ж8(0,0, e, - 1 ) 
Л f , ( l , - 1 , 0 , 0 ) , Ж 1 0 ( 0 , f , 0 , - 1 ) , Лfu(l, 0, _-, 0) , M12(0, 0 , 1 , - 1 ) 
Іf1 3(0, 1, 0, - 1 ) , Ж 1 4(l, £, 0, 0) , M1Ъ(0, 0, 1, -є) , M16(є, 0, - 1 , 0) 
Jf17(0, 1, 0, -є) , M18(e, - 1 , 0, 0) . 

(3) 

P o z n á m k a 2. Tři přímky kubické plochy ťx3, které se protínají v jejím pla-
nárním bodě, leží v tečné rovině r tohoto bodu.6) 

Pomocí této poznámky můžeme snadno napsat rovnice všech dvaceti sedmi 
přímek kubické plochy ťx3. Tečná rovina rx kubické plochy ťx3 v planárním 
bodě Mx(0, 1, — 1 , 0) má rovnici 

x2 + x3 = U 

a protne plochu ťx3 v těchto třech přímkách 

x2 + x3 — 
#i + #4 = 

0 1 x2 + x3 = 0 ì x2 + x3 = 0 ì 
0 J xL + exå = 0 J exx + xå = 0 J * 

Analogickým způsobem, pomocí dalších planárních bodů M- (i = 2, 3, ..., 18), 
obdržíme rovnice zbývajících přímek kubické plochy tx3. Rovnice všech dvaceti 
sedmi přímek této plochy, sestaveny přehledně v tabulku, jsou 

Pi = #i + #з = 0, #2 + #4 = 0 
p2 ~ exг + x2 = 0 , #3 + f #4 = 0 
^з = xx + x2 = 0 , £#3 + #4 = 0 
på == xx + єx3 = 0 , #2 + £#4 = 0 
I>5 = ^#i + #3 = 0, ^#2 + #4 = 0 
Pб =- #1 + Є#2 = 0 , #3 + #4 = 0 
p7 = ax1 + x3 = 0 , X2 + єXд = 0 
P8 = #1 + xг = 0 , x3 + x± = 0 
.P9 = â  + £0?a == 0 , x3 + єx± = 0 
2>ю -- #i + #з = 0, tx2 + x^ = 0 
Pu ^ #1 + ř#3 = 0 , x2 + x^ = 0 
Pl2 =CX%+ X2 = 0 , CX3 + Xţ = 0 
iPlЗ = #1 + #4 = 0 > x2 + x3 = 0 
Pl4 = #X + ^#4 = 0 » ex2 + x3 = 0 

(4) 

6) Srovnej B. Bydžovský [1], str. 513 a J . Metelka [3], str. 143. 
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p w = s xx+ ^ з = 0 , #2 + f #4 = = 0 

Pu = *#i + # 3 = 0, #2 + #4 = = 0 
Pll *2*Xl+ #4 = 0 , #2 + £#3 = = 0 
Plв 35 #1 + # 2 == 0 , #3 + ЄX4 = = 0 
Plø SS ^ + ^ = 0 , #2 + £#3 = = 0 
2>20 ̂  ŁXl + #4 = 0 , є x2 + #3 = = 0 
2>21 ̂  í# l + # 2 = 0 , #3 + #4 = = 0 
2>22 S-2 *#1 + #4 = 0 , #2 + #3 = = 0 
2>23 33 #! + #4 = 0 , #2 + f#3 = = 0 
2>24 = #1 + ^#2 = 0 , £ #3 + #4 = = 0 
2*25 ^ #1 + ^ # 3 = 0 , £#2 + #4 = = 0 
2>2б^ XX+ Ж4 = 0 , єx2 -ţ- #3 ^1 = 0 
2>27^ Жl + £#4 = 0 , #2 + #3 = - 0 

(4) 

Přiřazení přímek kubické plochy a3 a jejich obrazů v rovině provedeme takto: 
planárnímu bodu Mx, průsečíku přímek pxz, p22, p27, přiřadíme v rovině prů
sečík přímek 12, 34, 56, který označíme ~MX; obdobně dále, jak ukazuje snadno 
srozumitelné schéma (vlnovka ~ symbolisuje naše přiřazení) 

M2 = px3. pM . pM ~ M, 
M3 = pu . p19. p27 ~ 
Mt = p17. pw . pe2 ~ 
-M5 = Pu • Pn • PM ~ 
•l̂ e — Pn • Pw • PM ~ 

Ћ3 = І3.24.M 
Mi^lб.25 .34 
Ms = 13.25 .46 
Mй = 16.24.35, 

(5) 

Přímky pX3, pu, pX7 protínají přímku px; z uvedeného schématu je vidět, že 
přímka 2>i odpovídá tedy bodu 1. Analogicky se dokáže, že přímka pi odpovídá 
bodu i, pro i = 2, ..., 6. 

Zbývajícím planárním bodům Mr (r = 7,..., 18) odpovídá v rovině dotyk 
kuželosečky &? s přímkou %j v bodě j . Tak planárnímu bodu M7, průsečíku 
přímek p10, pu, px odpovídá dotyk kuželosečky k\ a přímky 14 v bodě 1; analo
gicky _ 

Pis • Pn, ^ dotyk kl a přímky 23 v bodě 2 
Pis - Pz ~ dotyk k\ a přímky 23 v bodě 3 
PxS'P*~ dotyk kl a přímky Ti v bodě 4 
PLQ • 2>5 ~ dotyk &f a přímky 75 v bodě 5 
2?2i • 2>e ^ dotyk &I a přímky 26 v bodě 6 
2>i6 • _Pi — dotyk k\ a přímky 15 v bodě 1 (6) 
2>2i • Pz — dotyk h\ a přímky 26 v bodě 2 
P24 • 2̂3 ~ dotyk &§ a přímky 36 v bodě 3 
P25 • PA **•> dotyk k* a přímky 45 v bodě 4 

Pio • P25 • P5 ̂  dotyk ifcf a přímky 45 v bodě 5 
2>9 * -P24 • Pe ^ dotyk kl a přímky 36 v bodě 6 . 

Jf8 *=p9 

M9 = p 8 

Mx0 = p7 

Mxx = p 7 

Jř 1 2 = p8 

Mxz = p u 

^ 1 4 = 2>12 

Jf18 = px2 

J ř l 6 5= ftl 

Jf1 8 = = 
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Výsledné přiřazení přímek kubické plochy <x3 bodům i (i = 1, ..., 6), přím
kám ik (i #= k; i, k = 1, ..., 6) a kuželosečkám k\ (i = 1, ..., 6) v obrazové 
rovině je tedy toto 

p{ ~ i pro i= 1 , - ^ 6 
pn ~kl, pu ~ 13 , P2i ~ 26 
Ps ~tâ, Piъ ~ 1£ > P22 ~ 34 
Pъ ~ Ьl, . Piб ~ 15 > 3̂ 23 ~ 35 

PLO ^ Щ > Pn ~ 16 , Pu ~ 36 

Pu ~ $ > Pis ~ 23 , pZ5~Ш 

Pl2 ^ ^б > Pi ~ 24 , 2> 2 6 ~ 46 

Piz ~ 12, 2>2o ~ 25 , pгi ~ 56 

(?) 

Při tomto zobrazení kubické plochy ťx3 do roviny odpovídá jejím rovinným 
řezům trojrozměrný systém kubik, procházejících jednoduše body 1, . . . , # . 
Všechny rovinné symetrické involuce 5. stupně J\, Jf (i = 1, ..., 6) s hlavními 
body 1, ..., 6, reprodukují trojrozměrný systém rovinných kubik procházejí
cích jednoduše všemi těmito hlavními body. To znamená, že v prostoru odpo
vídají involucím J\, Jf (i = 1, ..., 6) algebraické transformace (involuce), které 
každé rovině přiřazují opět rovinu; jsou to tedy involutorní kolineace. Z této 
úvahy plyne věta 

Věta 2. Grupě @72, která vznikne v rovině skládáním rovinných symetrických 
involucí 5. stupněJ\, Jf (i = 1, ..., 6), odpovídá v prostoru jistá podgrupa grupy 
kolineací a to té grupy kolineací, která reprodukuje ekvianharmonickou kubickou 
plochu a3. 

Věta 3. Kubická plocha ekvianharmonická a3 je v prostoru reprodukována 
648 kolineacemi, které tvoří grupu @648. 

D ů k a z . Kubická plocha ťx3 určená rovnicí (2) se totiž reprodukuje kolineace
mi tvaru 

t t t t 
sy • /y • ry • ry — — sy • sy • iy • <-y» 
x l * U/2 • ^ 3 • ^ 4 — *°i • ^3 • ^k ' ^l > 

kde i, j , k, l je libovolná permutace indexů 1, 2, 3, 4. Kolineací tohoto tvaru 
je 4! = 24. Z každé z nich dostaneme kolineací téže vlastnosti tím, že kterékoli 
z členů x\, x\, xk, x\ v posledních rovnicích násobíme číslem s nebo e2, kde e je 
imaginární třetí odmocnina z jedné. To vede u každého případu k dvaceti 
sedmi různým kolineacím, jak se snadno přesvědčíme. Existuje tedy celkem 
24 . 27 = 648 kolineací, které reprodukují naši plochu a které zřejmě tvoří 
grupu; označme ji @648. 

Tím známe řád grupy prostorových kolineací, které reprodukují kubickou 
plochu a3, periodu jednotlivých transformací i způsob, jak se skládají. To vše 
se beze změny přenáší do obrazové roviny. Grupě @648 prostorovýchkolineací 
odpovídá v rovině grupa rovinných transformací @648, která je s @648 co do 
skladby isomorfní. Každá transformace grupy ©6 4 8 reprodukuje trojrozměrný 
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systém rovinných kubik, procházejících jednoduše body 1, ..., 6. Platí proto 
věta 

Věta 4. Trojrozměrný lineární systém rovinných kubik, procházejících jedno
duše body 1, ..., 6 z vity 1, je zachováván rovinnými transformacemi, které tvoří 
grupu @648. 

Grupa @72 je ovšem podgrupou grupy @648, jak ogtatně vyplývá i z dalšího. 
Rovinné transformace, které tvoří grupu @72, známe:7) je to třicet šest trans

formací 5. stupně a třicet šest kolineací. Jde nyní o to, určit ty rovinné trans
formace, které leží v grupě ©648, ale nikoliv v její podgrupě @72. Tyto transfor
mace odpovídají těm prostorovým kolineacím grupy @6485 které neleží v pod
grupě @72, odpovídající v prostoru grupě @72. 

Dle (5), (6), (7) není těžké napsat rovnice prostorových kolineací, které od
povídají základním transformacím grupy @72 v rovině. Na př. involuce J{ má 
samodružné body Mx a Jř2, invariantní přímky 12, 34, 56 a přímky 36, 45 
tvoří pár. Protože obrazy těchto prvků v prostoru musí mít pro hledanou 
kolineaci tytéž vlastnosti jako jejich vzory v rovině, má prostorová kolineace, 
odpovídající involuci J{, rovnice 

/ / / / ry ry ry ry fy ry ry /y ^ J,^ ^ g .^gj ^ 3 ^ g j ^ ^ ^ . 

Podobně najdeme, že rovnice prostorové kolineace odpovídající involuci J\, 
jsou 

/ / / / 
Xx = X^, %2 — %2> *^3 — *^3> •%£ — *^1 > 

složením obou uvedených kolineací dostaneme prostorovou kolineaci o rovni
cích 

X\ — %AÍ %% —— <$5 3 '— *^2? 4 — \ a T O l . 

Obráceně, k rovnicím prostorové kolineace grupy @648 určíme příslušnou 
rovinnou transformaci grupy @648 tímto způsobem: nejprve zjistíme periodu 
uvažované prostorové kolineace, potom zkoumáme, jak transformuje přímky 
Pv •"> -Pe a podle (5), (6), (7) určíme, jaké elementy odpovídají v hledané ro
vinné transformaci z grupy @648 bodům 1, ..., 6. Na př. kolineace 

/ / / / 
ry ry ry , ry ry ry ry ry 
.i/1 vt/j, *ť2 »*/2, U/3 *(/ 4 , X 4 U/3 

je periody dvě; přímky pv...,p6 transformuje v p13, p12, PÍS> Piv Pzo> Pv 
Odpovídající transformace v rovině, označme ji třeba L1? přiřazuje bodům 
1, 3, 4, 5 přímky 12, 23, 24, 25, bodu 2 kuželosečku k\ a bod 6 je pro ni samo
družný. Body 1, 2, 3, 4, 5 jsou hlavními body: čtyři z nich jsou jednoduché 
a jeden dvojnásobný, takže LL je transformace stupně třetího, periody dvě. 

Není ovšem možné vypsati rovnice všech 648 transformací, obsažených 
v grupě © 6 4 8. Lze však přesto zjistit, kolik má grupa ©6 4 8 transformací toho 
kterého stupně a udat ty známé rovinné transformace, jejichž složením obdrží
me všechny transformace grupy @618. 

7) L. Vaňatová [2]. 
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Grupa @72 obsahuje třicet šest kolineací a třicet šest transformací 5. stupně. 
Utvořme rozklad grupy @648 ve třídy podle podgrupy ©72. Transformace LI ne
leží v grupě @72, neboť je to transformace třetího stupně, tvoří tedy LJL@72 jednu 
třídu. 

Věta 5. Třída L1&72obsahuje sedmdesát dvě transformace třetího stupně s jedno
duchými hlavními body v bodech 1,3,4, 5; z tohoto poctu má jedna polovina 
transformací dvojnásobný bod v bodě 2 a druhá polovina v bodě 6. 

D ů k a z . Kubická transformace LL má body 1, 3, 4, 5 za jednoduché hlavní 
body a bod 2 z& dvojnásobný. Skládáme-li tuto transformaci s třiceti šesti 
kolineacemi grupy @72, dostaneme třicet šest kubických transformací, které 
mají tytéž hlavní body jako Lv neboť kolineací odpovídá bodu bod, přímce 
přímka a kuželosečce kuželosečka. Složíme-li Lx s libovolnou transformací 
5. stupně z grupy @72, obdržíme opět kubickou transformaci s jednoduchými 
hlavními body 1, 3, 4, 5 a s dvojnásobným hlavním bodem v bodě 6. Transfor
mace 5. stupně transformuje totiž přímky ik opět v přímky ji, body i v kuželo
sečky k\ a kuželosečky k\ v body i (i 4= k, j 4= l probíhají indexy 1, ..., 6). Tím 
je tvrzení věty 5 dokázáno. 

Prostorové kolineaci 
/ / / / /y» /y» /y» /y» /y» /y» /y» /y» t ^ i *C/j, 4</2 «X/4, vt/3 *í/<j, *í/4 *t>2 , 

odpovídá v rovině kubická transformace L2 s jednoduchými hlavními body 
2, 3, 4,6 a s dvojnásobným hlavním bodem v bodě 5. L2 neleží ve třídě L1@72, 
určuje tedy analogicky další třídu L2@72, která obsahuje sedmdesát dvě kubic
ké transformace s týmiž jednoduchými hlavními body jako má L2; polovina 
z nich má dvojnásobný hlavní bod v bodě 5, druhá polovina v bodě 1. 

Ú m l u v a . Rovinnou kubickou transformaci L s jednoduchými hlavními 
body i, j , k,l a dvojnásobným hlavním bodem m, budeme značit L(i, j , k, l; m) 
nebo stručně (i, j , k, l; m). 

Další čtyři třídy různé od tříd Lx@72, L2@72, jsou 

*-3®72 > M $ 7 2 > L-0(&72, L 6 @ 7 2 ; 

kde Lz(l, 4, 5, 6; 2), L4(3, 4, 5, 6; 2), Lb(l, 2, 4, 5; 3), L6(l, 2, 3, 6; 4) jsou kubické 
transformace rovinné, odpovídající postupně prostorovým kolineacím 

xx — x2, x2 ^^ Xл^ , Xş = Xş , x^ — x^ , 
X^ = Xş , x^ = x^ , Xş = x^ , r 

x± = x4 , 
Xл ^ * ^ 1 5 x^ -= x3 , Xş = x^ , x± = # 2 , 
xx = x^ , X^ = Xi , ££3 = Є%2 > X/^ — вЯ/3 . 

Kolineaci 
t 

x ± = x2 

, X2 ---̂  x^ , # 3 = xå , / 
x4 = #3 odpovídá v rovině kvadratická transformace Qv periody dvě, s hlavními body 

2,3,6. Třída Qi@72 obsahuje třicet šest transformací druhého stupně s hlavními 
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body 2, 3, 6 a třicet šest transformací čtvrtého stupně s dvojnásobnými hlav
ními body 1,4,5 a, jednoduchými hlavními body 2, 3, 6. 

Kolineaci 
/ / / / 

X^ = SX^ , # 2 : = : # 2 > *^3 = = : *^3 > *^4 = : : *^4 

odpovídá v rovině transformace Bx čtvrtého stupně, pro níž jsou hlavní body 
1, 4, 5 jednoduché a hlavní body 2, 3, 6 dvojnásobné. Třída Bl@72 obsahuje 
třicet šest transformací čtvrtého stupně s týmiž hlavními body jako má Bx 

a třicet šest transformací druhého stupně s hlavními body 1,4,5. 
Tím dostaneme následující rozklad grupy ®6 4 8 ve třídy podle podgrupy ®72 

@72 obsahuje 36 transformací 5. stupně a 
36 transformací 1. stupně; 

L1@72 obsahuje 36 transformací 3. stupně (1, 3, 4, 5; 6) a 
36 transformací 3. stupně (1, 3, 4, 5; 2); 

L2@72 obsahuje 36 transformací 3. stupně (2, 3, 4, 6; 1) a 
36 transformací 3. stupně (2} 3, 4, 6; 5); 

í-3®72 obsahuje 36 transformací 3. stupně (2, 4, 5, 6; 3) a 
36 transformací 3. stupně (1, 4, 5, 6; 2); 

--4@72 obsahuje 36 transformací 3. stupně (2, 3, 5, 6; 1) a 
36 transformací 3. stupně (2, 3, 5, 6; 4); 

í-5®72 obsahuje 36 transformací 3. stupně (2, 2, 4, 5; 6) a 
36 transformací 3. stupně (1, 2, 4, 5; 3); 

--6@72 obsahuje 36 transformací 3. stupně (2, 2, 3, 6; 5) a 
36 transformací 3. stupně (2, 2, 3, 6, 4); 

Qx©72 obsahuje 36 transformací 2. stupně s jedn. hlav. body 2, 3, 6 a 
36 transformací 4. stupně s jedn. hlav. body 2, 3, 6 a 

s dvojn. hlav. body 2, 4, 5; 
B1@72 obsahuje 36 transformací 2. stupně s jedn. hlav. body 1,4, 5 & 

36 transformací 4. stupně s jedn. hlav. body 1, 4, 5 a, 
s dvojn. hlav. body 2, 3, 6. 

Tím je dokázána 
Věta 6. Grupa @648 rovinných transformaci, které zachovávají trojrozměrný 

systém rovinných kubik, procházejících jednoduše body 1, ..., 6 z věty 1,obsahuje 
třicet šest transformací 5. stupně, sedmdesát dvě transformace 4. stupně, 432 trans
formací 3. stupně, sedmdesát dvě transformace 2. stupně a třicet šest transformací 
1. stupně. 

Tím je prostudována grupa @648 rovinných transformací, která má za pod-
grupu grupu ®7 2 z práce L. VAŘATOVÉ [2]. 

P o z n á m k a 3. Při rozkladu grupy @648 ve třídy podle podgrupy ®7 2 se 
zjistí, že podgrupa @72 není normální, neboť kdyby byla normální, muselo by 
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xm př. platit C^U^ = U í? t. j ; C/^ = 1 ^ k á e l U ^ J\Jf Béřažuie:fbtfdy 
1, ..., 6 v cykly (1, 2), (3465).8) Ale tomu tak není, nebofr transformace*--U$liL 

přiřazuje bodu 1 <~ k\§ 2^ 12,r3^ 24, 4,~ 6, 5 ~ 1Ž3, 6 ~. 25, kdežto trans
formace LLUX přiřazuje bodti 1 ~:J[%XI2 ~ k\, 3'~ 14, 4"~ 16, 5 ~ 73, 6 ~ 5. 

2. Jestliže jsme našli grupu rovinných transformací @648, jejíž podgrupou je 
grupa rovinných transformací @72 z |>ráce [2], lze očekávat, že i gřiipa ťoviri-
ných transformací @8 z téže práce [2] bude podgrtipou jisté širší gru^yrovirt-
riých transformací stejného významu. 
. Vyšetřování provedeme opět pomocí kubické plochý. Nejdříve zjistíme, která 

ktibická plocha má tu vlastnost, že sě její přímky zobrazují dó roviny do se
skupení bodů í, ..., 6, přímek ik (i+k; i, k = í, ..., 6) a kuželoseček k\ 
(i = 1, .'..; 6) příslušného ke grupě "@8. Analogie s odstavcem 1 dovoluje vy: 

jadřovat se zde už stručněji. 
V grupě @8 jsou dvě symetrické involuce 5., stupriě prvního druhti J\ (i = 

, = 1,2), a t o • ^ ." * '•• .... / ~ "^ •' " >, 
J{... 12,34,56 , JI... 12,35,46, 

a. dvě symetrické involuce 5. stupně druhého druhu/" (i = 1, 2), a to 

/i1 ...45,1236 , Jf ... 36,1245.*) 

To znamená, že přímky 12, 34, W, resp. 12, 35, 46 procházejí jedním bodem ML, 
resp. M2, kuželosečka k\, resp. k\ se dotýká přímky 45 v bodě 5, resp. v bodě 4, 
a kuželosečka k\, resp. k\ se dotýká přímky 36 y bodě 6, resp. v bodě 3. To je 
celkem šest případů, jež vedou k planárním bodům na kubické ploše. Jestliže 
další takové případy už nenastanou (druhá možnost je probrána v odst. 3), 
můžeme body 1,...,6, přímky ik (i ^k;i,k= 1,...,6) a kuželosečky k\ 
(i = 1, .., 6) pokládat za obrazy přímek kubické plochy qř, která obsahuje 
právě šest planárních bodů. Taková plocha q? skutečně existuje a má rovnici 

cp* == x\ + x\ + xl + ax\ - (xL + x2 + xz + Xtf = 0 , • 
kde a + 1 .10) { ' 

Její příslušné zobrazení do roviny ihned provedeme. 

Šest planárních bodů kubické plochy <pz dané rovnicí (8) určíme podobně 
jako u plochy ťx3 v odstavci 1. Zjistíme, že mají souřadnice 

Mx(l, 0, 0, 0), M2(0, l, - 1 , 0), M3(0, 0, 1, 0), 
_/¥ á ( l , -1 ,0 ,0) , Jf6(l ,0, - 1 , 0 ) , .M6(0, 1,0,0). 

Přiřazení přímek kubické plochy (pz bodům 1, ..., 6, přímkám ik (i,+ k; 
i, k = 1, ..., 6) a kuželosečkám k\ (i = 1, ..., 6) v obrazové royiněprovedeme 

8) L. Vaňatová [2]. 
9) L. Vaňatová [2]. 

1 0) J. Metelka [3], str. 151. 
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takto: jediné tři přímky kubické ploehy (f, které obsahují po dvou planámích 
bodech, jsou přímky 

xŘ + xz == 0 , #4 = 0 (jež obsahuje body Mv M2), 
#! + #3 = 0 , xA = 0 (jež obsahuje body Mb, i tř 6 ), 
xL -f x2 = 0 , xé ~ 0 (jež obsahuje body Mz, J ř 4 ) , 

Těmto přímkám přiřadíme v obrazové rovině postupně přímky 12, 36, 45 
(pořadí by mohlo být i jiné). Dalším dvěma přímkám kubické plochy <pz, které 
procházejí planárním bodem M19 přiřadíme v obrazové rovině přímky 34, 
resp. 56; konečně těm dvěma přímkám kubické plochy <pz, které procházejí 
planárním bodem M8, přiřadíme přímky 35, resp. 46. Ze dvou dalších přímek 
kubické plochy <pz, které jdou planárním bodem M^, jedna neprotíná v prostoru 
přímku, které jsme přiřadili přímku 46; té přiřadíme bod 3. Druhá ji protíná, té 
přiřadíme kuželosečku k\ atd. Tedy platí 

Věta 7. Seskupeni bodů 1, ..., 6, přímek ik (i =f= k; i, k = 1, ..., 6) a kuželo
seček kf (i = 1, ..., 6) v rovině, vedouci ke grupě rovinných transformací @8, 
dostaneme zobrazením přímek kubické plochy <pz se šesti planárnimi body do roviny. 

Věta 8. Kubická plocha <pz se šesti planárnimi body se reprodukuje dvaceti 
čtyřmi prostorovými kolineacemi (pokud a 4= 1). 

D ů k a z . Šest prostorových kolineací, které zachovávají kubickou plochu (8), 
má tvar 

/ / / / 

u,L — j , t , a,2 — ťj > *$ — ^ > »*'4 — **'4 > 

kde i, /, k jsou permutace ěísel 1, 2, 3. Další kolíneace s touto vlastností jsou 

X^ = s —• (Xi -f- X2 -f- Xz -j- X^) , X2 — Xr , £ 3 — # s , # 4 — X4 , 

kde r, 8 jsou variace druhé třídy z čísel 1, 2, 3. Těch je také šest. Potom lze 
ětyřělen [— (x'x + ' x'2-\- x'z-\- #4)] položit roven x2 ax 3 ; tak dostaneme dalších 
dvanáct kolineací, které reprodukují kubickou plochu <pz. Tím je důkaz věty 8 
proveden. 

Existuje tedy grupa rovinných transformací @24, řádu dvacet čtyři, která 
reprodukuje trojrozměrný systém rovinných kubik, procházejících jednoduše 
body 1,.. .,6 z věty 7. @24 má za podgrupu grupu @8 rovinných transformací, 
která má tutéž vlastnost. 

Na problém lze však jíti také jinou, výhodnější cestou. Kubická plocha <pz 

se šesti planárnimi body se dá zobrazit ještě jiným způsobem.11) Tento druhý 
způsob zobrazení kubické plochy <pz vede k takové konfiguraci bodů 1,..., 6, 
která dává současně vznik šesti prvním charakteristickým polohám, t. j . body 
1,..., 6 jsou hlavními body šesti symetrických involucí 5. stupně prvního 
d r u h u j (i = 1 , . . . , 6) 

u ) J. Mełelka [3], stг. 161. 
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/ i - . 12,34,56, Ji ... 15,24,36 
JI ... 12, 35, 46, J\. .\ 14, 25, 36 
J\... 13, 26, 45, J\... 16, 23, 45 . 

Těchto šest symetrických involucí 5. stupně prvního druhu dává vznik grupě 
@24> řádu dvacet čtyři, kterou plně prostudoval J . METELKA V práci [4], jakožto 
čtvrtý případ. 

Poněvadž seskupení bodů 1, ..., 6, vedoucí ke grupě @8, a seskupení bodů 
1, ...,6, vedoucí ke grupě H 2 4, dostaneme různým zobrazením téže kubické 
plochy q>z se šesti planárními body do roviny, jsou tato seskupení biracionálně 
ekvivalentní. Existuje proto Cremonova transformace S, která převádí jedno 
seskupení bodů 1, ..., 6 ve druhé. Abychom obdrželi hledanou grupu @24, ma
jící @8 za podgrupu, stačí aplikovat na každou známou transformaci grupy 
@24 příbuznost S, neboť grupy @24 a @24 jsou spolu isomorfní. 

Písmenem Q, resp. a označme rovinu, ve které leží konfigurace šesti bodů 
1, ..., 6, vedoucí ke grupě @8, resp. @24. Transformace S má v rovině g dvoj
násobný bod 1 a jednoduché body 3, 4, 5, 6 za hlavní body. Je to kubická 
transformace a body 1, ..., 6 roviny Q se transformují do roviny a postupně 
v k\, 2,13,14,15,16. Transformace S"1 je totožná s S, je proto S involutorní 
příbuznost. Můžeme vyslovit větu 

Věta 9. Seskupení bodů 1, ...,6 z věty 7, vedoucí ke grupě rovinných trans
formací @8 a seskupení bodů 1, ...,6, vedoucí ke grupě @24, jsou biracionálně 
ekvivalentní a dají se na sebe převést kubickou involutorní transformaci S. 

Na příklad: involuci/* e @24 v rovině a odpovídá v rovině Q kubická trans
formace SJlS1 s jednoduchými hlavními body 1, 2,4, 5 a s dvojnásobným 
hlavním bodem 6; involuci^ e @24 v rovině a, odpovídá v rovině Q opět kubická 
transformace SJlS1 s jednoduchými hlavními body 1, 2, 3,6 a s dvojnásob
ným hlavním bodem 4. 

Abychom určili všechny prvky grupy @24 utvoříme její rozklad ve třídy 
podle pódgrupy @8. Kubická transformace SJlS1 neleží v grupě @8, určuje 
proto třídu S/JS~1@8, která obsahuje osm kubických transformací s jednodu
chými hlavními body 1, 2, 4, 5, z nichž čtyři mají dvojnásobný bod v bodě 3 
a čtyři v bodě 6. Poněvadž kubická transformace SJlS-1 neleží v této třídě, je 
SJlS~1&Q další třída, která obsahuje osm kubických transformací s jednodu
chými hlavními body 1, 2, 3, 6, Polovina z těchto transformací má bod 5, 
druhá polovina bod 4 za dvojnásobný hlavní bod, Přihlédneme-li k výsledkům 
práce £2], můžeme vyslovit větu .- : 

Věta 10. Grupa @8 rovinných transformaci, které zachovávají systém kubik, 
procházejících jednoduše body 1, ..., 6 z věty 7, je podgrupou ijrupy rovinných 
transformaci @24, řádu dvacet čtyři, jejíž prvky reprodukují tytéž kubiky. Grupa 
@24 obsahuje: dvě symetrické involuce 5. stupně prvního druhu J\ (i = 1, 2), dvě 
symetrické involuce 5. stupně druhého druhu Jf (i = 1 , 2), jednu cei^rálnl ko-
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lineaci Hv dví kolineače U,V s periodou čtyři, Šestnáct kybických transformací 
(a to čtyři invóluce, osm transformací s periodou tři a čtyři s periodou šest) a trans
formaci identickou. • 

3. Skupina Jesti bodů, vedoucí ke grupě @8, se dá ještě specialisovat. To je 
vidět z toKó, že s ní biracionálně ekvivalentní skupina bodů 1, ..., 6, která dává 
čtvrtý případ z práce [4], se dá specialisovat na skupinu bodů, vedoucí ke grupě 
roviíiných transformaci @120.

12) Tato vlastnost vyplývá také z toho, že kubická 
plocha qř se šesti planárními body, jejímž zobrazením do roviny tuto speciální 
Skupinu obdržíme, má ještě jeden neurčený koeficient a. Položíme-li a = 1, 
přejde plocha ̂ 8) v kubickou plochu Clebschovu (diagonálrií) s desíti planárními 
body o rovnici 

Ý s a?.-f x\ + xl + xl - (xx + x2 + x, + x,f = 0 .13) (9) 

Věta 11. Kubická plocha y? s desíti planárními body se reprodukuje sto dvaceti 
prostorovými kolinéacemi, které tvoří grupu @120-

D ů k a z . Dvacet čtyři kolineací, které reprodukují plochu (9), má tvar 

Xi — Xi., X2 — Xj , # 3 — Xfc , x^ xm , 

kde i, j , k, m jsou permutace čísel 1, 2, 3, 4; dalších dvacet čtyři kolineací 
š toutéž vlastností má tvar 

%i = — (%'i + x2 + xz + x[), x2 = xr, xz = x's, #4 = xt, 

kde r, s, t jsou variace třetí třídy z čísel 1, 2, 3, 4. Plocha (9) je dále reproduko
vána sedmdesáti dvěma kolinéacemi, které dostaneme, když ctyřclen [— (x[ + 
+,x2 + x's + xá)2 položíme roven x2, resp. x3, resp. xv Tím je důkaz věty 11 
proveden. 

Ukažme nyní, že skupinu bodů 1, ..., 6, vedoucí ke grupě @8, lze tak speciali
sovat, aby tato skupina byla biracionálně ekvivalentní se skupinou šesti bodů, 
vfcdóueí k šestému případu z práce [4], t. j . aby tato skupina byla zobrazením 
přímek kubické plochy yř Clebschovy s desíti planárními body. 

Existuje-li taková speciální skupina bodů 1, ..., 6 vedoucí ke grupě @8 (její 
rovinu označíme písmenem Q), pak ji lze převést v konfiguraci bodů 1, ...,6 
vedoucí k šestému případu z práce [4] (její rovinu označme a) toutéž Cremo-
novou transformací S jako v předcházejícím případě (srovnej s odst. 2). Přitom 
involuci J) s páry hlavních bodů 13, 24, 56 z roviny a, odpovídá v rovině Q ku
bická transformace SJ\SX (1, 2,5,6; 4), involuci Jf8 s páry hlavních bodů 
16, 25, 34 z roviny a, odpovídá v rovině Q kubická transformace SJ\S~X (1, 2, 3, 
4; 5), dále involuci J\ s páry hlavních bodů 14, 26, 35 z roviny a, odpovídá 
v rovině # kubická transformace SJ\S~X (1, 2, 3, 5; 6) a analogicky involuci J\0 

1 2) J. Metelka [4], šestý případ. 
l a ) J. Metelka [3], str. 152. 

184 



s páry hlavních bodů 15, 23, 46 z roviny a, odpovídá v rovině Q kubická trans
formace S/ioS1 (1,2,4,6; 3). . • 

Aby v rovině g existovaly kubické transformace SJ]S~1
9 resp. SJlS}, resp, 

S/JS"1, resp. SJIQS"1, musí se kuželosečky k\, resp. k\, resp. k\, resp. k\ dotýkati 
přímky 34 v bodě 3, resp. přímky 56 v bodě 6, resp. přímky 46 v boclě 4, rfesp. 
přímky 35 v bodě 3, t. j . přímky 35, 46, 34, 56, jsou postupně polárámi bodů 
4, 5, 6, 3 vzhledem ke kuželosečkám k\,k\, k\, k\. To všé lze realisovat zobra
zením plochy Ý do roviny Q. 

Obrazy desíti planárních bodů kubické plochy y>3 Clebschovy jsou jedftak 
dotykově body j , k přímek ij, l i na kuželosečce k\ (kde i '=(-:• 7 * 4= & 4= í probíhají 
čísla 3, 4, 5, 6), jednak průsečík přímek 12, 34, 56 a průsečík jpřímék 12,K35, 46. 

Přiřadímě-li postupriě bodům 3, 4, 5, 6 souřadnice (I, 1, 1), (l£'—'1,-lj1, 
(1, l,--i-i), ( —1, lj 1), má kuželosečka^^, dotýkající se přímky J4 v bodě 3 
a přímky 45 v bodě 5, rovnici ' ' 

fC^ = X^ - j - X% - X^ - X^X% —j- XyXfi *^2*^3 = = : V „• ; 

Aby body 1, ..., 6 tvořily seskupení vedoucí ke grupě @8, musí body 1, 2 ležet 
na jedné ze souřadných os, na př. na ose ov

u) Protože body 1, 2 leží také na 
kuželosečce k\, vyhovují rovnicím . . < 

.Co —* Xn — 1V0.V3 —— \J , U/i — V/ . 

V těchže bodech protínají osu ox také kuželosečky k\, k\, k\. 
Body 1, .2 jsou tím jednoznačně určeny a existence i konstrukce příslušné 

speciální skupiny bodů 1, ..., 6 vedoucí ke grupě @8 potvrzena. Zapišme to 
stručně následující větou: 

Věta 12. Ke skupině šesti bod% vedoucí k šestému pfipadu z pfáce [4], existuje 
biraciqnálně ekvivalentní skupina bodů 1, .:., 6, vedoucí ke grupě @8; lze Ji určit 
zobrazením přímek kubické plochyf Clebschovy yz ďo roviny. r ^ . 

Grupě kolineací z věty 11 odpovídá touto cestou grupa @*2Q rovinných trans
formací Tť roviny a a ovšem i grupa @120 rovinných transformací Sf.S~x 

v rovině o. Všechny tyto grupy jsou mezi sebou isomorfní. Tedy 
Věta 13. Budiž @8 grupa transformací z věty 12. Potom @8 je podgrupou grupy 

@i2o rovinných transformaci, jez reprodukují kubiky procházející jednoduše body 
1,. «,, 6z vety 12. Grupa @i2© ohsahujetyto transformace:Jři kofyne$ce; ospýkvadra
tických transformací periody dvě, šestnáct kvadratických transformací periody 
ctyfi, osm kvadratických transformací periody pět; dvanáct kubických transformací 
periody dvě, dvanáct lpnbických4ransform^ tř% dv^n^cijcfibických trans-

$$m. $ikyqifrj}ticjGý$h fra^form^cí jperioýy še$t;? ptyfi tramfqr^c^,5t, g^Pff £ gf^iody 
,dvějlÍ$mtÍ^ ..^,f . . < , - - - 5 ' r.,. , ,•., ' .„/. i,~,:-t.,,k- V-VÍ.-W..-.WÍ- ř . 

14) L. Vaňatová [2]. .{% o S ? {cC ? I) 



Tvrzení věty 13 o tom, které transformace grupa ©1 2 0 obsahuje, lze dokázat 
rozkladem grupy @ m ve třídy podle podgrupy @8, jejíž všechny transformace 
známe. • - ' 

4. Výsledky této práce můžeme stručně shrnout takto: 
Jsou-li body í , . . . , 6 hlavními body právě dvou symetrických involucí J\ 

(i ==. 1, 2) 5. stupně prvního druhu a současně dvou symetrických involucí Jf 
(i = 1, 2) 5. stupně druhého druhu, existuje grupa @24 rovinných transformací, 
reprodukující trojrozměrný systém rovinných kubik, procházejících jednoduše 
pevnými body 1, ..., 6, jejíž podgrupou je grupa @8, mající tytéž vlastnosti. 

Jestliže tyto body J, ...> 6 mají speciální polohu, charakterisovanou větou 
12, je grupa ©8 rovinných transformací, reprodukujících trojrozměrný systém 
kubik, které procházejí jednoduše body 1,..., 6, podgrupou grupy ©l8o> jejíž 
každá transformace má tutéž vlastnost. 

Grupa @72, jejíž prvky (které obdržíme složením šesti symetrických involucí 
J\ 5. stupně prvního druhu a šesti symetrických involucí Jf (i = 1,..., 6) 
5. stupně druhého druhu) reprodukují trojrozměrný systém rovinných kubik, 
procházejících jednoduše body 1, ..., 6 z věty 1, je podgrupou grupy © 6 4 8 rovin-
ných transformací, které všechny mají tutéž vlastnost. 
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Главные элементы плоской симметрической инволюции 5-ой степени 
можно считать, по их группировке, плоскими образами 27 прямых неко* 
торой кубической поверхности хг

1 не имеющей двойных точек. В статье 
исследуются условия, которым должна удовлетворять кубическая поверх
ность и3, для того, чтобы ее прямые отображались в конфигурацию глав
ных точек 1, . . . , 6, приводящую к группе @8 или ©7 2 из упомянутой статьи 
Л. Ванятовой. Оказалось, что группы ($8 и @72 плоских преобразований, 
сохраняющих трехмерное семейство плоских кубик с неподвижными точ
ками 1 , . . . , б, являются подгруппами некоторых групп плоских пре
образований высших порядков с теми же свойствами. 

Работа состоит из трех глав. В первой главе изучена связь группы плос
ких преобразований ©72 с группой плоских преобразований @в48 при 
помощи эквиангармонической кубической поверхности &3. Глава содержит 
следующие результаты 

I. Главные элементы симметрической инволюции 5-ой степени, приво
дящие к группе @72 плоских преобразований, получаются путем отображе* 
ния прямых кубической эквиангармонической поверхности л 3, данной урав
нением 

х\ + х% + х1 + х\^Ъ 
на плоскость. 

II. Эквиангармоническая кубическая поверхность л 3 воспроизводится 
в пространстве 648-ъю коллинеациями, образующими группу @в48- Группе 
§̂«48 соответствует в плоскости группа плоских преобразований ©в4в. 

изоморфная с @648- Каждое преобразование группы ® в 4 8 сохраняет трех
мерное семейство плоских кубик, проходящих по одному разу через точки 
1, . . . , 6. Группа © 7 ^ обладающая тем же*в0ойством, тляется подгруппой 
группы ®ив. 

Группа © в 4 8 содержит следующие плоские преобразования: 36 преобра
зований 1-ой степени, 72 преобразования 2-ой степени, 432 преобразования 
3-ьей степени, 72 преобразования 4-ой степени и 36 преобразований 5-ой 
степени. 

Во второй главе исследуются свойства группы ©2 4 плоских преобразо
ваний, содержащей группу @8 из работы Л. Ванятовой в виде своей под
группы. Справедливы следующие теоремы 

172". Группировку главных элементов, приводящую к группе @8, можно 
получить отображением прямых кубической поверхности <р* с шестью 
планарными точками на плоскость. 

' IV. Кубическая поверхность у>3 в пространстве воспроизводится 24-мя 
коллинеациями, образующими группу @24. Группе ©24,отвечает е плоскости 
изоморфная ей группа ®и плодких преобразований^ тхраняющих трёх* 
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мерное семейство плоских: кубик. Группа @8 является подгруппой груп
пы @24- . . . .•.' .•.. /'••...••. . . .•_•;: . .. 

Групйа ®и содержит следующие плоские преобразования: 2 инволюции 
5-ой степени первого рода, 2 инволюции 5-ой степени второго рода $ Одну 
Центральную коллйнеацию, 2 циклические коллинеаЦии, 16 кубических 
преобразований и тождественное преобразование. 

Третьи глава содержит следующие результаты 

V. Если координаты главных точек 3] 4, 5, 6 суть соответственно 
(Г* 1,1)", (Г,""—1*, !),"(!, 1, — I ) , (—-.,. 1, 1)|й: если координаты гЛа'внйх точек 
1, 2 удовлетворяют уравнению : 

.,«.... .,-... „..•.., ... ^ м .« й" "*'''"* 2 * _̂ *А ' ' * 1 А * ' 

то главные элементы ~ соответствующей^ симметрической мтолюции б^ой 
степени можно считать проекциями прямых кубической поверхности 
Кле0ща1р*с,десятъ№:плщщщмищачтми,^ 

-VI. Кубическая поверхность. \рг воспроизводится 120-ъю пространстве 
нььми жоллиыефциями, образующими группу ®120. Ей соответствует в плось 
кости группа @ ш плоских преобразований, сохраняющих трехмерное се* 
мейство плоских кубик, которые прохо$ят пр одщму разу через шесть непо
движных точек 2, . . . , 6. Каждое преобразование группы @8 обладает тем 
же свойством, и ($в является подгруппой группы ,@120. «. ; 

гр|>уйЦ§ Фщ зодерщит 3 ко^лищеадищ 32 преображения,, 2-ой стеадвд% 
^^рербрааованйй 3-ьей.с.тепен%; 32 тдр^о%аз0щн^я4-<|>йеттщщ^щшщ^ 
щ ^ р щ даводацизй 5-ой етереци; и доадеарзерц^е йрербррева^да. ( /Ч ; ;г 

2 п 8 а т т е П - Г а 8 8 и д § * > 

М1Т Б Е Й в Е Е А В Е 1 Т Е Ш Е Е К И В 1 Б С Е 0 Ш Е К 1 С Н Е '"', , I 

-0"^..Лу\;гг Х'.-:.}*:№:х » *3 йШ-.Л'.*;'"!; ми. «лг/../У:-> г». -;ч\ :

ч.'г *•*>'.. •«л.̂ -"-';4 :. '-.V. . < ',. 
з, ь 8У^АУ-А КттАькоуА, 1?.га2. : 

(Апдепоттед4^:2^,ДвгетЬ^1.; 1984,') ,.~, ,„..а .Д- > ТУ. .... . , 
• *'-- 1 -*• ••'••'г4 -\.-ч' -' -••••<••- .' ' - ; - : 1 - ' »•*' • ' м д » 

&Ш':1Мп^ ;Ш^ 
т а ^ к у 80 (1955), № . 2). ..V.".-.*-..'*.... л;. 5.г.;»:--.к ;--...мг.̂  ^ '-л 

.шЕЙё Н.8ир*е19т«.>-Ье.лте.Р: •»ут.^4фс1»ей Гито-Ыйт %6-*е» вгайёз ?коппеп 

рщф^еШ^еЖЪрйе ЫЙ*еП'.:1т#В8«г \АгЪей»шйе{8ЙсЬь т е д й ш ВеДт^в^еп^ 
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welche eine kubische Fläche «3 erfüllen muss, damit sich ihre Geraden in die 
Konfiguration der Hauptpunkte 1, ..., 6 abbilden, die zur Gruppe ©8 oder ©78 

aus der vorstehenden Arbeit von L. Vanatovd führt. Bei der Untersuchung 
hat man festgestellt, dass die Gruppen ©8 und @72 der Transformationen die 
Untergruppen bestimmter Gruppen von höherer Ordnung sind. / r ; 

Die eigene Arbeit besteht aus drei Kapiteln. Im ersten Kapitel studiert man; 
mit Hilfe der ekvianharmonischen kubischen Fläche 0c3, den Zlusainmeniiäng 
der Gruppe @72 mit der Gruppe. @648 der Transförmatiöilen, Das Kapitel ent
hält folgende Ergebnisse ( . 

I.Die Haupidemmte' der symmetrischen Involution.'S4en Gf€^^K,$ie\ikv 
Gruppe ©72 d&r Tmn§fornmtipnen führ^n,_ gewinnen^wir dürcJi die ÄtHldu^ig 4er 
Geraden der ekvianharmonischen kubischen Fläche #3 mit der Gleichung - . ' 

--•'•/•':.".'•'•. ;•'•.' ••••: ' ; "' ; . ^ 1 T " ^2 ~T ?3:"J".''^ === ' ': .* .-'M.f '.̂  f - *?-'-1 '>"/*'<1 *••' " '• "' '*'. 

auf die Ebene. . • , -. . .. ../ .. ; r , . , . : . > - • ; *. , - : ' . > . - • ^.-? , • ; - — * • : - , ] 

II. Die ekvianharmoniscM kubische Fläche az mt ini Räume-durch>848'•-Kofiin. 
neationen, die die Gruppe @648 bilden, reproduziert. In der"Eb&he enfstpribhPder 
Gruppe ©648 die Gruppe @648 der Transformationen, die mit @648 isomorph ist. 
Jede Transformation der Gruppe @648 reproduziert ein dreidimensionales System 
der ebenen Kurven dritten Grades, die einfach durch die Punkte 1, ..., 6 gehen. Die 
Gruppe ©72, die dieselbe Eigenschaft besitzt, ist eine Untergruppe der Gruppe ©648. 

@648 enthält folgende Transformationen: 36 Transformationen ersten Grades, 
72 Transformationen zweiten Grades, 432 Transformationen dritten Grades, 
72 Transformationen vierten Grades und 36 Transformationen fünften Grades. 

Im zweiten Kapitel dieser Arbeit untersucht man die Eigenschaften der 
Gruppe @24, die die Gruppe ©8 aus der vorstehenden Arbeit von L. Vanatova 
als Untergruppe enthält. Man hat festgestellt 

III. Die zur Gruppe @8 führende Gruppe der Hauptelemente gewinnen wir 
durch Abbildung der Geraden der kubischen Fläche <pz mit sechs Planarpunkten auf 
die Ebene. 

IV. Die kubisthe Fläche cpz ist durch 24 Raumkollineationen, die die Gruppe 
@24 bilden, reproduziert. In der Ebene entspricht der Gruppe @M eine isomorphe 
Gruppe ©24 der Transformationen. Ihre Elemente reproduzieren ein dreidimen
sionales System der ebenen Kurven dritten Grades und ©8 ist die Untergruppe 
dieser Gruppe. 

Die Gruppe @24 enthält folgende Transformationen: zwei Involutionen 
fünften Grades erster Gattung, zwei Involutionen fünften Grades zweiter 
Gattung, eine Zentralkollineation, zwei zyklische Kollineationen, sechzehn 
Transformationen dritten Grades und eine identische Transformation. 

Im dritten Kapitel sind diese Ergebnisse enthalten 
V. Wenn die Hauptpunkte 3, 4, 5, 6 fortschreitend die Koordinaten (1, 1, 1), 
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(1, —1, 1), (1, 1, -~1) und (—1, 1, 1) hohen und die Koordinaten der Haupt
punkte 1, 2 der Gleichung 

*\ — *l - #2#3 = 0 , xx = 0 

genügen, können wir die Hauptelemente der erwägten symmetrischen Involution 
fünften Grades für die Abbilde der Geraden der kubischen Fläche y? mit 10 Planar-
punkten auf die Ebene halten. 

VI. Die kubische Fläche y? ist durch 120 Raumkollineationen, die die Gruppe 
®120 bilden, reproduziert. In der Ebene erdspricht der Gruppe @l20 die Gruppe 
®l20 der Transformationen, die das dreidimensionale System der ebenen Kurven 
dritten Grades reproduzieren. Diese kubischen Kurven gehen einfach durch sechs 
feste Punkte 1,..., 6. Jedes Element der Gruppe ©8 besitzt dieselbe Eigenschaft 
wie die Elemente der Gruppe @120 und @8 ist die Untergmppe der Gruppe @12o-

Die Gruppe @l20 enthält diese Transformationen: 3 Kollineationen, 32 Trans
formationen zweiten Grades, 48 Transformationen dritten Grades, 32 Trans
formationen vierten Grades, 4 symmetrische Involutionen fünften Grades und 
eine identische Transformation. 
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