Casopis pro péstovani matematiky

FrantiSek Zitek
Singularni vstupni proudy
Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 83 (1958), No. 1, 41--55

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/108177

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1958

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/108177
http://project.dml.cz

Casopis pro péstovini matematiky, ro¢. 83 (1958), Praha

SINGULARNI VSTUPNI PROUDY

FRANTISEK ZITEK, Praha

X ¥{i DT:381.5
(Do¥lo dne 27. ¥{jna 1956) 321_741.001.2

Préce se zabyvd podrobngj§im studiem singuldrnich vstupnich
proudd (viz [6]), zejména nékterych jednodusich zvléStnich piipads.
Jsou odvozeny vysledky analogické zdkladnim vysledkim platnym
pro reguldrni proudy (viz (5], kap. 1—25), je zaveden pojem singulér-
nich aproximaci reguldrnfho proudu a ukézény nékteré jejich vlast-
nosti. PouZiti je ilustrovéno jednoduchym piikladem z theorie hromad-
né obsluhy. ’

1. Uvod

Vyznam theorie vstupnich prouda tkvi s praktického hlediska predevsim
v jeji souvislosti s theorif hromadné obsluhy. Dobry i kdyZ zdaleka ne viplny
ptehled o problematice tohoto oboru lze ziskat z monografie [5], kde je mozZno
se téz pouditi o uZitednosti a upotiebitelnosti téchto theorii. Monografie [5]
tvoii spolu s praci [6] vychozi bod této prace; proto také budeme pokud mozno
zésadné uZivati pojmil, termintG a oznadeni zavedenych v [5].

Typ vstupniho proudu je jednou ze zakladnich charakteristik systému hro-
madné obsluhy. Jeho studiu byla jiZ vénovana fada praci. S matematického
hlediska lze na vstupni proudy nahliZeti pfedevsim jako na stochastické pro-
cesy jistého, dosti specidlnfho druhu; toto hledisko bylo také ptijato v [5].
Vstupni proud je pak charakterisovin stochastickym procesem z(t), £ = 0,
udévajicim podet ,,zdkaznikd‘‘, kte¥i pridli b&hem &asového intervalu (0, t>.
Néhodné funkce z(f) maji tyto vlastnosti: jsou (skoro jisté) neklesajici, zprava
spojité, nabyvaji jen celodiselnych hodnot a plati P(2(0) = 0) = 1. P¥i pevném
t je tedy z(f) ndhodnd proménni se zdkonem rozlozeni pravdépodobnosti

w(t) =Pa) =k), k=0,1,2,...; (1.1)

©
pritom pro ka#dé ¢ = 0 plati > v(¢) = 1. Vzhledem k uvedenym vlastnostem
k=0 :

procesu jsou funkce vy(t) zprava spojité a soudty
k

Vi) = Zovi(t) (1.2)

=
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jsou neklesajici a zprava spojité funkce argumentu ¢, kromé toho plati V,(0) =
= 7)0(0) = ].. ‘

V nékterych souvislostech je vyhodné uvaZovati misto procesu z(t) jeho
piiristky

E(ty, t) = x(ts) — (), b <ty (1.3)

v obvyklé terminologii znamend &(#;, t;) podet zdkazniki, ktefi ptisli v inter-
valu (¢, t,), specielné tedy &(0, t) = x(¢). Zakon rozloZzeni pravdépodobnosti
nahodné proménné £(t,, ¢,) budiz pii pevnych ¢, ¢, dén vyrazy

vy(ty, b)) = P(a(ty) — 2(t) = k), k=0,1,2, ... (1.4)
Dile oznadime
M(ty = Ba(t) = > kvy(t) ; (1.5)
b=1

ziejmé je M(f) pro t = 0 neklesajici, zprava spojitd funkce argumentu ¢, plati
rovnéz

E&(ty, ty) = M(t), — M(t,) - (1.6)
Funkei M(t) nazveme shodng s [6] #idici funkci proudu; jeji derivace u(f) =
= M'(t), kter4 existuje skoro viude (viz na pf. [7], str. 193), byva obvykle
nazyvéna intensitou proudu. My vSak budeme uzivati tohoto terminu v po-
nékud jiném smyslu.

Analogicky s [5] a [6] nazveme vstupni proud

a) finitnim, jestliZe pro viechna ¢ = 0 jest M(t) < oo;

b) reguldrnim, je-li M(t) spojitd pro ¢ = 0;

¢) singuldrnim, jestlize M(t) je konstantni aZ na spodetny poéet bodié ne-
spojitosti, v nichz m3é skok;

d) staciondrnim, jestlize pravdépodobnosti (1.4) zavisi vedle % jen na rozdilu
(ty — t,), je-li tedy z(f) proces se staciondrnimi piirtstky;

e) nezdvislym, jestlize nahodné proménné £(t, t,) a &(f;, ;) jsou nezavislé,
kdyz intervaly (¢;, t,> a (t5, t,> jsou disjunktni.

Jak ukazal CEINCIN v [6], l1ze kaZdy finitni nezavisly proud rozloZiti na dva
vzajemné nezdvislé proudy, z nichZ jeden je regularni a druhy singularni. Pro
Fidici funkei proudu odpovidé tomuto rozkladu zndmy rozklad na spojitou
slozku a funkeci skoku (viz na p¥. [7], str. 194, véta 7).1)

V dalsich paragrafech se budeme zabyvati pfevidiné zevrubnym studiem
finitnich singuldrnich proudu. P¥itom budeme v 2—6 pfedpokladati, Ze body
nespojitosti tidici funkce jsou celd nezaporné éisla; pro nase idely nebude toto
omezeni na zivadu. JeZto z(f) je v tomto piipadé nutné konstantni v inter-

1) Urdité dosti obecné podminky finitnosti proudu vyplyvaji m. j. ze zajimavych
vysledkd M. Fisze [4].

42



valech tvaru (n, n 4 1) (pfesn&ji Fedeno: skoro jisté konstantni), staéi uvazo-
vati jen posloupnost x, = z(n), n = 0, 1, 2, ...; obdobné pro &, = x, — Zp_,,
& = x, a také pro funkce v, V,, atd. Vlastnosti d) a e) miZeme pak vyjadiiti
jednoduse;ji jako
d’) ndhodné proménné &, maji stejné rozlozeni pravdépodobnosti;
X, k.
¢') libovolné dva souéty Z & a > & jsou stochasticky nezavislé, jestlize
k.

ek, G=ky
ks < ky mebo ky < k.
Pro reguldrni proudy byl v [5] zaveden jesté také pojem ordindrnosts, vy-
jad¥ené vztahem
fim Lottt A — o8+ ) (1.7)

h—0 h

Analogicky nazveme singuldrni proud ordindrnim, jestlize pro vSechna n > 0
plati P(&, > 1) = 0. RovnéZz podobné jako v [5] nazveme singuldrni proud

jednoduchym, jestlize je staciondrni, nezdvisly a ordindrni.
V theorii regularnich proudi hraji dulezitou tlohu velidiny zvané parametr
a infensita proudu. Parametr A(f) proudu je definovan jako
2(t) = Tim L %lbE R (L.8)

h—0 h
a intensita u(t) jako

d

lt) = lim = B alt + h) — =()] = 3, M(0). (1.9)

V pfipadé singuldrnich proudd budeme nazgjvati parametrem proudu pFimo
pravdépodobnost )

dn=P(£, = 1) (1.10)
« intensitoy stfedni hodnotu

i = Bg, . (1.11)

2. Jednoduchy singuldrni proud

Y7,

Studium singuldrnich prouda zaéneme nejjednodusiim piipadem t. zv.
jednoduchého proudu. Posloupnost {£,}n_o je v tomto piipadé posloupnosti
nez4vislych nahodnych proménnych nabyvajicich pouze hodnot 0 a 1, a to
s konstantnimi pravdépodobnostmi ¢ a p, p 4+ ¢ = 1. Ndhodné proménné z,
maji tudiZ binomické rozloZeni pravdépodobnosti

v(n) = (7,:) VUL (2.1)

Jeito jednoduéhy proud je staciondrni, je i jeho parametr konstantni, totiz
=P, =1)=p. (2.2)
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Obdobné také intensita proudu bude rovna
tn=EE =p = Mn)— Mn—1). (2.3)

Z (2.3) vidime, Ze ¥idici funkce M (¢) jednoduchého singuldrniho proudu mé v bo-
dech t = 1, 2, ... skoky rovné p, jinak je konstantni. Soudasné vyplyva z (2.2)
a (2.3), Ze podobné jako v reguldrnim piipadé maji i zde intensita a parametr
touZ hodnotu.

Na vstupni proud jest oviem moZno se divati také s hlediska éasovych inter-
valll mezi p¥ichody jednotlivych po sobé nésledujicich zakaznikt. Oznadime-li
obecné 2, délku intervalu (v pfipad® singuldrniho proudu nutné celoéiselného)
mezi piichodem zakaznika ¢-tého a (3 + l)ho, z =1, 2, 3, ..., snadno se pie-
svédéime, Ze pro jednoduchy singularni proud plati

P(z; = k) = pg*1, =12 .5:1=12, ..., (2.4)
t. j. Ze délky z; maji Pascalovo rozloZeni. Jsou rovnéz stochasticky nezivislé
a plati Ez, = p™.

3. Stacionarni nezavisly singulirni proud

Tento obecnéjdi druh vstupnich proudd je o to slozitéjsi, Ze ndhodné pro-
ménné &, mohou nabyvati i hodnot vét&ich nez 1. Jejich spoleény zdkon roz-
loZeni budiz dén pravdépodobnostmi

v =P =k, k=012, .... (3.1)

Pro pravdépodobnosti v,(n) pak dostaneme vyrazy:

i

n
vo(n) = v§, vy(n) = nuwp-t, vy(n) = nowp-t - (2) vjvp-? atd.

Mezi parametrem 1 = 1 — v, a intensitou g = M(n) — M(n — 1) plati oviem
tyZz vztah jako v reguldrnim p¥ipadé

;t:Zk.v,: 2k210k=1~v0=2. C(3.2)

Soudasné je z (3.2) zfejma i platnost analogie znamé véty (viz [5], § 11):

Nutnou a postabujict podminkouw pro to, aby staciondrni nezdvisly vstupni
proud byl jednoduchy, je rovnost y = A.

Viimnéme si jesté mezipfichodovych intervalt. Délka nenulovych inter-
vali mé opét Pascalovo rozloZeni '

Pe=Fk/z>0=(1—w)vg?, k=12,... (3.3)



[ce)

: " . y vy,
Oznagme pro zjednodugeni y = » -~

T Pro pravdépodo'bnost P(z = 0) dostane-
k=1 .

nme snadnou tdvahou?) vyraz
Plz=0)=1— 0, (3.4)

takze odtud a z (3.3) vyplyva
Pz=Fk =wht, k=12,...; (3.5)

formulemi (3.4) a (3.5) je zdkon rozlozeni pravdépodobnosti délek mezipiicho-
dovych intervalti urlen. Pro stiedni hodnotu délky dostaneme E[z/2z) 0] =
=(1—19)1ta '

v

Ez = (—1—-———-170")—2 (3.6)

4. Ordindrnost stacionirnich proudd

Pro reguldrni staciondrni proudy je znéma véta Koroljukova (viz [5], § 11,
[8]), kterd udavé podminky ordindrnosti proudu. V piipadé singuldrniho prod-
du mizeme ihned vysloviti obdobnou vétu; jeji dikaz je o to jednodussi, Ze
na rozdil od regularnich proudd mé parametr i singularniho proudu vidy

koneénou hodnotu, nebot 2 < 1.

Véta. Singuldrni staciondrni proud je ordindrni tehdy a jen tehdy, jestliZe
1w =_A

Dikaz. I. Je-li proud ordindrni, pak v, = 0 pro & > 1, tedy

u=E=1.v,=1—9,=1.

IL. Necht u = 1, tedy > kv = > v, odtud vSak plyne > (k — 1) v, = 0,
k=1 k=1 k-2
vzhledem k nezépornosti viech élent plati tedy nutné v, = O pro k = 2, c. b. d.
Poznédmka. Zcela obdobné jako pro reguldrni proudy lze také pro singu-
larni staciondrni ordindrni proudy zavésti t. zv. Palmovy funkce gx(n) vztahy
n+1

pn) == PE = 1,28 =k) ,n=01,2..,%k=0,1,2,... (41
=2

Dof =

specielng tedy @,(0) = 1. Znamené tudiZ ¢(n) podminénou pravdépodobnost
toho, Ze v m po sobé nésledujicich okamzicich piiflo pravé % zdkaznikd za

—

2) P(z = 0) je pravddpodobnost toho, %e uvaZovany zakaznik je jeden z k (k =

1)
" i . e S ; ® v, k—1
soudasnd prislych zékaznikt, a to nikoliv posledni, tedy P(z = 0) =L21 T
o
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predpokladu, Ze bezprosttedné pred uvazovanou n-tici okamzikt prisel zdkaz-
nik. Z (4.1) miZeme snadno odvoditi formule (pro » < k je ¢,(n) = 0)

n-1
w(n) =1 =22 gils) (42)
&
nm) =1 3 [@eali) — Gl b= 1,2, .. (43)

analogické formulim (10.8) monografie [5].

5. Stacionarni proudy s omezenou z4vislosti

Nazveme tak proudy (které obecné nemusi byt nezivislé) takové, Ze délky
mezip¥ichodovych intervali jsou nezavislé ndhodné proménné. V singuldrnim
pripadé nabyvaji tyto nadhodné proménné opét jenom nezipornych celych
hodnot, v ptfipadé ordindrnich proudd jenom kladnych. Pro staciondrni
ordindrni proudy je poZadavek omezené zavislosti slab&i neZz pozadavek ne-
zavislosti proudu, t. j. kaZzdy jednoduchy proud je také proudem s omezenou
zavislosti, naopak vSak existuji stacionarni ordindrni proudy s omezenou
zgvislosti, které nejsou nezavislé; jako priklad mizZe slouZiti singularni proud
uréeny posloupnosti &, tvotfici Markoviv Fetézec s matici pravd&podobnosti
piechodu

P=(Z§),a#c,b#d,abcd=1=0 (5.1)
a se stacionarnim rozloZenim absolutnich pravdépodobnosti
c b
’Uo—_‘—ch-, Dl:b_—}—c' (52)

Poznimka. Neni-li ordindarni nezivisly proud stacionarni, nemusi byt
proudem s omezenou zavislosti, aé by bylo moZno pfi povrchnim &teni takto
rozumséti tvrzeni na poitku § 13 a v pozndmee pod arou na str. 42 v [5].
Lze snadno sestrojiti pifklady singuldrnich i regulérnich nestacionarnich
vstupnich proudi, které jsou sice ordinadrni a nezavislé, kde vSak jiz prvé dva
mezipfichodové intervaly jsou stochasticky zavislé.

Singuldrni proud, ktery je staciondrni, ordindrni a s omezenou zavislosti,
nazveme proudem typu P. Tyto proudy maji nékteré jednoduché vlastnosti,
analogické vlastnostem reguldrnich proudd tohoto typu. PouZijeme-li Palmo-
vych funkei, odvodime snadno, Ze pro rozloZeni pravd&podobnosti délek mezi-
piichodovych intervali plati (viz [5], str. 43)

Pz, =n)=1—gyn); i=1,2,..,2=0,1,2, ... (5.3)

n-1
Pz = m) =1 2, olk) - (5:4)

Obé tyto formule lze odvodit téZ pfimo ze vzoreu § 4.
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V dusledku stacionarity proudu typu P nezdvisi jeho vlastnosti na volb podatku
dasové osy, t. j. z posloupnosti {&,}7_; miZeme vynechati libovolny — avSak pevny —
podet podédteénich Elent, aniZ tim zménime stochastickou strukturu proudu. Vyneché-
me-li jich vSak ndhodny polet, a to tak, aby posledni vynechany &len & byl roven 1, pak
zménime stochasticky charakter posloupnosti, proud ptestane byt proudem typu P.
UvaZujme nyni v takto modifikovaném proudu jev E = (¢ = 1), tento jev je rekurentnim
jevem ve smyslu Fellerovych definici (viz FELLER [1], kap. XTI; [2]). Fellerovym pravdé-
podobnostem f, odpovidaji v naSem oznadeni (platném pro puvodni nemodifikovanou
posloupnost {§,}) pravdépodobnosti

e =Pl = k) =gk — 1) — go(k), k=1,2,.... (5.5)
pravdépodobnostem u; pak podmingné pravdépodobnosti
uy =P, =1/6=1), j=1,2,... (5.6)

Nyni jiZz miZeme pro na§ proud vyuZiti v8ech vysledka odvozenych Fellerem: stiedni
doba ndvratu jevu E bude

Z klpy(k — 1) — p(k)] = Z g,(k) , (5.7)
k=1 k-0
konstanta f je rovna
f=1— lim gy(n), (5.8)

@
jev E je tedy jisty tehdy a jen tehdy, plati-li lim @,(n) = 0. Konverguje-li fada X ke,(k),
N—>c0 k=1

1ze aplikovati rovnéZ vysledky Fellerovy tykajici se asymptotické normality souéti

n
S, = X z; i pottu zékaznikd N,.
i=1

6. Nestacionarni nezdvisly ordinarni proud

V tomto paragrafu si jen velmi struéné v&imneme proudu tohoto speciél-
niho typu. Jest ovéem P(&, > 1) = 0, takie P(&, = 1) = 4, je ,,okam7ita‘
hodnota parametru. Rovnéz ,,okamzitd*“ hodnota intensity je u, = E&, = 4,;
takze plati ziejmé

Véta. Nezdvisly singuldrni proud je ordindrni tehdy o jen tehdy, jestlize
Uy, = Ay Pro véechna n.

Néhodné proménné
m

’En,m =Zpym — Ty = zlfn-é—?' (6'1)
1=

maji t. zv. zobecnéné binomické rozlozeni (viz na p¥. [3], str. 107). Plati zejména’

E’Sn,m = zzn-}—i 5 (6.2)
i-1
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¥idici funkce M (t) m4 tedy v bodech ¢ = n skoky rovné A,; stfedni hodnota
(6.2) je stejnd, jako by byla v piipadé staciondrniho proudu s primérmym
parametrem

;_1<, ,

F=p S (6.3)
Pro pravd&podobnosti vy(n, n + m) = P(&,,» = 0) dostaneme snadno reku-
rentni vztah

v(n,n +m + 1) =yy(n,n +m).v%n +mn+m+1)=

= vﬂ(n: n + 7"’) . (1 - 2n+m+l) ’ (64)
takze ’
v, +m) =T —4); (6.5)
i1

podobné lze odvodit diferenéni rovnici

Uk(na n + m + 1) - 'vk(n: n + m) = ﬁ-n-f-m-i—l r.vk(’”‘: n + m) - vk—l(’”” n + m)] s
(6.6)
charakterisujici zobecnéné binomické rozlozeni.

7. Singularni p-aproximace regularnich proudd

BudiZ dan reguldrni vstupni proud z(#). Singularni proud z(")(¢) definovany

vztahem
2t) = ([2;; t]) (7.1

nazveme 7-tou singuldrni p-aproximact (regularniho) proudu z(f). Pro pfisluiné

r

pravdépodobnosti v, V3’ plati zfejmé

o) = o, (P—,—”) (1.2)
a ) )
V) < Vs ([2;,‘ t]) VR S Vit + 2) (7.3)

JeZto regularni proud je stochasticky proces spojity podle pravdépodobnosti,
plati pro kazdé ¢ = 0

lim P(z(t - k) > a(t)) = 0, (7.4)

odtud viak vyplyva
Em V@) = Vilt), t=0, £=0,1,2,.... (7.5)

Obdobné lze dile dokézati, Ze posloupnost {®"(f)}"., konverguje k x(t) ve
smyslu Bernoulliové.
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Ze spojitosti podle pravdépodobnosti procesu x(f) a z definice x("(f) vSak
nadto vyplyvé i konvergence z("(t) k z(f) podle pravdépodobnosti pro kazdé
t = 0; je to disledek predpokladané. monotonie funkei z(f):

2t — 2 S ([—2;—]) = 2(t) < 2(f) (7.6)
takze .
lim P(2(t) — 2(t) > 0) = 0. (1.7)

r—00

S praktického hlediska znamena pfechod k r-té singuldrni p-aproximaci,
ze se potet zakazniku zjistuje jen v urditych ekvidistantnich dasovych okam#i-
cicht =47.2"7,7=0,1, 2, ..., takZe je zndm vZdy jen souhrnny podet zdkaz-
nikl prislych v intervalech délky 2-7, nikoli v8ak presné okamziky pfichodu
jednotlivych zdkaznikd.

Viastnosti stacionarity, nezdvislosti a finitnosti se zachovdvajé p#t prechodw od
requldrntho proudu k jeho p-aproximacim; naproti tomu ordindrnost proudw
obecné ment zachovdna.

Vztah mezi rozloZenim pravdépodobnosti piiristka &, reguldrniho proudu
a jeho singuldrnich p-aproximaci si snadno odvodime ze vzorca (7.2), (7.3),
resp. z definice (7.1). VSimnéme si jesté podrobnéji parametru a intensity
proudu. Z (1.8) méme

Px(t + h) > x(t)) = h . A(t) + o(k) , (7.8)
avSak
A = P(x (21) >z (?-’21—5)) : (7.9)
tedy
KD =277 A(j2") + o(277), (7.10)
tak’e pii r — o0, j = 0, j. 27" — ¢ dostdvame
lim 27 . 2§ = A(t), . (7.11)

pokud parametr A(t) je spojitou funkei argumentu ¢, specidlné tedy plati (7.11)
v piipadé stacionarniho proudu x(t).
Obdobné mame pro intensitu proudu z (1.9) a z

o e[ (1) - (5] 12

rovnost
W = 27" u(t) + o(27) (7.13)
takZe znovu pii r — 0, § = 0, j . 277 — ¢ plati
lim 274 = u(t) . (7.14)
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Poznamka. Je zfejmé, Ze volba posloupnosti {2-7}°, neni pro definici
a vlastnosti singuldrnich p-aproximaci reguldrniho proudu nijak podstatnd.
Misto ni by bylo moZno pouzit i libovolné jiné vhodné posloupnosti konvergu-
jici k nule.

8. Singularni B-aproximace

- M&jme opét dén reguldrni proud x(t). Posloupnost {2("(f)};"., singuldrnich
proudd nazveme posloupnosts singuldrnich B-aproximaci proudu x(t), jeéstlize
lim () = z(t) v Bernoulliové smyslu. Je ziejmé z (7.7), Ze posloupnost
p-aproximaci reguldrniho proudu je také posloupnosti jeho B-aproximaci. Pii-
tom se miZeme (pro nale tdely bez Gjmy obecnosti) omeziti jen na takové
posloupnosti B-aproximaci, jejichZz r-ty ¢len mé ¥idiei funkei konstantni
v intervalech tvaru (.27, (j +1).2-7),j=0,1,2,....

Viimnéme si, %e na rozdil od p-aproximaci, mé o B-aproximacich smysl
mluvit jen jako o celych posloupnostech; r-t4 B-aproximace ndm sama o sob&
jesté nic nefiks o aproximovaném reguldrnim proudu, kdezto r-t4 p-aproxi-
mace ano. .

Jeito hodnoty parametru a intensity proudu, at jiz regularniho & singular-
nfho, zdvisi pouze na zdkonech rozloZeni pravdépodobnosti procesu (),
plati vztahy (7.11) a (7.14) za jistych podminek i tehdy, jde-li o posloupnost
B-aproximaci. Odtud, z véty § 4 a z véty 3 v [8] vyplyva

Véta. Jestlife k danému finitnimu reguldrnimu proudu x(t) existuje posloup-
nost staciondrnich ordindrnich singuldrnich B-aproximact takovd, Ze platt (7.11)
a (7.14), pak x(t) je rovnéz staciondrni a ordindrni proud.

Kromé parametru a intensity existuji oviem i jiné dilezité vlastnosti za-
vislé jen na zdkonu rozloZeni pravdépodobnosti, které se mohou zachovati pii
limitnim pfechodu v posloupnosti B-aproximaci reguldrniho proudu. Pro
ilustraci 'si v dal¥fm paragrafu ukiZeme na jednoduchém pifklad® vyuziti
singularnich B-aproximaci k YeSeni nékterych tloh theorie hromadné obsluhy.
Udelem jest oviem jen ilustrace moZnosti, nikoliv systematické odvozovani
novych vysledki; jde totiZz o pFipad vstupniho proudu, ktery byl vysetfovan
jiz v samych zaéatcich theorie systémié hromadné obsluhy.

9. Obsluha jednoduchého proudu

Budeme uvazZovati jednoduchy singuldrni vstupni proud z, = z(n). Zékaz-
nici nechf vytvéateji jednoduchou frontu obsluhovanou jedinym obsluhujicim,
délky d; trvani obsluby budteZ nezavislé ndhodné proménné s tymz zdkonem
rozloZeni Pascalova typu danym pravdépodobnostmi

P:i=hk) =B —BF k=1,2.;0<B<1. (9.1)
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Pozniamka. Pascalovo rozloZeni je diskretni analogii ekponencié,lniho
rozlozeni v tom smyslu, Ze podobné jako pro exponencidlné rozloZené spojité
veli¢iny plati

Pd=k+n[d=n)=Pd=kF). ‘ (9.2)

Predpokladame, Ze obsluha dal§iho zdkaznika muZe zaditi v tém% (celo-
tiselném) okamziku, kdy p¥edchazejici byla ukordena.

Budeme rozliSovati t¥i ptipady podle osudu zdkazniki pfislych v okamZiku,
kdy obsluhujici je zaméstnan.

1. Zdkaznici, ktett nemohou byt ihned obslouZens, Eekaji po neomezenouw dobu
v neomezené fronté.

Oznadime-li 7, polet zékaznikl ve frontd (véetnd pravé obsluhovaného)

v okam#iku n, tvof{ ndhodné proménné 5, Markoviv Fetézec s matici pravdé-
podobnosti pfechodu P = (py), ¢, = 0, 1, 2, ... tvaru

(1 — 2 A 0 0 o
=4 A+(A—-p(1—4A) 1—=p)2 0
p— 0 Bl — 2) pr+(1—B)(1—12) (1—p)4
0 0 A1 — =) PA+QA=p 1=
|

Staciondrni rozloZeni absolutnich pravdépodobnosti P, = P(x, = k) ziskime
zndmymi methodami feSenim rovnic

z P;p;k H (9 3)

dostaneme tak — v podstaté zcela stejnymi dpravami jakych je pouZito pro
reguldrni proudy v [5] —

1 — B)e-1
=i - Pos (9.4)
{ -]
coZ spolu s normujicf podminkou > Py = 1 déva
] E=0 .
’ P, = p—12. (9.5)

ﬂ 3
vzorci (9.4) a (9.5) jsou P, Gplné urdena. Vidime, Ze podobné jako v regulr-
nim piipadé musime piedpoklddat 1 < 8, aby staciondrni fefeni existovalo.
Jezto délky obsluhy d; jsou nezdvislé ndhodné proménné, dostadvame z (9.1),

(9.4) a (9.5) pro celkovou dobu y, po kterou zdkaznik musi éekat na obsluhu,
pravdépodobnosti

P( =n)=§P,, (n_k)ﬂkl——ﬂ)”'k, n=12,..., (9.6)

.’ v
{ . k=1
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Py =0) =P, = é_l—g__% . (9.7)
Z (9.6) pak vyplyva
. — A — n—1
Py =n) = {3 5 71((11 _ﬁ)?)n ,m=12,.., (9.8)
a
P(y>n)=%.g:§)):,n=0,1,2,.... (9.9)

Tim je problém obsluhy daného singuldrniho proudu v podstaté roziesen.
Uvazujme nyni posloupnost jednoduchych singularnich proudi {2("(f)}°.4
tvoiici posloupnost B-aproximaci jednoduchého finitntho reguldrniho proudu
z(t). Necht plati
lim 27 . A" = 7, (9.10)

kde 1 je parametr proudu z(f) a A" parametr proudu z("(¢). Necht zaroven
velidina 8 z (9.1) konverguje k nule, a to tak, %e
lim2r . B0 =F, 2. 1=0a, 0<a<l. (9.11)

r—>m

Pro pravdépodobnost P(y > t) toho, Ze fekaci doba p¥i obsluze regularniho
proudu x(f) bude v&t&i nez ¢ (za pfedpokladu stejné &ekaci discipliny ve fronté
a exponencidlnfho zadkona rozloZeni délky obsluhy, k némuz (9.1) konverguje)
dostaneme

P(y > 1) = lim ’;(T)) . (%;_—g::-i)m]; (9.12)
tedy
Py >t) = .e(B-Dt (9.13)
a specielné
Piy > 0)=«, (9.14)

coZ je pravdépodobnost ¢ekani vibec. Uvedené vzorce (9.13) a (9.14) se shoduji
se vzorci odvozenymi pro reguldrni proud x(¢) pfimo (viz [5], § 34 a 35).

II. Zdkaznici, ktefi nemohou bijt ihned obslouZeni, jsou odmitdni o odpadaji
z obsluhy.
Proménné n, nabyvaji tu pouze hodnot 0 a 1, matice P m4 tvar
p_ ( 1—12 y) )
gl — 4y pA+ (1 —p)
(zde jiz nemusi byt 1 < g), takZe rovnice pro P; mé tvar
Py = Pyl — 4) + P, . (1 — ) ; (9.15)

Ut
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odtud

_ BBt __* ‘
h=pri—m DT i (010

P, je pravdépodobnost odmitnuti. Provedeme-li limitni pYechod ve stejném
smyslu jako v odstavei I, dostaneme

lim Py = —— , lim P, = —>

1+a° 14«
ve shodé s vysledky v [5], §.20, str. 67.

(9.17)

ITI. Nakonec uvazujme jesté piipad t. zv. smiSeného systému:

Je-li jeden zakaznik obsluhovdn, miZe jesté jeden dalsi Cekat, ostatni jsou
odmitdni ¢ odpadaji.

Pro matici P (tentokrate tiifddkovou, nebot 7, nabyvaji hodnot 0,1 a 2),
mame

1—2 A 0
P=|pl—2) PA+(1—-B(1—2 (1—p82 |,
0 =2 AP

takZe rovnice pro P; jsou

P0=Po(1—l)‘|‘P1(ﬁ“‘ﬁl),
P, = Pj A+ P —2— B+ 268) + Pu(B—BY,  (9.18)
P2: Pl(l_lﬂ) +P2(1”ﬁ+/ﬁ-)-

Odtud pak dostaneme opét stejnymi obraty vyrazy pro P, které pQ obvyklem
limpitnim prechodu da,vap
AE o
lunP 1:\—_{:—:,,]&'——012 0<a<<oo, (9.19)
co? se shoduje s vysledky (4) a (5) prace [9]. Rozlozeni ekaci doby je v tomto
jednoduchém pifpads oviem trividlnf: zdkaznik je obslouZen bez ¢ekan{'s prav-
dépodobnostl Po, musi éekat s pravdépodobnosn P,v tom pnpadé mé pak %

-----
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PeswomMme

CHUHIVJIAPHBIE BXOOAMME IMOTOKM

QPAHTUIIER 3UT9K (Frantifek Zitek), IIpara
(ITocTymuio B pegaxmuio 27/X 1956 r.)

Hocrenmepsoronaparpada mocay;xuBIIero B KaYecTBE BBeleHu A (G016 MAECTBO
oIpefeeHni ¥ 0603HAYeHAE OpAEATO U3 [5] m [6]), m3ywaloTca B mepBo# gacTa
paboru (§§ 2—6) cuErynApHEEle BXOAAmMe IOTOKHE BEI30BOB (cM. [6]), cuemys
IpE 5TOM BOOOme WCCIIeIOBaHMAM rIaBH 1 MoHOrpadwmum [5].

Bo sropoit wactm (§§ 7—9) BBelleEO NOHATHE CHHTYJIAPHHX AIIPOKCAMANIH
PeryIApHKX moTOKOB. Ecim 2(f) — QUEATHEIA peTyIApHLI IOTOK, TO MOCHe-
JoBaTelbHOCTE {x(")(t)}., CHETYIAPHEIX HOTOKOB, OOPeNeIeHHHX PaBEHCTBOM
(7.1), Ea3EBaeTCA MOCIIEIOBATEIBEOCTHI0 P-aNNpPOKCHManmi moroxa x(t). Way-
galoTCs HEKOTODHE CBOACTBA pP-alpOKCAMANuil, W HOCIe ITOr0 IepeXOomaTcsd’
B maparpade 8 K mcciefoBaHMIO B-ammpoxcmMmanmii, HasHBasg TaK SIEMEHTH
IIOCeHOBATEIFHOCTeH CHHEIYIAPHHX IIOTOKOB, CXORAIMEXCA K x() B cMBIcie
Bepaynnm.

B mocaensem maparpade MCOOIB30BaHE! YCTAHOBICHHEE Pe3yIbTATH B CILy-
Yae OJIEOT0 TPOCTOTO IpmMepa W3 TeopmH oGcaysxuBauua. Merogom anmpoxken-.
MaIgi DOJIYyJalOTCS Pe3yAbTaThl, COBIATAIOINES C Pe3yILTaTaAMM , HOTyYeHHRIMI
ﬁpﬂmﬂn MeTONIOM [ HenpepHrBHOro ciydad (cM. [5] m [9]). '
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Résumé

COURANTS D’ENTREE SINGULIERS

FRANTISEK ZITEK, Praha
(Regu le 27 octobre 1956)

Apres le premier paragraphe qui sert d’introduction (la plupart des défi-
nitions et notations sont celles des travaux [5] et [6]), on étudie, dans la pre-
miére partie du présent travail (§§ 2—6), les courants d’entrée singuliers (voir
[6]) en suivant & peu prés parallélement le développement du chapitre 1 de [5].

Dans la seconde partie (§§ 7—9) on introduit la notion d’approximations
singuliéres de courants réguliers. Un courant régulier z(¢) étant donné, la suite
{2"(t)}7 ¢ de courants singuliers définis par (7.1) est appelée suite d’appro-
ximations-p du courant z(t). Aprés avoir établi quelques propriétés des approxi-
mations-p, on passe, au paragraphe 8, & 1’étude des approximations-B, en
appelant ainsi les éléments de toute suite de courants singuliers convergeant
vers z(f) au sens de Bernoulli.

Au dernier paragraphe les résultats établis sont, & titre d’illustration, employés
dans le cas d'un exemple simple de problémes d’attente. En procédant par la
méthode d’approximation on arrive & des résultats conformes & ceux obtenus
directement pour le cas continu (voir [5] et [9]).
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