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Casopis pro pé&stovini matematiky, rog. 83 (1958), Praha

CHARAKTERISTICKA FUNKCE KENDALLOVA KOEFICIENTU
KORELACE PORAD{

MARCEL JOSIFKO, Praha DT :519.272.1
(Doslo dne 21. prosince 1956)

V poznédmece je odvozena charakteristickd funkce ndhodné velidiny S
(¢itatele ve vyrazu (1)) pro Kendalliv koeficient korelace poradi
v piipadé nezdvislosti. Charakteristické funkee je pouZito k jedno-
duchému odvozeni zndmych vlastnosti Kendallova koeficientu korelace
poradi.

Bud {(z,,y,)}s., nadhodny vybér o rozsahu n z dvojrozmé&mé populace
charakterisované nahodnou veliéinou (X, Y) se spojitym rozlozenfm. PYi-
fadme kazdému prvku tohoto ndhodného vybéru dvojici pfirozenych &isel
(2, g;) tak, Ze ¢ znadi pofadi prvku ve vybéru uspofddaném podle rostoucich
hodnot z a g¢; znadi pofadi tohoto prvku ve vybéru usporddaném podle rostou-
cich hodnot y. Symbolem R pak oznadme minimdlni podet inversi, jimiZ se
permutace (¢, 4s, --., gn) Prevadi na piirozenou posloupnost (1,2,..., 7).
Kendalliv koeficient korelace potadi se pro tento ndhodny vybér definuje
vzorcem

(1)

Za predpokladu, Ze nahodné velidéiny X a Y jsou nezdvislé, jsou viechny
permutace (¢, s, .-, ¢n) stejné pravdépodobné (pofadi podle y nezévisi
na uspofddini vybéru podle rostoucich hodnot z). Oznaéime-li symbolem
f(s; ») podet t&ch permutaci (1, 9z - --» 7n), kKteré vedou k téZe hodnoté s na-
hodné velitiny S ze vzorce (1), miiZeme psat:

P8 =s) = f(—sn,ﬁ) . ‘ (2)

Vidime snadno, %e je f(s; z) > 0 pouze pro hodnoty s =(§) — 2k, kde k =

=0,1,..., (7;'), pro ostatni s je f(s; n) = O.
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Jednoduchoﬁ uvahou se odvodi rekurentni vzorec pro vypodéet hodnot
f(s; ) (Viz na pt. [1] str. 403):
fs;m + 1) = Sf(s +n — 2k; m) ,
K0
f(0;1)=1. (3)

Pomoci vzorce (3) dostaneme pro charakteristickou funkei ndhodné velié¢iny
- 8 tyto vztahy

Palt) = i, L2 e f(ssm)

n! "5
1
Pnia(t) = - —+1” Z eits Z f(s — 2k;n), .
I " .
_— . it(2k—n)
Fraall) = g - Palt) < 2 €.

-Sedtenim geometrické Ffady v poslednim vyrazu a elementarni tpravou
dospivame k jednoduché rekurentni formuli pro charakteristickou funkei ¢,(#)

1 sinf(n+ 1)1

¢n+1(t) = (pn(t) " F 1 o (4‘)

Odtud
Ly, (5)

pes ] sin ¢

Ke stejnému vysledku dospe]eme apravou vytvorujictho polynomu pro
y-rozdéleni (viz [2]).

Uvedend charakteristicka funkce umoziuje snadné odvozeni momenth
nahodné veliéiny S a dukaz konvergence jejiho rozlozeni k rozloZzeni normal-
nimu. K tomu- ddelu vztah (5) upravime pouZitim zndmého vyjdadieni sinu
ve tvaru nekoneéného soudinu

x 92
. a .
sSsmz==z. E (1 —_— -7;-23:-2-) . (())

V nasem piipadé je

V okoli nuly muzeme psat -

&1 f e\
ogr == 3 3 5 4[] oo,

v=lj=1Fk=1

wl

Je hned vidét, Ze pro [t| < n~? plati

wtzk n ® 1

log gult) = = 3. 7 2 0% — 1) . 3 =

ot
3



. 21 2
Uvézime-li, Ze %2 = %, dostavame pro . charakteristickou funkei @,(t)
i=1

tento vyraz

2

vo| B

12 ~ :
@a(t) = exp {—— 3 ”Zl (»2 — 1) — Z_ #2% —1%71-2;7~ . Zﬁﬁ

Odtud p¥imo uréime rozptyl nahodné velidiny S

12 n(n — 1)(2n -+ 5)
2 = 2 —
% =3 ,21 6*—1) 18 : (8)
Standardisovania nahodné veliéina
S
= — 9
U o . (9)

m4, jak je ihned patrné z (7) a (8), tyto kumulanty:
%o =1, %y =O0m*1) pro k=2,3,...

Liché kumulanty jsou vesmés rovny nule.
Nahodn4 veliéina U mé tedy charakteristickou funkei

2
palt) = exp {—' Lt O(n—l)} -
: 2
Plati tedy lim y,(8) = 9(t) = ¢ * pro kazdé pevné ¢, takZe ndhodnd velidina U
mé asymptoticky normalni rozloZzeni N (0, 1).

Kendalltiv koeficient korelace pofadi 7 mé tedy rovnd%, za predpokladu
nezévislosti ndhodnych velitin X a Y, asymptoticky normalni rozloZeni
s primérem 0 a rozptylem
2n 4+ 5

n 3
9-12
2k-ty kumulant nahodné velidiny t je

2’6 ! <] —2k n
#o:(T) = ]‘f# z —i; . (72") . ,Zl(yu —1). . ;

j-11

2
0’7~——

LITERATURA

[1] M. G. Kendall: The advanced theory of statistics I. (1948).

[2] J. Hdjek: Nékters pofadové rozdélenf a jejich pouZiti. Cas. pro pdst. mast. 80 (1955),
17—-31.

58



PesiomMme

COBCTBEHHAA OYHRIUA KO9OOUIVEHTA
KEHIJAJIJIA KOPPEJIALNN PAHTOB

MAPIEJIb NOCHUPRO (Marcel Josifko), IIpara
(Ioctymuuo B pefakmuio 21/XIT 1956 r.)

B craThe BHBOmmTeS cobcTBeHHAA PYHKIEA CIIydaiiHON BeIHYUHEL S (IHCINE-
renss B BupaxeEmm (1)) ana wosdpdmnmenta Kempmamma Koppensmum paHroB
B cayuae HesapucumocT#. CoGerBeHHas QYHKOUA MCHOONB3YETCA NS HPOCTOrO
BEIBOJIA H3BECTHEIX YiKe CBOHCTB Koapdnnumenta Hermanma Koppensanuy pasros.

Summary

- THE CHARACTERISTIC FUNCTION OF THE KENDALL’S
RANK CORRELATION COEFFICIENT

MARCEL JOSIFKO, Praha
(Received December 21, 1956)

The characteristic function for the random variable S (the numerator
of Kendall’s coefficient of rank correlation (1)) in the case of independence
is given. The characteristic function is applied to the simple derivation of
cumulants and asymptotic distribution of Kendall’s .
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