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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 80 (1955) 

POZNÁMKA O EXISTENCI KONEČNÝCH GRAFŮ 

VÁCLAV HAVEL, Praha. 

(Došlo dne 23. prosince 1954.) J)T 519.5 

V této poznámce je udán algoritmus, podle něhož lze rozhodnout, 
zdali daná přirozená čísla ax, a2, ..., an lze pokládat za stupně jednotli
vých uzlů nějakého konečného grafu. 

Grafem budeme rozumět konečnou množinu se symetrickou a nereflexivní 
binární relací mezi jejími prvky. Ke každému prvku přiřadíme počet všech 
těch prvků, které s ním stojí v grafové relaci. Z těchto přiřazených čísel sesta
víme nerostoucí posloupnost a nazveme ji strukturou. Pořadí, členů struktury 
určuje pořadí odpovídajících prvků grafu. Položme (i, j) = 1 (resp. (i, j) = 0), 
když i-tý prvek je (resp. není) v relaci s /-tým prvkem. 

Dále nazveme r-posloupnosti konečnou nestoupající posloupnost, jejímiž 
členy jsou přirozená čísla, při čemž je první člen menší než počet všech členů 
a počet lichých členů je sudý; strukturu, která je r-posloupností, nazveme 
r-strukturou. 

Věta 1. Bud l(i, j)í symetrická n-řadová matice, jejíž prvky jsou rovny někte
rému z čísel 1, 0 tak, že hlavni diagonála je nulová a tak, ze posloupnost {(i, 1) + 
-f- (i, 2) -f- . . . -f (i, n)}"=1 je nerostoucí. Tato matice určuje n-prvkový graf podle 
ekvivalence (i, j) = 1 o i-tý prvek je v grafové relaci s j-tým prvkem. 

D ů k a z je zřejmý. Podmínka (i, j) = (j, i) charakterisuje symetrii, podmínka 
(i9i) = 0 nereflexivnost grafové relace. 

Věta 2. Každý clen struktury je menší nez počet všech členů. Žádný člen struk
tury není větší nez součet ostatních členů. Lichých členů je ve struktuře sudý počet. 

D ů k a z prvních dvou tvrzení je zřejmý. Dokážeme tedy ještě třetí tvrzení. 
Z podmínek (i, j) = (j, i), (i, i) = 0 vyplývá, že součet všech členů struktury 
je sudé číslo. Zbytek důkazu je již snadný. 

Z prvního tvrzení vyplývá, že struktura není prostou posloupností. 
Věta 3. Mezi grafy o r-struktuře a = {al9 a%, ..., an} existuje takový, pro nějž 

platí (1, n) = (2, n) = . . . = (an, n) = 1. 
D ů k a z . Vyberme libovolný graf struktury a. Existuje index k (0 <^ k < n) 

tak, že pro vybraný graf platí (I, n) = (2,n) = ... = (k, n) = 1, (k + 1, n) =-= 0 
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(v případě k = O odpadá ovšem první systém rovnic). Je-H k = an, pak doka
zované tvrzení platí. Je-li k < an, pak ve vybraném grafu (označme jej Ak) 
existuje index vk > k + 1 tak, že platí (vk, n) = 1. Dokážeme dále, že (vzhle
dem k Ak) existuje index wk (1 <I wk < n), pro nějž platí (k + 1, wfc) = 1, 

V opačném případě by byla splněna rovnice (vk, wk) = 1 pro každý index wk, 
pro nějž jest 1 <1 wk < n, (k + 1, wfc) =-= 1. Potom by ale platilo afc < aV/fc, a to 
ve sporu s předpokladem, že a je struktura. Tedy zmíněný index wk existuje. 

Nyní položme (k -f 1, n) = (n, k + l) = 1, (k + 1> w*) = (^> & + 1) = 0, 
(fyk, wk) = (wk, vk) = 1, (%, n) = (n, vk) = 0; hodnoty ostatních (i, j) nechme 
beze změny. Takto definovaná čísla (i, j) určují podle věty 1 jistý graf Ak+l 

struktury a. Je-li k -f 1 = an, pak dokazované tvrzení platí; je-li k -f- 1 < an, 
pak v předchozí úvaze nahradíme všude k indexem t + 1 a sestrojíme jistý 
graf Ak+2 struktury a. A tak pokračujeme dále. Po konečném počtu kroků 
dojdeme k jistému grafu struktury a, pro nějž již dokazované tvrzení platí. 

Věta 4. Nechťg = {gv g2, ..., gm} je r-posloupnost, pro niz platí gx > 1. Pak 
posloupnost gx — 1, g2 — 1 , ..., gQm — 1, ggm+%, ggm+t, ..., gm_x dá se přerovnat 
v r-strukturu (označme ji g'), pravé kdyzg je struktura. Je-li g' struktura, pak ke 
každému grafu struktury g' existuje nadgraf struktury g. 

D ů k a z . Posloupnost g' neobsahuje žádný nulový člen. Kdyby totiž jistý 
člen gi-rl (i = 1, 2, ..., gm) byl nulový, pak by bylo g{ = l, a tedy též 
gm = l = i; posloupnost gř by pak obsahovala samé jednotky, a to odporuje 
předpokladu. 

Nechť g je struktura; podle věty 3 existuje graf struktury g, jehož prvních 
gm prvků je v grafové relaci s prvkem posledním. Odstraníme-li tento poslední 
prvek i s relacemi mezi ním a prvky předcházejícími a ponecháme-li ostatní 
prvky a relace beze změny, dostaneme jistý graf struktury g'. 

Nechť g' je struktura a G' je libovolný graf struktury g'. Přidáme ke G' nový 
prvek, a rozšíříme relaci v G' v symetrickou nereflexivní relaci tak, že nový 
prvek bude v rozšířené relaci s těmi prvky z G', které odpovídají členům 
gx — 1, g2 — 1, ..., g9m — 1 struktury g'. Tímto rozšířením dostaneme jistý 
nadgraf (struktury g) grafu G'. 

Věta. Nechť a<°> je r-posloupnost s prvním cleném vétším nezl. Existuje algo
ritmus, podle néhož lze rozhodnout, zda a<°> je anebo není struktura. 

D ů k a z . Nechť a<°> je struktura. Pak podle věty 4 je též a' = a<x> struk
tura, a tedy též (opět podle věty 4) a<x>' = a<2> je struktura; takto pokraču
jíce, sestrojujeme struktury a<2>' = a<3>, a<3>' = a<4> atd. Jsou možné dva pří
pady. Buďto existuje index qx (1 '<£ qx < n) tak, že poslední prvek z a<ai> není 
menší než n — ql9 anebo takové qx neexistuje a pak existuje index q2 (1 ^ 
g q2 < n) tak, že posloupnost a<ai> obsahuje samé jednotky. 

V prvním případě dostáváme spor s předpokladem, že a<Q> je struktura 
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(neboť podle prvního tvrzení věty 2 není a(Qi) strukturou); tedy ani a<°) není 
struktura a výsledek je v tomto případě negativní. 

Vyšetříme ještě druhý případ. Poněvadž a<°> je r-posloupnost, je číslo n — g2 

sudé; snadno nahlédneme, že existuje jistý graf A(Q*) struktury a^2>. Poněvadž 
a^Qi) je struktura, je podle poučky 4 též a^2"1) struktura a ke grafu A(Q*) se
strojíme rovněž podle poučky 4 jistýnadgraf A^-1) struktury a^2"1). Poněvadž 
a(*«-i) j e struktura, je podle poučky 4 též a^2~2) struktura a ke grafu _4<<ř2-1) 

sestrojíme opět jistý nadgraf A^~2) struktury a<a2~2>. Takto postupujeme dále, 
odvozujíce, že a<a2~*> jsou struktury, a sestrojujíce jisté grafy A^"1) struktur 
«(*--<>, při čemž A^%-v je nadgraf grafu A^2'1'1) (i = 1, 2, ..., g2). Pro i = q2 

dostaneme hledaný výsledek, že totiž posloupnost a<°> je struktura; A(°) je pak 
jistý graf struktury a<°>. 

Věta 5. Každá r-posloupnost se všemi členy stejnými je struktura. 
Důkaz. Danou posloupnost označme a = {av a2, ..., an}\ podle předpokladu 

jest ax = a2 = ... = an. Je-li ax sudé, pak položme (i, j) = 1, když*) j == 

-̂= i ± -é ± * (* = 0, 1, ..., -~ — 1); v ostatních případech položme (i, j) = 0. 
z z 

Takto definovaná (i, j) určují podle poučky 1 jistý graf struktury a. Je-li ax 

liché a n sudé, pak položme (i, j) = 1, když j == i ± --̂ -—— ± ř (í = 0, 1, ..., 

1), ; == i + --r-. v ostatních případech položme opět (i, j) = 0. 
Z Z' 

Takto definovaná čísla (i, y) určují podle poučky 1 jistý graf struktury a. 

Резюме 

ЗАМЕТКА О СУЩЕСТВОВАНИИ КОНЕЧНЫХ ГРАФОВ 

ВАЦЛАВ ГАВЕЛ (У&сЬалг Науе1), Прага. 

(Поступило в редакцию 23/ХП 1954 г.) 

Назовем структурой невозрастающую конечную последовательность 
узлов отдельных точек .конечного графа. Далее, назовем г-последователъ-
ностъю конечную невозрастающую поеледовательцоеть натуральных чи
сел, причем первый член меньше числа всех членов, а число нечетных чле
нов является четным числом; структуру, представляющую собой г-последо-
вательность, назовем г-структурой. 

Среди графов с данной г-структурой {ах, а2, . . ., ап} существует такой 
граф, в котором последний узел соединен ребром с первыми ап узлами (тео
рема 3). 

*) Znakem. ===== rozumíme kongruenei modulo n. 

479 



ripednoJioofcuM dajiee, nmo g = {gxi g2l . . . , gm} ecmb r-nocjiedoeamejhbHocmb, 
nepeuü HMH nomopoü 6osbiue 1. Tozda nocjiedoeamejibnocmb g1— 1, g2 —- 1, . . . , 
. . . , ggm — 1, gQm+ii 90m+2) •••<> ffm-i MOMCHO nepeeecmu nymeM nepepacnpe-
dejienuH e r-cmpynmypy (O6O3HUHUM ee nepe3 gf) e moM u mojibno emoM cjiynae, 
noeda g ecmb cmpynmypa. ECJIU g' — cmpynmypa, mo ÖM nayicdozo spacßa 
cmpynmypu gf cyu^ecmeytm uaddpacß cmpynmypu g (TeopeMa 4). 

ECJIU a ecmb r-noc/iedoeame/ibnocmb c nepeuM HJICHOM, öoJibwuM edunuv^u, 
mo cyu^ecmeyem a/ieopucßM, no3eojisuoiquü ycmameumb, mjimmcnjiu a cmpyn-
mypoü UJIU Hern. (FjiaBHkiH pe3yjitTaT paöoTti.) 

AjiropH(j)M eocTonT B nocTeneimoM nocTpoeHim r-nocjießOBaTejibHocra xa = 
= a', za = 1af, 3a = 2a' (no o6o3HaneHHHM H3 TeopeMH 4); npn #0Ka3aTejn>-
cTBe rjiaBHyio POJIB nrpaeT TeopeMa 4. 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

EINE BEMERKUNG ÜBER DIE EXISTENZ DER ENDLICHEN 
GRAPHEN 

VACLAV HAVEL, Praha. 

(Eingelangt 23. XI I . 1954.) 

Wir bezeichnen die nicht wachsende endliche Folge der Grade der Knoten 
eines endlichen Graphen als Struktur dieses Graphen. Weiter bezeichnen wir als 
r-Folge eine endliche nicht wachsende Folge der natürlichen Zahlen mit dieser 
Eigenschaft: Das erste Element ist kleiner als die Zahl aller Elemente und die 
Zahl der ungeraden Elemente ist gerade. Die Struktur, die eine r-Folge ist, 
bezeichneten wir als r-Struktur. 

Unter den Graphen mit gegebener r-Struktur {ax, a2, ..., an} existiert ein solcher 
Graph, in welchem der letzte Knoten mit den ersten an Knoten verbuden ist. (Lehr
satz 3.) 

Setzen wir voraus, dass g = {gv g2, . . . , gm) eine r-Folge ist, in welcher das 
erste Element grösser als 1 ist. Die Folge gx — 1, g2 — 1, .. . , g9m — 1, gQm+i, 
• • •> 9m-% lässt sich in eine Struktur umformen (wir bezeichnen sie gf) dann und nur 
dann, wenn g eine Struktur ist. Wenn g' eine Struktur ist, dann existiert zu jedem 
Graphen der Struktur gf ein Obergraph der Struktur g. (Lehrsatz 4.) 

Es sei a eine r-Folge mit dem ersten Element, das grösser als 1 ist; dann existiert 
ein Algorithmus, nach dem sich entscheiden lässt, ob a eine Struktur ist. (Das 
wichtigste Resultat der Untersuchung.) 

Dieser Algorithmus besteht aus einer sukzessiven Konstruktion der r-Folgen 
-a = a!, 2a = xaf, %a = 2af, . . . (nach Bezeichnung aus dem Lehrsatz 4); de r 
Beweis beruht hauptsächlich auf dem Lehrsatz 4. 
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