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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 90 (1965), Praha

REFERATY

ADJUNGOVANE A SAMOADJUNGOVANE HOMOGENNI LINEARNI
DIFERENCIALNI ROVNICE

(Vlastni referdt Z. Hustého o prednasce proslovené na Kurzweilové semindfi matematického
ustavu CSAV v Praze ve dnech 5. a 12. listopadu 1964.) '

Umluvy: Misto ,,homogenni linedrni diferencidlni rovnice* budeme fikat ,,rovni-
ce“. Symboly f, f™[f] zna&i derivace funkce f podle x[t]. Funkce x = T_,(?) je
inversni k funkci t = T(x).

Nechf . .

(@) ] =zo<':) a(x) Y (x) = 0, ag+0, xely,

() M[y] =;§o(?) bx) y"(x) =0, by +0, xel,

jsou rovnice se spojitou dimensi. Jéstlize a, = 0 [a; = 0, i = 1, 2], pak rovnici (a)
nazyvdame polokanonickou [kanonickou]. Rovnici

n(m\ a; i
y(n)+z(i)__‘y(n ) =0
i=1 ao

nazyvame normdlnim tvarem rovnice (a). Ozna&eni: (a,). Rovnice (a), (b) nazyvdme
identické, jestlize a; = b;, i =0, 1,...,n, x€l,. Oznadeni: (a) = (b). Rovnice (a),
(b) nazyvdme kvasiidentické, jestlie maji v intervalu I, stejny fundamentdlni systém.
Oznageni: (a) = (b). Zdpisy y € (a) resp. {y;} € (a) &teme takto: ,,funkce y je feSenim
rovnice (a)* resp. ,,funkce y;, i = 1,2, ..., n tvofi fundamentdlni systém rovnice (a)*

Necht I,, = I,. Symbolem m(I,,) oznalujeme mnoZinu, jejiz prvky jsou defino-
vény takto: uspofddand dvojice funkci {T(x), u(x)} € m(I,,), kdyz T(x) € C,,(I,5),
T'(x) % 0vI,,, T'(x) md dimensi 0, u(x) € C(I,,), u(x) # 0 vI,,, u(x) md dimensi 0.

Necht {T(x), u(x)} € m(Ly,). Jestlize v rovnici (a) pouZijeme postupng transfor-
maci y(x) = u(x) Z(x), t = T(x), obdrZime rovnici (a), kterou nazyvime obrazem
rovnice (a) v intervalu I;, o soufadnicich T(x), u(x). Oznaeni: (a) {T(x), u(x)}.
Symboly o(I1,) [Pd115)] {ke(11)} oznatujeme mnoZinu viech obrazi [polokano-
nickych obrazi] {kanonickych obrazii} rovnice (a) v intervalu I, jejich? soufadnice
jsou prvky mnoZiny m(1,,). Obraz (a) {T(x), U(x)} € p,(I,,) < U(x) = | T| 2,
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.exp {— [ (aj/ao) ds}, ¢ = konst. % 0, x€l,,. Odtud plyne, Ze polokanonicky
obraz je ur&en prvni soufadnici a proto zavddime pro polokanonické obrazy symbo-
lické oznaeni () {T(x)}. Polokanonicky obraz (4) {x} € p.(I,) se nazyvd fundamen-
tdlni a necht 4,, i =0,2,3,...,n jsou jeho koeficienty. Funkce 4; = 4;/4,,
i =2,3,...,n nazyvidme fundamentdlnimi koeficienty rovhice (a), funkce
0, (A, ..., A), i = 3,4,..., n, nazyvime fundamentdlnimi invarianty rovnice (a).

1. ADJUNGOVANE ROVNICE

Symbolem (&) ozna&me rovnici
@ ED] = F 0 (§)ewe =0

Definice. Rovnice (b) je adjungovand k (a), jestlize (b) = (&). Oznageni: (b) ~ (a).

1.1. Plati tato tvrzeni: I°(&) ~ (a). 2° Nechr (b) ~ (a); (c) ~ (a) < (c) = (b).
3° Necht (b) ~ (a); (b) ~ (¢) < (&) = (¢) < (c) ~ (a) [(a) ~ ()].

1.2. Nechf funkce z(x) md tyto vlastnosti: a) z(x) e C,(I,) a md dimensi: nula.
b) z(x) L[ y] = d/dx y(y, z) v I, kde y(y, z) je polynom prvkil y, z, ag ay, ..., @y,
dimense n — 1 a stupné tfetiho, ktery je bilinedrni formou prvki y, z a jejich derivaci

a% do ¥ddu (n — 1)-ho. Pak funkci z(x) nazyvdme multiplikdtorem operdtoru L[y]
(b) ~ (a) <> kazdé Feseni rovnice (b) je multiplikdtorem operdtoru L[y]

1.3. Necht {y;} €(a), W[y] resp. W,[y] je wronskien funkci {y;, y2, ---, ¥n} T€SP.
{12 ¥2s s v} = i (b) ~ (2) = {5 = (1/ao) (Wi[y)/W[y])} € (b)- |

14. (b) ~ (a) < (b) {T(x), T'(x)} € 0,(1;) ~ (8) {T(x), u(x)} € 0,(I,).D (= dsle-
4ek) 1 (5) ~ (8) = (b) ~ (@) {x u(x)} € 0(11). D 2 (by) ~ (8 {T(o), o)} € o1,
i=1,2=(b;) = (b)) =>(3) = (@)

1.5. Symbolem (v7Ta) oznaujeme rovnici
(via) o[T_ ()] T- (1) L[z] = 0, tel, = T(1,),

kde L[z] = 0je rovnice obrazu (a) {T(x), u(x)} € 0,(I,). (b) ~ (a) «=(b) {T(x),o(x)}
CofL) ~ (vI3). D1: (b) ~ (a) = (B) {x, u(x)} € oy{Iy) ~ u(x) L[y D2: (b) ~
~ (a) = (b) {x, 1/ac} € 0(I,) ~ (a,)-

1.6. JestliZe plati soucasn (b) ~ (a), (a) ~ (b), pak rlkame %e rovnice (a), (b) jsou
adjungované. Oznageni: (a) =~ (b). Plati tato tvrzeni: 1° (a) ~ (&) 2° Necht (b) ~ (a),
takze M[y] = u(x) L[y].(€) ~ (b) <> (©) = (&) {x. u(x)} € o,(I). D: Necht(b) ~ a);
(a)(b )(b)@M[y] = cL[y], ¢ = konst. + 0. 3° (b) ~ (a,) < (b,) =~ (a,) < (a) ~

L7. (b) ~ (a) = () {T(x), 1/(a,u(T')"" ')} € 04(I,) ~ (a,), kde (8) {T(x), u(x)} €
€o{Iy). D: (b) ~ (a,) < (b) {T(x) ((T') ")} € ofI,) ~ (a,).
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18. (b) ~(a,) < (B) ~ (&,), kde (&) {T(x), exp ( - J T ds) || ‘"”2} € p11),

xo ao
(B) {T(x),_ exp (J :—11 ds)- |T’|“"’)/2} e p(T)). D 1:(b) ~ (a,) <> (B,) ~ (&,).
x5 %0
D2 (b) = (a) = (B) = ().
1.9. Necht By, k = 2,3, ..., nresp. @, (B,, ..., B)) jsou fundamentdlni koeficienty
resp. invarianty rovnice (b). (b) ~ (a,) <> O(B,,.... B) = (—1)' 0{4,,..., 4),
i=3,4,..,n x€l,.

2. SAMOADJUNGOVANE ROVNICE

2.1. Definice. Necht (b) ~ (a). JestliZe (b) = (a), pak rovnici (a) nazyvdme samo-
adjungovanou: Plati tato tvrzeni. I° (a) je samoadjungovand <> (a) = (3) < L[y] =
=(—1)"L[y] 2° (a) je samoadjungovand <> (a) ~ (a). Odtud plyne, Ze zépis
(a) ~ (a) miZeme povaZovat za symbolické oznageni samoadjungované rovnice (a).
3° Necht (a) ~ (a); (a) ~ (b) <> (b) = (a). 4° (a) ~ (a) <> kaZdé Feseni rovnice (a)
Jje multiplikdtorem operdtoru L[y]. 5° (a) ~ (a) <> {§;} € (a), funkce J; jsou defino-
vany v 1.3.

22. (a) ~ (&) < (&) {T(3), ')} € 0(1,) ~ (&) (T, ()} € 0u1)- D I+ (a) ~
~ (a) < (a;) ~ (31). D 2: (a) ~ (a) <> (a) ~ (&) {x, u(x)} € 0(I;). D 3: Necht (a) ~
~ (@), (8) {T(3) u(x)} € 0,(1,); (8) ~ (3) = u(x) = ¢ . T'(x), ¢ = onst. + 0. D 4
Necht (a) ~ (a), () {x, u(x)} € 0,(I,); (3) ~ (&) <> u(x) = ¢ = konst. * 0.

2.3. (a) ~ (a) <> (3,) {T(x), v(x)} € 0(I,) ~ (uTd), viz 1.5. DI: (a) ~ (a) <
< (a) {x, u(x)} € 0(I;) ~ u(x) L[y]. D 2: (a) ~ (a) < (a) {x, 1/ao} € 0.(I;) ~ (a,),

2.4. Necht (a) ~ (a), (b) ~ (a); (b) ~ (b) <> M[y] = ¢ L[y], ¢ = konst. + 0.

2.5. (a,) ~ (a,) = (a) € p(I,).

2.6. Necht (A) je polokanonickd rovnice, (&) {T(x)} € p,(I,)- (A,) ~ (A,) <
=(&,) ~ (&,). ,

2.7. Necht (R) {T(x)} € p(I,).- (A,) ~ (An) < Ops1(Ays .-, Agyry) =0, k =
=1,2,...,[(n = 1)/2], x€I, D: Jestlize rovnice y™ +i2(r:> a;y" " =0 md
fundamentdlni invarianty s lichymi indexy rovny nule, pak je samoadjungovand.
Tato véta je bez dilkazu uvedena v téchto pracich: Acta mathematica /4 (1890—91),

233248 (Brioschi). Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen
I1/1, Leipzig 1897 (Schlesinger).

Zdenék Husty, Brno
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