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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 83 (1958), Praha

ULOHY A PROBLEMY

3. Bud P normovany linedrni prostor. Najdéte n&jakou podminku posta-
¢éujici k tomu, aby existoval v P skaldrni soudin takovy, aby norma jim vytvo-

fend byla ekvivalentni s pivodni normou. ‘
Karel Kartdk, Praha

4. Oznadme M,(n) mnoZinu v8ech redlnych &tvercovych n-fadkovych
matic hodnosti %, P,(n) mnozinu vSech symetrickych nezdporné definitnich
matie z M;(n), O(n) mnoZinu viech ortogondlnich matie z M,(n). Déle defi-
nujme pro realnou matici 4 = (a,;) matici sgn 4 = (sgn a;;).

Najdéte mnoZiny viech matic s prvky 0, 1 a — 1, které vzniknou jako matice
sgn 4 pro a) AeMymn), b) AePyn), c) Ae O(n) .
Miroslay Fiedler, Praha

ReSeni dlohy 1 (autor Ji# Sedldéek) z &. 1, roé. 83 (1958), str. 101: -

Zaéneme pomocnou uvahou. Plati

) .
b, — b 1
b = Bl = g— - (1)
: r r r+1
Je-li totiZ by, = - »Potom élen b 41 mtZe byt rovenbudd,,, = Pk nebo by ; = TrL
Tedy .
1
n 4
Dhrr = bpar = 770 Diwa < B S0,
odtud

B! 1
by — bl = lbk+1 k+1] = m

Budeme nyni dokazovat druhou d&dst tlohy. PoloZme « = lim &, = Iim &,.
Je zfejmé « < f. Budi¥ « = . Potom md posloupnost jedinou hromadnou hodnotu,
kterou je moZno povaZovat za uzavieny interval, jehoZ krajni body splyvaji. BudiZ
& < B. Dokézeme, Ze potom kazdé y spliiujici nerovnost & < y < f§ je hromadnou hodno-
tou posloupnosti {b;}. ProtoZe Zédny bod y < « aniy > f nemiiZe byt hromadnou hodno-
tou {b,}, bude tim proveden dukaz druhé &4sti tlohy.

Z definice &isel « a B plyne: V ka¥dém &-okolf bodu « existuje nekonednd posloupnost
vybrand z {b,}, a to by, b;,, by,, .... V kaZdém s-okoli bodu § existuje nekoneéné posloup-
nost vybrand z {b;}, a to by, b, bz,, --.. Volme ¢ tak malé, aby o + e <y < f — .
Vezméme déle viechna k; a l; a sefadme je do posloupnosti podle velikosti. Ke kaZdému I,
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existuje ;. ,,, (n nezéporné) takové, Ze po ndm bezprostiedné v této posloupnosti nésleduje
ndjaké k; (kdyby ne, bylo by indext k; jen koneénd mnoho — spor).

1 1
BudiZ nynf déno 7-okoli bodu y; zvolme I; > —, tedy n > 7 Prislusné I; ., déle ozna-
Y i
&fme I, prisludné k; oznadime k.
VSimneme si nyni bodu
bl’ bl+1’ ceey bk . (2)
Pro né podle (1) zfejms plati
1 1 1
b, —b — = —=< —
[bn "+ll<n+1—l—l¢<n
Piitom jeb; < y < by. Je tedy v (2) neprézdnd mnoZina M bodu leZicich pfed y a neprézd-
nd mnoZina N bodi leZicich za p nebo s y totoZngch. Vezméme z M bod s nejvétsim inde-
xem a oznafme jej b, Je tedy by < y < by,,. ProtoZe plati |by — y| = |by — by | < 7,
je by v n-okoli bodu y a je b;r % y; tedy je y hromadnou hodnotou posloupnosti {b;}.
Prvn{ &4st dlohy dokdZeme nyni tim zplsobem, Ze aestro;ime posloupnost {b:}
takovou, Ze lim b, = «, Hm b, = 8. R

Nejprve si vimndme tohoto: Je-li déno b;, = %- (r <k), s se by, ,,

=7 libovolngd
‘k+n

mélo od nuly, b7, = '_';t—:’; libovolnd mélo od 1.

k+n ]C

0
PoloZime b, = 7= 0. Déle postupujeme takto: Cleny a,, ..., a;, poloZime rovny 1, pfi

demZ ¢, volime tak, %e b;,_; < B =< b;,. Takové ¢, existuje, nebot b; se mohou libovolng
blifitk 1 a g < 1. Cleny a;,—,, ..., a;, polo¥fme rovny 0, pii em¥ i, volime tak, e b, _, >
> x = b,,. Takov$ i, existuje, nebot b; se mohou libovolnd bliZit k nule a « > 0. Cleny
a;, + 1, ..., a;, poloZime rovny 1, pii dem¥ i, volime tak, ¥e b;,_; < f < b, atd.
Doké%eme, e pro takto sestrojené {b;} je f = lim b,.
1. Cfslo 8 je hromadnd hodnota {b}: V ka¥dém e-okoli B existuje nekone&nd mnoho

bodu z {b;}, napf. vlechny body b,, . prol = n. Zvolime-li totiZ n takové, %e -

< &,
2n+l
pak prol = n je
1 1
= -
Tar41 lon4

2. Je-lif’ > B, pak f’ nen{ hromadnou hodnotou. Plati toti%: Prok > iy, je by < f +

[bi;t+x - ﬂl = Ibial-f-x - nl+|—1l S

< €.

+ kdyby totiz bylo b, = ﬂ+

, bylo by by, = B atedy f < bp—; < by, coZ
T2141 2l+1

1 v
je ve sporus konstrukci. Zvolme n = ? (B — B), ig341 > —; potom Zddny bod by, pro
i n

k > 44y, neleZ{ v 7-okoli bodu f’, tedy tam le#i nejvySe konedny polet bodu z {b;},
c. b. d. Obdobné se dokéZe, %e x = lim b,,.
Z téchto vysledki a z dukazu druhého tvrzeni tlohy, ktery byl poddn vySe, plyne, %e
mno%inou hromadnych hodnot {b,} je préveé <«, 8).*)
Ales Pultr, Praha

*) Pozndmka redakce. ReSeni téZe tlohy 1 zaslali pozd&ji té%: B. MiSex, Honice a
M. KADLEC, Praha.
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